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Aus  dem  Vorwort  des  Verfassers  zur  dritten 
englischen  Auflage. 


Dieses  Bach  mag  als  dritte  Auflage  eines  „Treatise  on  the 
Mathematical  Theory  of  the  Motion  of  Fluids"  angesehen  werden, 
welches  im  Jahre  1879  veröffentlicht  wurde.1) 

Die  zweite,  stark  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  erschien 
unter  dem  jetzigen  Titel  im  Jahre  1895.  Bei  der  vorliegenden  Aus- 
gabe ist  keine  weitere  Änderung  des  allgemeinen  Entwurfes  und  der 
Anordnung  vorgenommen,  aber  das  Buch  ist  sorgfaltig  durchgesehen, 
manche  Abschnitte  sind  neu  geschrieben  und  verschiedene  Znsätze 
eingefügt  worden,  die  zusammen  ungefähr  den  fünften  Teil  des  ganzen 
Werkes  ausmachen.  Die  wichtigsten  Erweiterungen  finden  sich  in 
der  zweiten  Hälfte  des  Buches,  die  hauptsächlich  von  den  physika- 
lischen Anwendungen  handelt 

Einige  Punkte  aus  dem  Vorwort  von  1895  möchte  ich  hervor- 
heben. 

Ich  bin  bei  dem  Gebrauche  des  negativen  Vorzeichens  für  das 
Geschwindigkeitspotential  verblieben,  indem  ich  w  —  —  -  - ,  usw.,  anstatt 
«  —  ~- ,  usw.,  schreibe.  Die  physikalische  Deutung  der  Funktion  wird 
dadurch  wesentlich  verbessert,  und  die  weitgehende  Analogie  mit  dem 
magnetischen  Potential  wird  gleichzeitig  noch  vollkommener  gemacht. 
Es  mag  daran  erinnert  werden,  daß  die  gewöhnliche  Schreibweise 
einen  rein  mathematischen  Ursprung  hatte,  nämlich  im  Anschluß  an 
den  Begriff  des  vollständigen  Differentiales.  Von  physikalischem  Stand- 
punkt ans  erscheint  es  durchaus  natürlicher,  den  Bewegungszustand 
eines  dynamischen  Systemes  in  einer  gegebenen  Lage  durch  die  Kräfte 
anzugeben,  welche  ihn  aus  der  Buhe  heraus  erzeugen,  als  durch  die- 
jenigen, welche  ihn  hemmen  würden.    Aus  diesem  Grunde  dürfte  der 


1)  Autorisierte   deutsche  Ausgabe  von   R.  Reiff,   Freibuig   und    Tflbingeo 
18««.    (Amn.  de«  Üben.) 
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IV  Aus  dem  Vorwort  des  Verfassers  zur  dritten  englischen  Auflege. 

Yorzeichenwechael  keiner  weiteren  Rechtfertigung  bedürfen.  Übrigens 
ist  dies,  streng  genommen,  gar  keine  Neuerang,  denn  es  ist  wohl  in 
den  Schriften  von  Canchy  zu  finden.  Wenn  gerade  dieser,  anstatt 
Poisson,  ein  Lehrbuch  der  Mechanik  geschrieben  hätte,  so  würde 
vermutlich  der  Brauch  anders  geworden  Bein. 

Es  wurde  Mühe  darauf  verwendet,  in  den  Anmerkungen  voll- 
ständige and  genaue  Literaturnachweise  zu  geben;  aber  selbstverständ- 
lich  ist  im  Text  den  ursprüglichen  Metboden  nicht  überall  gefolgt. 

In  der  vorigen  Ausgabe  war  ich  bestrebt,  die  mathematischen 
Resultate  durch  Zahlenbeispiele  sowie  Einfügung  einer  Anzahl  von 
Stromlinienfigoren  und  anderer  Kurven  (in  ziemlich  genauem  Maßstab) 
so  verständlich  wie  möglich  zu  machen,  im  Sinne  der  Warnung 
Poinsots:  „Gardons  nous  de  croire  qu'one  science  soit  faite,  quand  on 
l'a  reduite  ä  des  formales  analytiques."  Dieses  Verfahren  zur  Er- 
läuterung ist  jetzt  fortgeführt  worden. 


Januar  1906. 


Horace  Lamb. 
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Vorwort  zur  deutschen  Ausgabe. 

In  der  jüngsten  Vergangenheit  and  Jetztzeit  ist  die  Weiterbildung 
der  Hydrodynamik  hauptsächlich  den  Engländern  zn  verdanken,  und 
wer  sieh  über  den  gegenwärtigen  Standpunkt  dieses  Gebietes  unter- 
richten will,  ist  in  erster  Linie  auf  die  englische  Literatur  angewiesen. 
Unter  den  zusammenfassenden  Darstellungen  der  Engländer  nimmt 
zweifellos  das  Lambsche  Lehrbuch  der  Hydrodynamik  die  erste  Stelle 
ein.  Es  scheint  darum  berechtigt,  den  Inhalt  dieses  Buches  dem 
deutschen  Publikum  in  einer  bequemeren  Form  zu  vermitteln. 

Es  gibt  wenige  Werke  auf  dem  gesamten  Gebiete  der  mathe- 
matischen Physik,  die  gleichzeitig  so  viele  Vorteile  in  sich  vereinigen, 
wie  die  Lambsche  Hydrodynamik.  Dieses  Lehrbuch  ist  für  den  An- 
fänger, der  nur  über  die  notwendigen  Grundlagen  der  höheren  Mathe- 
matik verfügt,  gleich  brauchbar,  wie  für  den  Vorgeschritteneren,  der 
sich  mit  selbständigen  Untersuchungen  befassen  will.  In  Bezug  auf 
Vollständigkeit  der  Literaturangaben  ist  das  denkbar  möglichste  er- 
reicht worden;  die  wesentlichsten  Arbeiten  der  letzten  Jahre  sind  noch 
berücksichtigt  Ein  weiterer  Vorzug  ist  auch  der,  daß  der  Zusammen- 
hang mit  praktischen  Fragen  und  Problemen  überall  hervorgehoben  wird. 

Herr  Prof.  Lamb  hatte  die  Liebenswürdigkeit,  das  Manuskript 
einer  Durchsicht  zu  unterziehen,  wobei  §  253  neu  abgefaßt,  sowie 
ein  neuer  Paragraph  (301a)  eingefügt  wurde,  welch  letzterer  das 
Sommerfeldsche  Beogungsproblem  ausführlich  behandelt  Sonst  lag 
kein  Anlaß  vor,  in  der  deutschen  Ausgabe  irgendwelche  wesentlichen 
Änderungen  oder  Zusätze  anzubringen. 

Bezüglich  der  Terminologie  hielt  ich  mich  nach  Möglichkeit  an 
die  entsprechenden  Abschnitte  der  Enzyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften.  Der  Eigenart  des  Baches  entsprechend  finden  sich 
viele  Ausdrücke,  die  bisher  in  der  deutschen  Literatur  nicht  vertreten 
sind,  sodaß  ich  gezwungen  war,  gleichwertige  Verdeutschungen  für 
diese  zu  suchen.  Ob  dies  trotz  vieler  Mühe  immer  in  der  richtigen 
Weise  geglückt  ist,  weiß  ich  nicht;  die  Entscheidung  muß  ich  dem 
Urteile  der  Leser  überlassen.    In  einigen  schwierigeren  Fällen  empf 


VI  Vorwort  zur  deuUehen  Anagabe. 

ich  wertvolle  Ratschläge  von  den  Herren  Geheimrat  Prof.  Felix  Klein 
und  Dr.  C.  H.  Müller  (Göttingen),  wofür  ich  auch  an  dieser  Stelle 
meinen  verbindlichsten  Dank  aussprechen  möchte. 

Verschiedentlich  habe  ich  die  etwas  abweichende  mathematische 
Schreibweise  der  Engländer  beibehalten,  die  uns  zwar  weniger  ver- 
traut ist,  aber  mancherlei  Vorzüge  besitzt  and  dem  deutschen  Leser 
keine  Schwierigkeiten  verursachen  wird. 

Herrn  Prof.  Lamb  bin  ich  für  seine  ständige  Beihilfe,  die  sich 
auch  auf  das  Korrekturlesen  erstreckte,  zu  großem  Danke  verpflichtet. 
Außerdem  unterstützte  mich  mein  Freund  Dr.  A.  Mev  bei  der  Durch- 
sicht der  Korrekturbogen  in  dankenswerter  Weise. 

Lindenberg  (Kreis  Beeskow),  im  Juli  1907. 

Johannes  FriedeL 


,y  Google 


Inhaltsverzeichnis. 


Erstes  Kapitel. 
Die  Bcwegongsgleichnngen. 

§§   1,  2.    Grundeigenschaft  einer  Flüssigkeit 1 

SS  3 — 12-  Enlerache  Form  der  Bewegung«  gl  ei  errangen.  Dynamische  Glei- 
chungen. Kontinuitatsgleichung.  Zu  stand  sgleichun  gen.  Ober- 
flachenbedingungen.  Energiegleichung.  Erzeugung  der  Be- 
wegung durch  Stoß 8 

§§  IS — 16.  Lagrangesche  Formen  der  Bewegungsgl  ei  drangen  und  der 
Kontinuitatagleichung.  Die  Weberache  Transformation.  Er- 
weiterung der  Lagrangeschen  Bezeichmrags weise IC 

Zweites  Kapitel. 
Integration  der  Gleichungen  in  speziellen  Fällen. 

SS  17 — 20.  Gesohwindigkeitspotential.  Lagranges  Theorem.  Physikalische 
Bedeutung  von  qj.  Geometrische  Eigenschaften.  Integration 
der  Gleichungen,  wenn  ein  Geschwindigkeitapotential  existiert. 
Dm  ck  gl  ei  drang 19 

§§  31 — 86.  Stationare  Bewegung.  Ableitung  der  Druckgleichung  aus  dem 
Eoergiepritwip.  Grenze  der  Geschwindigkeit.  Ausfluß  von  tropf- 
baren Flüssigkeiten;  Vena  contractu.    Ausströmen  von  Gasen   .       23 

SS  8(J — 29.   Beispiele   rotierender    Flüssigkeiten.     Gleichförmige   Rotation. 

Rankines  kombinierter  Wirbel 81 

Drittes  Kapitel. 
'  Wirbelfreie  Bewegung. 

S$  SO — 38.  Zerlegung  der  Bewegung  eines  Flüsaigkeitselemantee.  Strömung 
und  Zirkulation.  Der  Stokessche  Satz.  Konstanz  der  Zirkulation 
in  einer  bewegten  geschlossenen  Karre 36 

f$  64 — 46.  Wirbelfreie  Bewegung  in  einfach  zusammenhangenden  Räumen. 
Eindeutig  bestimmtes  <p.  Fall  einer  inkompressiblen  Flüssig- 
keit; Stromfaden,  <p  kann  kein  Msadnunn  oder  Minimum  haben. 
Hittelwert  von  <p  für  eine  Kngeloberflaehe.  Bedingungen  für 
die  Eindeutigkeit  von  q».  Der  Greensche  Satz;  dynamische 
Deutung;  Formel  für  die  kinetische  Energie.  Kelvins  Satz  der 
minimalen  Energie Dl.|.=d:,^,0^n|( 


VIII  Inhal  tsTerzeichnis. 

SS  4T— 66.  Mehrfach  zusammenhängende  Bäume.  Wirbelfreie  Bowegung. 
Zyklische  Konstanten.  Bedingungen  für  die  Eindeutigkeit. 
Kelvins  Erweiterung  des  Grefinschen  Satze« ;  dynamische 
Deutung;  Energie  einer  wirbelfreien  Flüssigkeitsbewegung  in 
einem  mehrfach  zusammenhängenden  Baum 00 

SS  66—68.    Quellen  und  Senken.    Quellpaare.    Oberflachen  Verteilungen  von 

einfachen  und  doppelten  Quellen Tl 

Viertes  Kapitel. 
Zweidimensional«  Beweging  einer  Flüssigkeit. 

SS  69 — 68.    Die    Lagrangesche    Stro  Infunktion.      Zusammenhang    mit    der 

Theorie  komplexer  Größen 11 

SS  68—70.  Einfache  Falle  der  zyklischen  und  azyklischen  Bewegung.  All- 
gemeine Formeln;  die  Fourierache  Methode.  Bewegung  eines 
Kreiszylinders,  ohne  und  mit  Zirkulation  der  Flüssigkeit 
um  ihn 66 

SS  11)  IS-  Inverse  Methoden.  Bewegung  infolge  der  Translation  eines 
festen  Körper«;  der  elliptische  Zylinder.  Strömung  längs  einer 
■chiefstehenden  Lamelle;  resultierendes  Kräftepaar  infolge  der 
Fl üsaigkeite drucke.  Bewegung  infolge  der  Rotation  eines  festen 
KOrpers;  Rotation  eines  prismatischen  Gefäßes;  Rotation  eines 
elliptischen  Zylinders  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit     ...       98 

SS  18 — 18'  Stationäre  Bewegungen  bei  einer  freien  Oberfläche.  Die  Methode 
von  Schwarz.  Untersuchungen  von  Helmholtz,  Kirchhoff  usw. 
Anwendungen  auf  Bordas  Mundstück;  die  Vena  contractu;  der 
Druck  eines  Flnssigkeitsstromes  gegen  eine  Lamelle;  Bobyleffs 

Problem 101 

S  10.   Diskontinuierliche  Bewegungen 1S1 

S  80.   Strömung  in  einer  gekrümmten  Schicht 184 

Fünftes  Kapitel. 

Wirbelfreie  Bewegug  einer  Flüssigkeit: 

Dreidimensionale  Probleme. 

S§  81—89.  Kugelfunktionen;  Maiwella  Theorie;  Pole.  Transformation  in 
Polarkoordinaten.  Einfache  Kugelf unktionnn.  Hypergeometrische 
Reihen.  Legendresche  Funktionen.  Funktionen  zweiter  Art. 
Teaserale  und  aektorielle  Funktionen.  Orthogonale  Kugelflächen- 
funktionen. Entwicklungen.  Andere  symbolische  Losungen 
der  Gleichung  Atp  =  0;  die  einfache  Kugel i'unktion,  durch  ein, 
bestimmtes  Integral  ausgedrückt ISO 

SS  90 — 9B.  Hydrodynamische  Anwendungen;  impulsiver  Druck  auf  eine 
Kugelflache;  vorgeschriebene  Normalkomponente  der  Geschwin- 
digkeit an  einer  Kugelfläche;  Energie.  Bewegung  einer  festen 
Kugel  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit;  die  Wirkung  geschieht 
auf  die  Trägheit  der  Kugel.  Kugel  in  einer  Flüssigkeit  mit 
fester  konzentrischer  kugelförmiger  Grenzfläche 1S9 

SS  94 — 91.  Die  Stromfunktion  von  Stokes;  allgemeiner  Ausdruck  durch 
Kugelfunktionen.  Stromlinien  einer  Kugel.  Bild  einer  Doppel- 
quelle in  einer  Kugel.    Die  Methode  von  Rankine 145 

SS  98,   99.    Bewegung   zweier  Kugeln    in   einer   unbegrenzten  Flüssigkeit; 

kinematische  Formeln ,   .    .   .  (   •onott* 

ig  1 1-(  ay      >  ^ 


Inhalt«  Verzeichnis.  IX 

Stil« 

gg  100 — 108.  Zylinderfunktionen.  Beaaelache  Funktionen.  Die  Darstellung 
einer  beliebigen  Funktion  als  bestimmtes  Integral  von  J0. 
Hydrodynamische  Anwendungen 166 

§§  108 — 109.  Ellipsoidfunktionen  für  verlängerte  und  abgeplattete  Rotations- 
eüipeoide.  Bewegung  einer  Flüssigkeit  infolge  der  Trans- 
lation lind  Rotation  eines  Umdrehungsellipsoides.  Strömung 
durch  eine  kreisförmige  Öffnung.  Stromlinien  einer  kreis- 
förmigen Lamelle 168 

§§  110 — 116.  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in  einem  Gefäß  von  der  Form 
eines  Ellipsoides.  Allgemeiner  Ausdruck  für  &<p  in  ortho- 
gonalen krummlinigen  Koordinaten.  Konfokale  Oberflächen; 
ellipsoidiache  Koordinaten.  Bewegung  einer  Flüssigkeit  infolge 
Veränderung  einer  ellipaoidförmigen  Begrenzung.  Strömung 
durch    eine    elliptische    Öffnung.     Translation    und    Rotation 

eine«  Ellipsoides 178 

§  116.    Nachweise  betreffs  weiterer  Untersuchungen 188 

Sechstes  Kapitel. 

Ober  die  Bewegung  fester  Körper  in  einer  Flüssigkeit: 

Dynamische  Theorie. 

f*  117—186.  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  unbegrenzten  Flüssig- 
keit; kinematische  Formeln.  Theorie  des  Impulses.  Bewe- 
gungsgleichungen  in  Bezug  auf  Achsen ,  die  im  Korper  fest 
sind.  Kinetische  Energie;  Trägheitsko effizienten.  Komponenten 
des  Impulses.  Reziproke  Formeln.  Komponenten  des  Flüssig- 
keitsdruckes  gegen  den  bewegten  Körper.  Die  drei  per- 
manenten Translationen;  Stabilität.  Die  möglichen  stationären 
Bewegungen.   Bewegung  infolge  eines  impulsiven  Kräftepaares     184 

|§  126—131.  Hydrokinetiache  Symmetrie.  Bewegung  eines  ümdrehungs- 
körpers;  Stabilität  oder  Instabilität  der  stationären  Trans- 
lation, ohne  und  mit  Rotation.  Bewegung  eines  schrauben- 
förmigen Körpers.  Trägheitsko  effizienten  einer  Flüssigkeit, 
die  sich  in  einer  starren  Hülle  befindet 198 

%%  183—181.  Fall  eines  durchbohrten  Körpers  mit  zyklischer  Bewegung 
durch  die  Öffnungen.  Stationäre  Bewegung  eines  Ringes; 
Stabilitätsbedingung 869 

gg  186 — 188.  Bewegnngsgleicnungen  in  generalisierten  Koordinaten.  Die 
Lagrangeschen  Gleichungen.  Dm  Hamiltonsche  Prinzip.  An- 
wendung auf  die  Hydrodynamik.  Bewegung  einer  Kugel  nahe 
an  einer  starren  Grenzfläche;  Bewegung  zweier  Kugeln  in  der 
Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  211 

t%  139 — 144.  Modifikation  der  Lagrangeschen  Gleichungen.  Ignorierung 
der  Koordinaten.  Bewegungsgleichungen  eines  gyrostatischen 
Systeme*.  Kinetostatik.  Bewegung  einer  Kugel  in  einem 
zyklischen  Gebiet  Zirkulation  um  dünne  Keine  oder  durch 
Röhren;  Vergleich  mit  elektromagnetischen  Erscheinungen    824 

Siebentes  Kapitel. 
Wirbelbewegung. 
Sä  146—163.   Wirbellinien  und  Wirbelfäden;   kinematische  Eigenschaften. 
Erhaltung  der  Wirbel.    Bedingungen  für  die  Eindeutigkeit 
der    Wirbelbewegung.      Die    GeBchwindigkeitskomponenten, 


X  Inhal  tsverzeichnis. 

attta 
ausgedrückt  durch  Dilatation  und  Rotation ;  elektromagnetische 
Analogie.  Geechwindigkeitapotentisl  infolge  eines  Wirbels. 
Wirbelschichten.  Impuls  and  Energie  eines  Wirbelayatemes  287 
§§  151—169.  Geradlinige  Wirbel;  ein  Wirbelpaar.  Kirchhoffg  Theorie. 
Btdbilitftt  eines  zylindrischen  Wirbels.  Kirchhoffs  ellip- 
tischer Wirbel.    Wirbel  in  einer  gekrümmten  Flussigkeits- 

schicht 86t 

gf,  160— 168.  Kreisförmige  Wirbel;  Energie  and  Impuls;  Stromfanktion. 
Bin  isolierter  Wirbelring;  Stromlinien;  Translationsgeschwin- 
digkeii    Gegenseitiger  Einfluß  von  Wirbelringen.    Bild  eines 

Wirbels  in  einer  Kugel S7& 

§  164.   Allgemeine  Bedingungen  für  die  stationäre  Bewegung  einer 

Flüssigkeit.    Zylindrische  and  sphärische  Wirbel 884 

§  166.    Hinweise  auf  weitere  Untersuchungen 288 

§  166.    Clebschs  Transformation  der  hydrodynamischen  Gleichungen     S88 

Achtes  Kapitel. 

FhtweUo. 

5  167.    Allgemeine   Theorie   kleiner  Schwingungen ;   Nonnalschwin- 

gungen;  erzwungene  Schwingungen 891 

gg  168—178.  Freie  Wellen  in  einem  gleichförmigen  Kanal;  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Wellen;  Folgen  der  Anfangsbedingungen; 
physikalische  Bedeutung  der  Terschiedenen  Annäherungen; 
Energie  eines  Wellensy  steine».  Zurückfühmng  auf  eine 
stationäre  Bewegung.  Superposition  von  Wellensystemen; 
Reflexion.  Wirkung  störender  Kräfte.  Freie  und  erzwungene 
Schwingungen  in  einem  Kanal  von  endlicher  Länge    ....    296 

§§  179— 18!.  Kanaltheorie  der  Gezeiten;  Potential  der  Storungskrafte 
Gezeiten  in  einem  Kanal  unter  dem  Äquator  und  in  einem 
Kanal  parallel  zum  Äquator;  tägliche  Gezeiten.  Ein  Kanal, 
der  mit  einem  Meridian  zusammenfallt;  Schwankungen  des 
mittleren  Niveaus;  vierzehntägige  Fluten 818 

§§  183—184.  Wellen  in  einem  Kanal  von  variablem  Querschnitt.  Beispiele 
freier  und  erzwungener  Schwingungen;  Vergrößerung  von 
Ebbe  und  Flut  in  seichten  Seen  und  Ästuarien 817 

gg   186,   186.    Wellen  mit  endlicher  Amplitude;  Riemanns  Methode.  Wechsel 

der  Gestalt;  Fluten  zweiter  Ordnung 828 

§§  187 — 196.  Wellenbewegung  in  zwei  horizontalen  Dimensionen.  Schwin- 
gungen rechtwinkliger  und  kreisförmiger  Wasserachichten. 
Besselsche  Funktionen.  Der  Fall  variabler  Tiefe;  Beispiel. 
Fortpflanzung  von  Störungen  von  einem  Erregungspunkt  nach 
außen;  Besselsche  Funktionen  zweiter  Art.  Erzeugung  von 
Wellen  durch  lokale  Druck  Schwankungen.  Allgemeiner  Aus- 
druck für  divergierende  Wellen.  Wirkung  einer  vorüber- 
gehenden Störungsquelle 828 

§§  197 — 800.  Schwingungen  einer  kugelförmigen  Wasserschicht;  freie  und 
erzwungene  Wellen.  Wirkung  der  gegenseitigen  Anziehung 
der  Flüssigkeit.  Schwingungen  eines  Meeres,  das  von  Meri- 
dianen and  Breitenkreisen  begrenzt  wird 864 

§§  201—211.  Bewegungsgleiohnngen  in  Bezog  auf  rotierende  Achsen.  Freie 
and  erzwungene  Schwingungen;  gewöhnliche  und  säkulare 
Stabilität.    Anwendung   auf    die    Hydrodynamik;    Gezeiten - 

O 


Inhalts  Verzeichnis.  XI 

Salt« 
Schwingungen   einer  rotierenden  WasserBchicht,     Ebene  Pro- 
bleme: Geradliniger  Kanal;  kreisförmige  Schicht  tob  gleich- 
mäßiger Tiefe;  kreisförmige  Schiebt  von  variabler  Tiefe    .    .    861 

IS  SIS — 328.  Gezeiten  Schwingungen  auf  einer  rotierenden  Engel;  Laplaces 
kinetische  Theorie.  Gezeiten  mit  langer  Periode.  Tägliche 
Gezeiten.  Halbtägige  Gezeiten.  Numerische  Angaben.  Houghs 
Untersuchungen.  Modifikationen  der  kinetischen  Theorie 
hinsichtlich  dei  wirklichen  Gestalt  des  Ozeans;  Betrach- 
tungen über  die  Phase S86 

SS  224,  226.    Stabilität   des   OzeanB.    Bemerkungen  über  die    allgemeine 

Theorie  der  kinetischen  Stabilität 414 

Anhang.    Ober  fluterzeugende  Kräfte 417 

Neuntes  Kapitel. 
Okerflaekeiwellei, 

39  226— 2B6.  Aufstellung  des  zweidimensionalen  Problems ;  OberflSchen- 
bedingungen.  Stehende  Wellen.  Fortschreitende  Wellen; 
numerische  Angaben.  Energie  eines  einfach  harmonischen 
Wellenznges.  Kunstgriff  der  stationären  Bewegung.  Wellen 
in  fibereinandergelagerten  Flüssigkeiten.  Wellen  an  der 
Grenze  zweier  Ströme;  Instabilität.  Theorie  der  Gruppen- 
geschwindigkeit,   424 

IS  236—246.  Wellen  auf  tiefem  Wasser,  hervorgerufen  durch  eine  Ortliche 
Störung;  das  Canchy-PoisBOnsche  Problem.  Wirkung  einer 
periodischen  Örtlichen  Störung.  Störung  an  der  Oberfläche 
eines  Stromes.  Der  Fall  endlicher  Tiefe.  Wirkung  geringer 
Unregelmäßigkeiten  im  Bett  eines  Stromes.  Theorie  des 
Wellen  Widerstandes 447 

IS  846—250.  Wellen  mit  endlicher  Amplitude.  Stokes'  Wellen  von  be- 
ständiger Form;  Gerstners  Wellen;  Scott  Russell«  Einzel- 
welle; Untersuchungen  von  Körte  weg  und  De  Vries.  Die 
dynamische  Bedingung  für  Wellen  beständiger  Form  nach 
Heimholte 481 

IS  201 — 209.  Fortpflanzung  von  Wellen  in  zwei  horizontalen  Dimensionen. 
Wirkung  einer  Ortlichen  anfänglichen  Störung.  Ein  Örtlicher 
periodischer  Druck.  Wirkung  einer  DrackstOrung,  die  auf 
der  Oberfläche  fortschreitet;  Schiffswellen 498 

SS  204—268.  Stehende  Wellen  in  begrenzten  Wassermassen;  der  Fall  gleich- 
förmiger Tiefe.  Transversale  Schwingungen  in  einem  Kanal; 
drei  eck  förmiger  Querschnitt;  halbkreisförmiger  Querschnitt. 
Longitudinale  Schwingungen;  Randwellen 612 

II  259—261.    Schwingungen  einer  flüssigen  Kugel.    Eine  Wasserfläche  von 

gleichförmiger  Tiefe  auf  einem  kugelförmigen  Kern    ....    626 

SS  262—268.  Kapillarität;  Oberflächenbedingung.  Kapillarwellen;  Gruppen- 
geschwindigkeit.  Wellen,  die  der  Schwere  und  der  Kapillarität, 
unterworfen  sind;  Minimum  de  rWell  enges  eh  windigkeit,.  Wellen 
an  der  gemeinschaftlichen  Grenze  zweier  Ströme.  Oberflächen- 
stOrung  eines  Stromes;  Wellen  und  Riffeln.  Wirkung  eines 
Druckzentrams,  dag  auf  der  Oberfläche  fortschreitet;  Wellen- 


IS  86» — 271 .    Schwingungen  einer  zylindrischen  FlÜsaigkeitssäule ;  Instabilität 
eines  Strahles,    Schwingungen  einer  kleinen  Flüssigkeitskugel 

und  einer  Luftblase 049 

DigmzedsyLiOOgie 


Inh  altaverz  eichnis . 


Zehntes  Kapitel. 

E  x  p  ait  si  oii  b  w  c  Uen . 

Seit« 

gg  272 — 276.    Ebene  Wellen;  Schal  Ige  ach  windigkeit    Energie  eines  Wellen - 

ayetemea 666 

gg  277 — 280.  Wellen  mit  endlicher  Amplitude;  die  Methoden  von  Kiemann 
und  Earasbaw.  Bedingimg  für  die  Erhaltung  der  Form. 
Rankinea  Untersuchung.  Die  Frage  nach  dei  Möglichkeit 
diskontinuierlicher  Wellen 56S 

§§  381,   282.    Symmetrische  Kugelwellen.     Schallquellen.     Bestimmung  der 

Bewegung  durch  die  Anfangsbedingungen 671 

§§  28S,   884.    Allgemeine    Gleichung    der    Schallwellen;    Poissona   Integral. 

Energiegleichung.     Eindeutigkeit  dei  Losung 575 

§g  385,  288.  Einfach  harmonische  Schwingungen;  periodische  Quellen. 
Allgemeine  Theorie;  Erweiterung  des  Qreengchen  Satzes. 
KirchhoffB  Formel 678 

§§  267 — 293.  Anwendungen  der  Kugelfunktionen .  Luftschwingungen  in 
einem  kugelförmigen  Gefäß ;  Schwingungen  einer  kugel- 
förmigen Luftschicht.  Fortpflanzung  von  Wellen  von  einer 
Kugelfläche  nach  außen;  Einfluß  der  seitlichen  Bewegung. 
Theorie  der  Pendeliugel;  Korrektion  für  die  Trägheit;  Dissi- 
pationsko effizient.  Stoß  von  Wellen  gegen  eine  feste  und 
gegen  eine  bewegliche  Kugel;  Fall  des  Synchronismus  .   .    .    684 

§§  298,  294.  N&herungs weise  Behandlung  der  Beugungsprobleme,  wenn 
die  Wellenlänge  verhältnismäßig  groß  ist  Beugung  an  einer 
flachen  Scheibe,   an   einer  Öffnung  in   einem  dünnen  Schirm, 

und  an  einem  Hindernis  von  beliebiger  Gestalt 601 

§  3S5.    Losung  der  Gleichung  ip  =  c'Aip   in   Kugelfunktionen.    Ver- 
hältnisse an  der  Vorderseite  einer  fortschreitenden  Welle  .    .     608 

§|  396 — SOla.  Zweidimensionale  Schallwellen.  Wirkung  einer  vorüber- 
gehenden Quelle;  Vergleich  mit  dem  dreidimensionalen  Falle. 
Einfach  harmonische  Bewegungen;  Lösungen  in  Beaselschen 
Funktionen.  Zerstreuung  von  Wellen  an  einem  Hindernis 
von  zylindrischer  Form.  Angenäherte  Theorie  der  Beugung 
für  zwei  Dimensionen.  Beugung  an  einer  Lamelle  und 
an  einer  Öffnung  in  einem  dünnen  Schirm.  Reflexion  und 
Durchgang  von  Luftwellen  durch  ein  Gitter.  Das  Sommer- 
feldsche  Dijüraktionsproblem 618 

§g  302— 804.  Schwingungen  der  Atmosphäre ;  allgemeine  Gleichungen.  Ebene 
Wellen,  die  sich  in  vertikaler  Richtung  bewegen.  Kleine 
horizontale  Schwingungen  in  der  Atmosphäre  einer  Kugel. 
Atmosphärische  Gezeiten 688 

Elftes  Kapitel. 
Zähigkeit 

gg  805—810.  Allgemeine  Theorie  dissipativer  Kräfte.  Ein  Freiheitsgrad; 
freie  Schwingungen;  erzwungene  Schwingungen;  Wirkung 
der  Reibung  auf  die  Phase.  Anwendung  auf  die  Gezeiten 
in  einem  Kanal  unter  dem  Äquator;  FlatvenOgerung  und 
Flutreibung.  Allgemeines  über  dissipative  Systeme;  Beibungs- 
und  gyrostatische  Glieder.  Dissipationsfunktion.  Schwingungen 


.yLaOogle 


Inhal  teverl  ei  chnis.  XJÜ 

eines  diaaipativen  Systenies  um  eine  absolute  Gleichgewichts- 
lage. Einfluß  der  gyrostatischen  Glieder.  Zwei  Freiheits- 
grade;  Störungen  von  langer  Periode Mi 

5§  811—  817.  Zähigkeit  der  Flüssigkeiten;  SpannungsvorhältniBfle.  Tranfl- 
formationsformeln.  Die  Spannungen  als  lineare  Funktionen 
der  Dilatationen  ausgedrückt.  Koeffizient  der  inneren  Reibung. 
Grenzbedingungen;  die  Frage  nach  dem  Gleiten.  Bewegnngs- 
gleichungen;  Deutung.  Betrag  der  Dissipation  in  einer  tropf- 
baren Flüssigkeit 658 

S§  318 — 3SS.  Probleme  der  stationären  Bewegung.  Strömung  einer  Flüssig- 
keit zwischen  parallelen  Ebenen;  die  Experimente  von  Hele 
Shaw.  Strömung  durch  eine  Röhre  mit  kreisförmigem  Quer- 
schnitt; die  Gesetze  von  Poiienille.  Andere  Formen  des 
Querschnittes.  Stationare  Rotation  eines  Zylinders  und  einer 
Kugel.    Bedeutung  der  gemachten  Vernachlässigungen  .    .   .     670 

S§  323 — 3S6.  Allgemeine  Lösung  des  Problems  der  stationären  Bewegung 
durch  Kugelfunktionen.  Geradlinige  Bewegung  einer  Kugel; 
Widerstand;  Endgeschwindigkeit;  Stromlinien.    Erweiterung 

auf  das  Ellipsoid 678 

§  387.   Die  Satze  von  Helmholtz  und  Körte  weg;  Minimum  der  Dissi- 
pation    8» 

§§  SS8 — 330.  Probleme  der  periodischen  Bewegung.  Laminarbewegung ; 
Ausbreitung  der  Winkelgeschwindigkeit.  Schwingende  Ebene. 
Periodische  Gezeitenkraft;  geringer  Einfluß  der  Zähigkeit  auf 
„regelmäßige"  Schwingungen 392 

§§  331—834.  Einfluß  der  Zähigkeit  auf  Wasierwellen.  Einfluß  von  Ober- 
flächenkräften; Erzeugung  und  Erhaltung  von  Wellen  durch 
den  Wind;  die  Beobachtungen  von  Scott  Russell.  Beruhigende 
Wirkung  von  öl  auf  Wasserwellen 88» 

£3  835—888.  Periodische  Bewegung  bei  einer  kugelförmigen  Grenzfläche; 
allgemeine  Lösung  in  Kugelfunktionen.  Anwendungen;  Ab- 
nahme der  Bewegung  in  einem  festen  kugelförmigen  Gefäß; 
Torsion  «Schwingungen  einer  Hohlkugel,  welche  Flüssigkeit 
enthält;  Wirkung  der  Reibung  auf  eine  Pendelkugel ....  710 
§  810.   Bemerkungen  über  zweidimensionale  Probleme 7S7 

gg  841—848.  Zähigkeit  von  Gasen;  Dissipation.  Dämpfung  von  Schall- 
wellen infolge  der  Zähigkeit;  gemeinschaftliche  Wirkung  von 
Zähigkeit  und  Wärmeleitung 788 

§§  314—846.  Turbulente  Bewegung;  kritische  Geschwindigkeit  des  Wassers 
in  einem  Rohr;  das  Gesetz  des  Widerstandes;  die  Versuche 
von  Reynolds.  Theoretische  Untersuchungen  von  Rayleigb, 
Kelvin  und  Reynolds 786 

Zwölftes  Kapitel. 
Rotation  flüssiger  Musen. 

§§  817—849.  Formeln  für  die  Anziehung  eines  Ellipaoides.  Die  Ellipsoide 
von  Haclaurin  und  Jacobi.    Lineare  Reihen  von  ollipsoidi scheu 

Gleichgewichtefiguren;  numerische  Angaben 760 

§  860.    Andere     spezielle     Formen      des     relativen     Gleichgewichte. 

Rotierender  Ring 769 

§8  861—364.  Allgemeine  Bedingungen  des  relativen  Gleichgewichte;  lineare 
Reihen    von   Gleichgewichtefiguren ;   Grenzfonnen    und  Ver- 


yLiOO^IC 


XIV  Inhalt*  Verzeichnis. 

Seit* 
zweiguugaformen ;  Austausch  der  Stabilitäten.    Säkulare  Sta- 
bilität der  Macl  au  einsehen  und  Jacobischen  Ellipaoide.     Die 

birnenförmige  Gleichgewichten  gut 761 

$  166.  Kleine    Schwingungen    eine«    rotierenden    EUipioidea;    die 

Methode  von  Poincare";  Liter&turangaben 769 

g§  866,  867.  Dirichlets  Ellipsuide;  Literatnrangaben.  Bewegung  eines 
FIÖBBigkeitfleUipsoiiies,  dosen  Achsen  feste  Richtungen  haben. 
Rotierende«  Umdrehungiellipsoid;  endliche  Schwingungen  uro 
die  Kugelform.  Dedekinds  Ellipeoid.  Daa  wirbelfreie  Ellip- 
uoid.    Rotierender  elliptischer  Zylinder 771 

Namenregister 779 

Sachregister  . 


,y  Google 


Erstes  Kapitel. 

Die  Bewegungsgleichnngen. 

§  1.  Di«  folgenden  Untersuchungen  geschehen  in  der  Annahme, 
daß  die  Materie,  mit  der  wir  uns  beschäftigen,  den  Raum  kon- 
tinuierlich und  homogen  erfülle,  d.  h.  wir  nehmen  an,  daß  die 
Eigenschaften  der  kleinsten  Teile,  in  die  wir  sie  uns  geteilt  denken 
können,  dieselben  Bind,  wie  die  der  Substanz  im  ganzen. 

Die  Grundeigenschaft  einer  Flüssigkeit  besteht  darin,  daß  sie  iu 
einem  Spannungsznstand  nicht  im  Gleichgewicht  sein  kann,  wo  die 
gegenseitige  Einwirkung  zweier  benachbarter  Teilchen  schief  zur  ge- 
meinschaftlichen Fläche  gerichtet  ist.  Diese  Eigenschaft  ist  die  Grund- 
lage der  „Hydrostatik?1,  sie  wird  durch  die  völlige  Übereinstimmung 
der  Gesetze  dieser  Wissenschaft  mit  dem  Experiment  bewiesen.  Eine 
sehr  einfache  Überlegung  genügt,  um  zu  überzeugen,  daß  schief  ge- 
richtete Spannungen  in  bewegten  Flüssigkeiten  vorkommen  können. 
Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  ein  zylindrisches  Gefäß,  welches 
Wasser  oder  eine  andere  Flüssigkeit  enthält,  um  eine  vertikale  Achse 
rotiert.  Wenn  die  Bewegung  des  Gefäßes  gleichförmig  ist,  so  werden 
wir  finden,  daß  die  Flüssigkeit  mit  dem  Gefäß  wie  ein  fester  Körper 
rotiert.  Wenn  die  Bewegung  des  Gefäßes  jetzt  aufhört,  so  dauert  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  noch  für  einige  Zeit  fort,  aber  sie  nimmt 
allmählich  ab  und  hört  schließlich  ganz  auf;  und  man  findet,  daß 
während  dieses  Vorganges  die  Flüssigkeitsteilchen,  welche  weiter  von 
der  Achse  entfernt  sind,  hinter  denen  zurückbleiben,  welche  näher  sind, 
and  daß  sie  ihre  Bewegung  rascher  als  diese  verloren  haben.  Diese  Er- 
scheinung deutet  auf  die  Existenz  gegenseitiger  Einwirkungen  zwischen 
benachbarten  Teilchen  bin,  welche  teilweise  tangential  zur  gemeinschaft- 
lichen Oberfläche  gerichtet  sind.  Denn  wenn  die  gegenseitige  Einwirkung 
Überall  völlig  normal  gerichtet  wäre,  so  ist  klar,  daß  das  Drehmoment 
eines  Flüssigkeitsteiles  um  die  Achse  des  Gefäßes,  der  von  einer 
Umdrehungsfläche  um  die  Achse  begrenzt  ist,  konstant  sein  würde. 
Wir  schließen  überdies,  daß  diese  tangentialen  Spannungen  nicht  auf- 
treten, solange  die  Flüssigkeit  sich  wie  ein  fester  Körper  bewegt, 
sondern  nur  dann,  wenn  ein  Gestaltwechsel  irgend  eines  Teiles  der 
Masse  stattfindet,  and  daß  deren  Bestreben  darauf  gerichtet  ist,  dem 
Gestaltwechsel  entgegenzuwirken. 

Laub,  HTdndjumlk.  1 


2  I.  Die  Bewegungsgleichnngen. 

§  3.  Es  ist  jedoch  gebräuchlich,  die  tangentialen  Spannungen 
zunächst  gänzlich  zu  vernachlässigen.  Ihre  Wirkung  ist  praktisch  in 
vielen  Fällen  gering,  und  abgesehen  davon  empfiehlt  es  sich,  die  nicht 
unbeträchtlichen  Schwierigkeiten  unserer  Aufgabe  zu  teilen,  indem 
zunächst  die  Wirkungen  der  rein  normalen  Spannungen  betrachtet 
werden;  die  weitere  Untersuchung  der  Gesetze  der  Tangentialspannungen 
ist  demgemäß  bis  zum  elften  Kapitel  vorschoben. 

Wenn  die  Spannung,  die  durch  eine 
kleine  Fläche  im  Innem  der  Flüssigkeit 
wirkt,  gänzlich  normal  gerichtet  ist,  so  ist 
deren  Intensität ,  auf  die  Flächeneinheit 
bezogen,  die  gleiche  für  alle  Richtungen 
der  Fläche. 

Der  Beweis  dieses  Gesetzes  wird  schon 
hier  gegeben,  um  später  darauf  Bezug 
nehmen  zu  können.  Durch  P  ziehen  wir 
drei  gerade  Linien  PA,  PB,  PC,  die  senk- 
recht zueinander  stehen,  und  zeichnen  eine  Ebene  in  unendlicher 
Nähe  von  P,  die  diese  Linien  in  A,  B  und  0  trifft,  und  deren  Rich- 
tungskosinusse  gegen  dieselben  l,  m,  n  sind.    Es  seien 

P,  fti  Pi,  P» 
die  Intensitäten  der  Spannungen1)  auf  die  Flächen 

ABC,  PBC,  PCA,  PAB 
deB  Tetraeders  PABC.    Wenn  A  der  Inhalt  der  erstgenannten  Fläche 
ist,  so  sind  die  Größen  der  anderen  Flächen  der  Reihe  nach: 
ZA,  mA,  »A. 
Wenn  wir  also   die  Bewegungsgleichung  des  Tetraeders  parallel 
zu  PA  bilden,  so  haben  wir: 

2»!  ■  ZA  —  pl  •  A, 
wo  wir  die  Ausdrücke,  welche  die  Veränderung  des  Momentes  aus- 
drücken, sowie  die  Komponenten  der  äußeren  Kräfte  weggelassen 
haben,  weil  diese  der  Masse  des  Tetraeders  proportional  sind  und  des- 
halb von  der  dritten  Ordnung  unendlich  klein  werden,  während  es 
die  zurückbehaltenen  von  der  zweiten  Ordnung  sind.  Wir  haben  nun 
schließlich: 

P=Pi 
und  analog: 

P-Pi=Ps, 
wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 


1)  Positiv  gerechnet,  wenn  Druck,  negativ,  wenn  Zug  vorbanden  ist.  Die 
meisten  Flüssigkeiten  können  jedoch  unter  gewöhnlichen  VerhilltninBen  nur  einen 
außerordentlich  geringen  Zug  aushalten,  so  daß  p  fast  immer  positi»  ist. 
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%  3.  Die  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit  sind  in  zwei 
verschiedenen  Formen  erhalten  worden,  die  den  beiden  Wegen  ent- 
sprechen, auf  welchen  das  Problem  der  Bestimmung  der  Bewegung 
einer  flüssigen  Masse,  auf  die  gegebene  Kräfte  wirken,  behandelt 
werden  kann.  Wir  können  es  entweder  als  Aufgabe  unserer  Unter- 
suchungen ansehen,  von  der  Geschwindigkeit,  dem  Druck  und  der 
Dichte  in  allen  Punkten  des  Raumes,  der  von  Flüssigkeit  erfüllt  ist, 
Kenntnis  zu  gewinnen;  oder  wir  können  die  Geschichte  jedes  Teil- 
chens zu  bestimmen  suchen.  Die  Gleichungen,  die  durch  diese  beiden 
Methoden  erhalten  werden,  bezeichnet  man  nach  dem  Vorgang  der 
deutschen  Mathematiker  gewöhnlich  als  die  „Eulerschen"  und  „Lagrange- 
schen" Formen  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  obwohl  beide 
in  Wirklichkeit  von  Euler  herrühren.1) 

Die  Eulerachen  Gleiohungon. 

§  4.  Es  seien  w,  v,  w  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit 
parallel  zu  den  Achsen  im  Punkte  (x,  y,  e)  zur  Zeit  l.  Diese  Größen 
sind  dann  Funktionen  der  unabhängigen  Variablen  x,  y,  e,  t.  Für 
jeden  bestimmten  Wert  von  t  drücken  sie  die  Bewegung  in  diesem 
Augenblick  für  alle  Punkte  des  von  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  aus; 
für  bestimmte  Werte  von  x,  y,  z  hingegen  stellen  sie  dar,  was  an  einer 
bestimmten  Stelle  vorgeht. 

Wir  wollen  meistens  annehmen,  daß  nicht  nur  u,  v,  w  endliche 
und  stetige  Funktionen  von  x,  y,  e  sind,  sondern  daß  auch  ihre  ersten 
Ableitungen  nach  den  Koordinaten 

Bu       Bv        dm 

W~>    ä-»    »~~ 
überall  endlich  sind*);   wir  wollen   unter   einer   ,ßtetigen   Bewegung" 
eine  solche  verstehen,  die  diesen  Bedingungen  unterworfen  ist.    Etwa 
auftretende  Ausnahmen  erfordern  eine  besondere  Untersuchung. 

Bei  einer  so  definierten  stetigen  Bewegung  ist  die  Relativ- 
geschwindigkeit zweier  benachbarter  Teilchen  P  und  P"  immer  unend- 

1)  „Principe»  göneraui  du  mouvement  des  Fluides."  Hist.  de  l'Acad  de 
Berlin,  1766.  „De  principiis  motus  Fluidorum".  Nävi  Comm.  Acad.  Petrop.,  1&, 
S.  1,  1769.  Lagrange  gab  drei  Untersuchungen  der  Bewegungsgleichungen ;  die 
erste  gelegentlich  im  Zusammenhange  mit  dem  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung 
in  den  „Miscellanea  Taurinensia",  2,  1760,  und  (Eueres  I,  Paris  1867—92;  zwei- 
tens in  dem  „Memoire  sur  la  Theorie  du  Mouvement  des  Fluides",  Nouv.  wem. 
de  l'Acad.  de  Berlin,  1781,  und  (Euvres  TV;  und  dritten«  in  der  „Mecanique 
Anabftique".  In  der  letzten  Arbeit  beginnt  er  mit  der  zweiten  Form  der  Glei- 
chungen (siebe  §  13),  aber  er  geht  dann  sogleich  zu  der  Euleischen  Form  über. 

2)  Im  Einblick  auf  spätere  Entwicklungen  unter  dem  Titel  „Wirbel- 
bewegung" ist  es  wichtig,  zu  beachten,  daß  die  Ableitungen  nicht  notwendig  als 
stetig  vorauszusetzen  sind. 
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lieh  klein,  so  daß  die  Linie  PP'  immer  dieselbe  Größenordnung  be- 
hält. Wenn  wir  ans  eine  kleine  geschlossene  Fläche  um  P  gelegt 
denken  und  diese  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen  lassen,  so  wird 
sie  folglich  immer  dieselbe  Substanz  einschließen.  Und  jede  beliebige 
Fläche,  welche  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt,  trennt  vollständig 
und  dauernd  die  Substanz  auf  ihren  beiden  Seiten. 

§  S.  Die  Werte  u,  v,  w  für  aufeinanderfolgende  Werte  t  geben 
gewissermaßen  eine  Reihe  von  Bildern  der  aufeinanderfolgenden  Be- 
wegungsstadien, wobei  es  jedoch  kein  direktes  Mittel  gibt,  die  Iden- 
tität eines  Teilchens  zu  verfolgen. 

Um  die  Änderung  einer  Funktion 

r{x,y,',t) 

für  ein  bewegtes  Teilchen  zu  bestimmen,  beachten  wir,  daß  zur  Zeit 
t  -j-  ät  das  Teilchen,  welches  sich  ursprünglich  in  dem  Punkte  [x,  y,  z) 
befand,  im  Punkte  (x  +  u  ■  ät,  y  -f  v  ■  St,  ts  +  tc  -  dt)  ist,  eodaß  der 
entsprechende  Wert  von  F  folgendermaßen  lautet: 

F(x  +  u6t,  y  +  vSt,  B  +  wöt,  t  +  Öt)  —  F+utt^+v8t~ 

+  ««£+«£■ 

Wenn  wir  mit  Stokes  durch  das  Zeichen  y-  eine  Differentiation 
bezeichnen,  die  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  folgt,  so  wird  der 
neue  Wert  von  F  durch 

ausgedrückt,  daher: 

IF      ZT  ,      iFi     1F±      dF  ... 

§  6.  Um  die  Bewegungsgleichungen  zu  bilden,  bezeichnen  wir 
mit  p  den  Druck,  mit  p  die  Dichte,  mit  X,  F,  Z  die  Komponenten  der 
äußeren  Kräfte,  in  bezug  auf  die  Masseneinheit,  im  Punkte  (x,  y,  z) 
zur  Zeit  t.  Wir  nehmen  ein  Element,  das  als  Zentrum  den  Punkt 
(x,  y,  g)  und  die  Kanten  8x,  Sy,  de  parallel  zu  den  Achsen  des  recht- 
winkligen Koordinatensystems  hat.  Der  Betrag,  um  den  die  x -Kom- 
ponente des  Momentes  dieses  Teilchens  wächst,  ist 

(fSxdydM-j^; 

dies   muß    der   x- Komponente   der  Kräfte   gleich   sein,   die   auf  das 
Element  wirken.     Hiervon  geben  die  äußeren  Kräfte: 
ff  öx  äff  dz  ■  X. 
Der   Druck    anf    die   ye-Ebene,    die    nächst   dem    Koordinaten- 
ursprung liegt,  ist  schließlich: 

*    s    B  d«^  Google 
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(p-ijTx  ■  «*)»»**;') 
der  auf  die  gegenüberliegende  Ebene: 

(p +*§*■**)«»»*. 

Die  Differenz  beider  Ausdrücke  gibt  eine  Resultante 

-||    SxdySz 

in  Richtung   der   positiven   x- Achse.     Die  Drucke   auf  die   übrigen 
Flächen  sind  senkrecht  zu  x.    Wir  haben  dann: 

P  Sx  Sy  de~  =  Q  Sx  ÖyÖzX-  |j  Sx  Sy  Sz. 

Setzen  wir  den  Wert  fttr  -~  aus  (1)  ein  und  schreiben  die  analogen 

Gleichungen  darunter,  so  haben  wir: 


k  .      du  ,       du       v       1  dp 
i  +  Vdy-  +  W8l=X~  „3x 

x^    dy  '       dt  <•  Zx 

-j-«^j-«,^_  z—  —  ^- 
t T     dy  T      3e  f  3« 


§  7.  Zu  diesen  dynamischen  Gleichungen  müssen  wir  zunächst 
eine  gewisse  kinematische  Beziehung  zwischen  u,  v,  w,  q  hinzufügen, 
die  folgendermaßen  erhalten  wird. 

Wenn  V  das  Volumen  eines  bewegten  Flüssigkeitselementes  ist, 
so  haben  wir  wegen  der  Konstanz  der  Massen: 

PivJl  -  n 
Dt    _u 
oder: 

Q  Dt  +  v  Dt      "■  W 

Um  den  Wert  von  —  -  -p-  za  berechnen,  nehmen  wir  an, 
daß  das  fragliche  Element  zur  Zeit  t  den  rechtwinkligen  Kaum 
ix  ty  de  ausfüllt,  dessen  eine  Ecke  P  im  Punkte  (x,  y,  z)  und  dessen 
Kanten  PL,  PM,  PN  parallel  zn  den  Koordinatenachsen  sind;  zur 
Zeit  t  +  St  wird  das  Element  ein  schiefes  Parallelepiped  bilden;  und 
da  die  relativen  Geschwindigkeitskomponenten  des  Teilchens  L  in  be 
zug  auf  das  Teilchen  P 

5—  äx.     w—  ÖX,     -a —  öx 

ex       'ex       '     ex 

1)  Mit  Hilfe  des  Tavlorscben  Sätzen  erkennt  man  leicht,  daß  der  Mittel- 
wert des  Druckes  aber  einer  Flache  des  Elementes  Sx  Sy  St  dem  Druck  im 
Mittelpunkt  dieser  Flache  gleich  gesetzt  werden  kann. 
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sind,  so  sind  die  Projektionen  der  Kante  l'L  nach  der  Zeit  dt: 

(l+pdt)6z,     p-8t-ÖX,     lw-ti-6x. 

\        ex     1       'ex  'ex 

Vernachlässigt  man  die  Glieder  höherer  Ordnung  von  St,   so  ist 
die  Länge  dieser  Kante  jetzt 

-(1+»5**)** 

and  analog  für  die  übrigen  Kanten.  Da  die  Winkel  des  Parallele- 
pipedons  unendlich  wenig  von  rechten  Winkeln  verschieden  sind,  so 
ist  das  Volumen  stets  durch  das  Produkt  der  drei  Kanten  gegeben, 
d.  h.  wenn  man  sich  auf  die  erste  Ordnung  beschränkt: 

-+^»-{1 +  <£,+%+%)  »}"«>»• 

oder: 

\   Dj      9u.Bv.dv  ,„, 

v   Dt  ~  cx^  dy  ~t~  dt"  W 

Folglich  lautet  (1): 

Di  +  9  \U  +  gy  +  gyj  =  °-  C3) 

Dies  ist  die  „Kontinuitätsgleichung". 


Der  Ausdruck 


"8»"1 


welcher,  wie  wir  sahen,  den  Betrag  der  Volumenzunahme  der  Flüssig- 
keit im  Punkte  (x,  y,  e)  mißt,  wird  gewöhnlich  als  „räumliche  Di- 
latation" in  diesem  Punkte  bezeichnet 

§  8.  Ein  anderes,  jetzt  gebräuchlicheres  Verfahren,  um  diese 
Gleichung  zu  erhalten,  ist  die,  anstatt  der  Bewegung  eines  Flüssig- 
kei  tu  demente  8  zu  folgen,  die  Aufmerksamkeit  auf  ein  Raumelement 
SxSySz  zu  richten,  und  die  Veränderung  zu  berechnen,  die  das 
Fließen  durch  die  Begrenzungsflächen  in  der  eingeschlossenen  Masse 
bewirkt.  Wenn  der  Mittelpunkt  des  Elements  im  Punkte  (x,  y,  z) 
liegt,  so  ist  der  Betrag  der  Substanz,  der  in  der  Zeit  1  durch  die 
j/£t -Fläche  unmittelbar  beim  Anfangspunkt  eintritt: 

(«•-i  '-£*»>)  ii': 

und  der  Betrag,  welcher  es  an  der  entgegengesetzten  Seite  verläßt,  ist: 
Die  beiden  Flächen  gebeu  in  der  Zeit  1  einen  Überschuß 
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Berechnen  wir  auf  dieselbe  Weise  die  Wirkung  des  Fließens  durch 
die  anderen  Flächen,  so  haben  wir  für  den  gesamten  Überschuß  der 
Hasse  für  den  Raum  Sx  Sy  äe  in  der  Zeit  1  den  Ausdruck 

d(ev)     d(Vw)\ 

Da  der  Betrag  der  Substanz  in  einem  Gebiet  sich  nur  infolge  des 
Fließen»  durch  die  Grenzflächen  ändern  kann,  muß  dies  gleich 

lt(„SxSySz) 

sein,  woraus  wir  die  Eontinuitätsgleichung  in  der  Form 

9p    .   8(pu)  ,   dfov)    ,   g(gw)       n  ,., 

8t  "•"    dx    +    dy    +    d*         U  W 

erhalten. 

§  9.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  physikalischen  Eigenschaften  der 
Flüssigkeit  in  Betracht  zu  ziehen,  insofern  diese  die  Größen  beein- 
flussen, die  in  unseren  Gleichungen  auftreten. 

In  einer  „inkompressiblen"  oder  tropfbar  flüssigen  Flüssigkeit  haben 
wir  jj|  =-  0,  sodaß  die  Kontinuitätsgleichung  die  Form 

annimmt. 

Es  wird  hier  nicht  vorausgesetzt,  daß  die  Flüssigkeit  gleichförmige 
Dichte  besitzt,  obwohl  dies  natürlich  der  bei  weitem  wichtigste  Fall  ist. 

Wenn  wir  die  geringe  Kompressibilität  der  tropfbaren  Flüssig- 
keiten in  Rechnung  ziehen  wollen,  würden  wir  eine  Beziehung  fol- 
gender Form  haben: 

oder: 

s-1+f.  (») 

wo  x  als  „Volumenelastieität"  bezeichnet  wird. 

Im  Falle  eines  Gases,  dessen  Temperatur  konstaut  und  gleich- 
mäßig ist,  haben  wir  die  „isotherme"  Beziehung: 

p  --*  ,  (4) 

wo  p0,  o0  ein  Paar  entsprechender  Werte  für  die  fragliche  Tempe- 
ratur sind. 

In  den  meisten  Fällen  der  Bewegung  eines  Gases  jedoch  ist  die 
Temperatur  nicht  konstant,  sondern  sie  steigt  und  fällt  für  jedes 
Element,  je  nachdem  das  Gas  zusammengedrückt  oder  ausgedehnt 
wird.     Wenn  der  Wechsel  so  rasch  vor  sich  geht,  daß  wir  den  Über- 
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achuß  oder  Verlust  eines  Elementes  an  Wärme,  der  durch  Leitung 
oder  Strahlung  hervorgerufen  wird,  vernachlässigen  können,  so  er- 
halten wir  die  „adiabatische"  Beziehung: 

*-©'•  <5> 

wo  p0  und  p,,  ein  Paar  entsprechender  Werte  für  das  betrachtet« 
Element  sind.  Die  Konstante  y  ist  das  Verhältnis  der  beiden  spezi- 
fischen Wärmen  des  Gases;  für  Luft  und  einige  andere  Gase  ist  dieser 
Wert  =  1,408. 

§  10.  An  etwaigen  Grenzflächen  der  Flüssigkeit  ist  die  Konti- 
nuitätsgleichung durch  besondere  Oberflächenbedingungeu  zu  ersetzen. 
An  einem  festen  Körper  mnß  die  Geschwindigkeitskomponente  der 
Flüssigkeit  senkrecht  zur  Oberfläche  =  0  sein,  d.  h.  wenn  l,  m,  n  die 
Richtungskosinusse  der  Normalen  sind,  ist 

lu  4-  mv  -f-  nw  —  0.  (1) 

An  einer  Diskontinuitätsfläche  ferner,  d.  h.  an  einer  Fläche,  wo 
die  Werte  von  u,  v,  w  sich  plötzlich  ändern,  wenn  wir  von  einer 
Seite  zur  anderen  übergehen,  müssen  wir 

!(«,-«,)  +  »•(<>, -«0  +  »(«.-«',)-0  (2) 

haben,  wo  die  lndices  gebraucht  sind,  um  die  Werte  auf  beiden  Seiten 
zu  unterscheiden.  Die  gleiche  Beziehung  muß  an  der  gemeinschaft- 
lichen Fläche   einer  Flüssigkeit   und  eines  bewegten  Körpers  gelten. 

Die  allgemeine  Oberflächenbedingung,  von  welcher  diese  nur 
spezielle  Fälle  sind,  besteht  darin,  daß  wir  für  jeden  Punkt  der 
Grenzfläche 

£-•  <3' 

haben  müssen,  wenn  deren  Gleichung 

F  (x,  y,  «,0-0 
lautet. 

Denn  die  Geschwindigkeit  eines  Teilchens,  das  in  der  Fläche 
liegt,  in  Bezug  auf  diese  muß  gänzlich  tangential  gerichtet  oder  —  0 
sein,  andernfalls  hätten  wir  ein  Strömen  von  Flüssigkeit  durch  diese 
Fläche.  Hieraus  folgt,  daß  der  jeweilige  Betrag  der  Variation  von  F 
für  einen  Punkt  der  Oberfläche  =—  0  sein  muß. 

Ein  vollständiger  Beweis,  der  von  Lord  Kelvin1)  stammt,  ist  der 
folgende.  Um  die  Größe  der  Bewegung  v  der  Oberfläche  F(x,y,z,f)-'0 
in  senkrechter  Richtung  zu  sich  selbst  zu  finden,  schreiben  wir: 

1)  (W.  Thomson),  „Notes  on  Hj-drodynamics,"  Comb,  and  Ihibl.  Math. 
Journ.,  Febr.  1848.  Mathematical  a»ä  Physical  Papers,  Cambridge  1882  .  .  ., 
Bd.  I,  S.  88. 
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F(x  +  lvÖt,  y  +  mvdt,  e  +  nvät,  t  +  df)  =  0, 
wo  l,  im,  n  die  Kichtungskosinusse  der  Normalen  im  Punkte  (x,  y,  e} 
sind,  wonras 

.  (jdF   .        dF  .       dF\    .    dF       ft 


folgt. 

Da  nnn 


dF 
,      im 

1  =  ~D   1 


dy 
R  ' 
dF 

R  ' 


so  haben  wir: 


*-vm'HW+ffi> 


(4) 


ü   dt 

In  jedem  Punkt  der  Oberfläche  müssen  wir 
v  =  lu  +  mv  +  nw 
hab>en,   was  zur   Gleichung  (3)   fuhrt,   wenn   man  die  obigen  Werte 
für   l,  m,  n  einsetzt. 

Die  partielle  Differentialgleichung  (3)  wird  auch  durch  eine  Fläche 
erfüllt,  die  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt.  Dies  folgt  sogleich  aus 
der  Bedeutung  des  Operators  y--.  Es  erhebt  sich  die  Frage,  ob  die 
Umkehrnng  notwendig  gilt,  d.  h.  ob  eine  bewegte  Oberfläche,  deren 
Gleichung  F—0  die  Gleichung  (3)  befriedigt,  stets  aus  denselben 
Teilchen  besteht.  Betrachten  wir  eine  solche  Fläche  und  richten  wir 
unsere  Aufmerksamkeit  auf  ein  Teilchen  P,  <das.  in  jhr  ,zu. jier  »Zeit  t  ' 
liegt.  Die  Gleichung  (3)  drückt  ans,  daß  die  ÖrSfiV^^a^ö^jXon^^  ** 
der  Flache  entfernt  je%  in  diesem  Augenblick  =  0  ist;  and  wenn  die 
Bewegung  stetig  ist  (gemäß  der  Definition  von  §  4),  so  ist  leicht 
einzusehen,  daß  die  normale  Geschwindigkeitskomponente  eines  Teil- 
chens, das  sich  in  unendlich  kleiner  Entfernung  £  von  der  bewegten 
Oberfläche  befindet,  in  Bezug  auf  dieBc  von  der  Größenordnung  £  ist, 
d.  h.  sie  ist  =  G  -  £,  wo  6  einen  endlichen  Wert  hat.  Daher  kann 
die  Bewegungsgleichnng  des  Teilchens  P  in  Bezug  auf  die  Oberfläche 
folgendermaßen  geschrieben  werden: 

310«,«=,  Google 


st 

Dt  ' 
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Dies  zeigt,  daß  logg  jgt  einem  endlichen  TwUiillidWt  wächst,  und  da 
es  im  Anfang  —  oo  ist  (für  %  —  0),  bleibt  es  stets  so,  d.  h.  £  bleibt 
0  für  das  Teilchen  P. 

Das  gleiche  Ergebnis  folgt  aus  der  Beschaffenheit  der  Lösung  von 

angesehen  als  partielle  Differentialgleichung  für  .F. ')  Das  Hilfssystem 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  ist 

dt_*l_ty_'j.  (6) 

wo  x,  y,  z  als  Funktionen  der  unabhängigen  Variabeln  t  betrachtet 
sind.  Diee  sind  offenbar  die  Gleichungen,  aus  denen  man  die  Wege 
der  Teilchen  finden  kann,  und  ihre  Integrale  können  in  den  Formen 

»-£(0,0,^0) 

y-ft(a,b,c,t)\  (7) 

*  -  f,  («.  *.  <•>  0  I 
angesetzt  werden,  wo  die  drei  willkürlichen  Konstanten  a,  b,  c  dazu 
dienen,  ein  Teilchen  zu  identifizieren;  sie  können  z.  B.  die  Koordi- 
naten der  Anfangslage  sein.  Die  allgemeine  Lösung  von  (5)  wird 
dann  durch  die  Elimination  von  a,  b,  c  aus  den  Gleichungen  (7)  und 
der  Gleichung 

F  —  il>(a,b,c)  (8) 

gefunden,  wo  ip  eine  willkürliche  Funktion  darstellt  Dies  beweist, 
daß  ein  Teilchen,  das  einmal  in  der  Fläche  F  =  0  war,  in  ihr  wäh- 
rend der  ganzen  Bewegung  verbleibt. 

Energiegleichung, 
§  11.     In   den   meisten  Fällen,  die  wir  betrachten  werden,  be- 
sitzen die  äußeren  Kräfte  ein  Potential,  d.  h.  wir  haben 


(i) 


Die  physikalische  Bedeutung  von  &  ist  die,  daß  es  die  potentielle  Energie, 

bezogen  auf  die  Masseneinheit,  im  Punkte  (x,  y,  z)   in  Hinsicht  auf 
Kräfte  darstellt,  die  in  einer  gewissen  Entfernung  wirken.     Es  wird 

1)  LftgranRe,  (Euvrts  IV,  S.  70«. 

D.gtzPd.yC.ÜOglC 


zunächst  genügen,  den  Fall  zu  betrachten,  wo  das  Feld  der  äußeren 
Kräfte  von  der  Zeit  anabhängig  ist,  d.  h.  wo 

ist.  Wenn  wir  jetzt  die  Gleichungen  (2)  des  §  6  der  Reihe  nach  mit 
u,  v,  w  multiplizieren  und  addieren,  so  erhalten  wir  ein  Resultat,  das 
folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 

,      B   /  i  ,     t  ,       \   ,      -EÄ  /    dp   ,      dp   ,       dp\ 

Wenn  wir  dies  mit  ÖxSySe  multiplizieren  and  Ober  irgend  einen 
Bereich  integrieren,  finden  wir: 

V  -fffSlQ  dx  dy  dz;  j  U 

d.  h.  T  and  V  bezeichnen  die  kinetische  und  die  potentielle  Energie 
der  Flüssigkeit,  welche  gerade  den  betreffenden  Raum  einnimmt,  in 
Bezug  auf  das  Feld  der  äußeren  Kräfte.  Das  dreifache  Integral  auf 
der  rechten  Seite  tob  (2)  kann  durch  ein  Verfahren  umgewandelt 
werden,  welches  bei  unserem  Gegenstand  öfters  in  Anwendung  kommt. 
Wir  fuhren  nämlich  eine  partielle  Integration 

JTju  f|  dx  dy  de  -ff[P»]  dy  de  -fj'fp  ||  dx  dy  de 

aus,  wo  die  Schreibweise  [ptt]  gebraucht  ist,  um  anzudeuten,  daß  die 
Werte  von  pu  für  die  Punkte  genommen  sind,  wo  die  Grenzfläche 
des  Volumens  von  einer  Parallelen  zur  z-Achse  getroffen  wird.  Wenn 
l,  m,  n  die  Richtungskosmasse  der  nach  Innen  gerichteten  Normalen 
eines  Elementes  SS  der  Grenzfläche  sind,  so  haben  wir: 

dy-Se-±liS, 
wo  die  Vorzeichen  für  die  aufeinanderfolgenden  Abschnitte  wechseln. 
Wir  finden  so,  daß 

ff[p*\  dy  de  »  -ffpu  l  dS, 
wo  die  Integration  über  die  ganze  Grenzfläche  zu  erstrecken  ist. 

Transformieren  wir  die  übrigen  Ausdrücke  in  gleicher  Weise, 
so  erhalten  wir: 

§-t(T  +  V)  -jjp  (lu  +  mv+  nw)  dS 
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Im  Falle  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  reduziert  sich  dies 
auf  den  Ausdruck 

§i  (I  +  V)  -ff<f»  +  ■»«  +  «»)  pdS.  (6) 

Da  Zu  +  itt-v  +  nw  die  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens 
in  Richtung  der  Normalen  bezeichnet,  so  gibt  daa  letztere  Integral 
die  Arbeit  an,  welche  die  Drucke  p  öS  leisten,  die  von  außen  auf  die 
verschiedenen  Elemente  SS  der  Grenzfläche  ausgeübt  werden.  Daher 
ist  die  gesamte  Zunahme  der  kinetischen  und  potentiellen  Energie 
eines  Flüssigkeitsteiles  der  Arbeit  gleich,  die  von  dem  Drucke  gegen 
dessen  Grenzflächen,  geleistet  wird. 

Falls  die  Flüssigkeit  Überall  von  festen  Wänden  begrenzt  ist, 
haben  wir  an  der  Grenzfläche: 

In  •+■  mv  +  nw  =  0 
und  deshalb 

T+F-konst.  (6) 

Eine  ähnliche  Deutung  kann  der  allgemeineren  Gleichung  (4) 
gegeben  werden,  vorausgesetzt,  daß  p  nur  Funktion  von  p  ist. 
Schreiben  wir: 


-/"(}). 


m 


so  ist  E  ein  Maß  für  die  Arbeit,  die  von  der  Masse  1  der  Flüssigkeit 
gegen  den  äußeren  Druck  geleistet  wird,  wenn  sie  unter  der  an- 
genommenen Beziehung  zwischen  p  und  p  von  ihrem  wirklichen 
Volumen  auf  ein  Einheitsvolumen  gebracht  wird.  Wenn  z.  B.  die 
Masse  der  Einheit  in  einen  Zylinder  mit  gleitendem  Kolben  von  der 
Fläche  A  eingeschlossen  ist,  und  wenn  der  Kolben  um  die  Strecke  Sx 
nach  außen  verschoben  wird,  so  ist  die  geleistete  Arbeit: 

pA  •  dx, 

wobei  der  Faktor  ASx  die  Zunahme  des  Volumens,  d.  h.  von  p_1, 
angibt.     Im  Falle  der  adiabatischen  Zustand  Bauderang  finden  wir: 

2 1 -j(*-AV  (8) 

Wir  können  E  als  die  innere  Energie  der  Flüssigkeit,  bezogen 
auf  die  Masse  1,  bezeichnen.  Erinnern  wir  uns  jetzt  an  die  in  §  7 
gegebene  Deutung  des  Ausdruckes 


so  sehen  wir,  daß  das  Volumen -Integral  in  (4)   den   Energieverlust 
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mißt,   den  die  verschiedenen   Elemente  der  Flüssigkeit  bei  der  Aus- 
dehnung1) erfahren;  dies  ist  daher 

I)W 


W  -JJfE  9  dx  dy  dz.  (9) 

Folglieh 

~  (T  +  V  +  W)  -ffpQ*  +  »»  +  »«)  dS.  (10) 

Die  gesamte  Energie,  welche  jetzt  zum  Teil  kinetische,  zum  Teil 
potentielle  in  bezng  auf  ein  konstant«»  Kraftfeld,  und  zum  Teil  innere 
ist,  wächst  daher  in  demselben  Verhältnis,  als  auf  die  Grenzfläche 
durch  einen  äußeren  Druck  Arbeit  geleistet  wird. 

Erzeugung  der  Bewegung  durch  Stoß. 

%  13.  Wenn  in  einem  Augenblick  Stoßkräfte  auf  die  Flilssig- 
keitsmasse  wirken  oder  wenn  die  Qrenzbedingnngen  sich  plötzlich 
ändern,  so  wird  eine  plötzliche  Änderung  in  der  Bewegung  statt- 
finden. Der  letztere  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  ein  Körper,  der  in  die 
Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  plötzlich  in  Bewegung  gesetzt  wird. 

Es  sei  p  die  Dichte,  u,  v,  w  seien  die  Geschwindigkeitskompo- 
nenten  unmittelbar  vor,  «',  v,  w'  unmittelbar  nach  dem  Stoß,  .ST,  Y7,  Z 
die  Komponenten  der  äußeren  Stoßkräfte  auf  diA  Masseneinheit, 
W  der  durch  den  Stoß  erzeugte  Druck  im  Punkte  (x,  y,  g).  Die 
Änderung  des  Momentes  parallel  zur  a-Achse  ist  dann  für  das  in 
§  6  definierte  Element: 

p  ■  Sx  Sy  Sz  ■  (»'  — «); 

die  x -Komponente  der  äußeren  Stoßkräfte  ist: 

Q-öxÖy  Sz-  X' 

und  der  resultierende  impulsive  Druck  in  der  gleichen  Richtung  ist: 

-%■*.»,:. 

Da  ein  Stoß  als  eine  unendlich  große  Kraft  betrachtet  wird,  die 
für  eine  unendlich  kurze  Zeit  (t)  wirkt,  so  können  die  Wirkungen 
aller  endlichen  Kräfte  während  dieser  Zeit  vernachlässigt  werden. 

1)  Auf  andere  Weise: 

»(B+K  +  lS)«"»" 
— *-|-jff-'««r««-*is(7)-«'«'»»» — ?4'"Z'oo<-i 
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Deshalb  ist: 

g  Sx  Sy  dg  (u  ~u)  =  pöxdy  Sss  X'—  ~  Sx  Sy  &z, 
oder 

u'— «  =  X'  ~  1  —  I 

«»log  „-_„_r-i-d  (i) 

™       l  So 

w  —  w  =  Z ■„— 

q    dz' 

Diese  Gleichungen  können  auch  von  Gleichung  (2)  des  §  6  abgeleitet 
werden,  indem  man  die  letztere  mit  St  multipliziert  und  für  die 
Grenzen  0  und  t  integriert,  wobei  man 

X'=fxdt, 
T-fYät, 

z'-fzdt, 
m  —fp  dt 

setzt  und  dann  t  unendlich  klein  werden  läßt. 

In  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  kann  ein  augenblicklicher  Be- 
wegungswechsel  durch  die  Wirkung  von  impulsivem  Druck  allein 
hervorgebracht  werden,  selbst  wenn  keine  impulsiven  Kräfte  auf  die 
Masse  der  Flüssigkeit  wirken.     In  diesem  Falle  haben  wir: 

X'=  t-z  —  % 

sodaö 

l  8e>\ 


(2) 


Wenn  wir  diese  Gleichungen  nach  x,  bzw.  y,  bzw.  z  differenzieren 
und  addieren,  und  wenn  wir  weiter  annehmen,  daß  die  Dichte  gleich- 
förmig ist,  so  finden  wir  aus  der  Gleichung  (1)  des  §  9,  daß 
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Die  Aufgabe  besteht  dann  in  einem  gegebenen  Falle  darin,  einen 
Wert  von  W  zu  bestimmen,  der  dieser  Gleichung  und  den  besonderen 
Grenzbedingongen  genügt1);  der  augenblickliche  Wechsel  der  Be- 
wegung wird  dann  durch  Gleichung  (2)  gegeben. 

Die  Lagrang  eschen  Gleichungen. 
%  13.     Es   seien  a,  b,  c  die  Koordinaten  der  Anfangslage  eines 
Flussigkeitsteilchens,  x,  y,  z  dessen  Koordinaten  zur  Zeit  t.     Wir  be- 
trachten   jetzt   x,  y,  g   als   Funktionen    der    unabhängigen   Variablen 
a,  b,  c,  t\    deren   Werte  geben   dann  die  ganze   Geschichte  jedes  ein- 
zelnen   Flussigkeitsteilchens.      Die   Geschwindigkeitskomponenten   des 
Teilchens  (a,  b,  c)  zur  Zeit  t  parallel  zu  den  Koordinatenachsen   sind 
dx       3y       d*_ 
dt '     dt '    'dt ' 

und  die  Komponenten  der  Beschleunigung  in  diesen  Richtungen  sind 
d*x       3'_y       d\z 

dt*'    'dt"    'St'" 

Es  sei  p  der  Druck  und  p  die  Dichte  in  der  Nachbarschaft 
dieses  Teilchens  zur  Zeit  t;  X,  Y,  Z  seien  die  Komponenten  der 
äußeren  Kräfte,  die  auf  die  Masseneinheit  wirken.  Betrachten  wir 
die  Bewegung  der  flüssigen  Masse,  welche  zur  Zeit  t  das  Volumen 
element  dx  dy  de  einnimmt,  so  finden  wir  durch  die  gleiche  Über- 
legung wie  in  §  6: 


:  -X- 


1  »* 


p  dx 
dt*~  c  dy' 

'dt'     *     q  dt' 


Diese  Gleichungen  enthalten  die  Ableitungen  nach  x,  y,  e,  wäh- 
rend unsere  unabhängigen  Variabein  a,b,  e,  t  sind.  Um  diese  Diffe- 
rentialqaotienten  zn  eliminieren,  multiplizieren  wir  die  obigen  Glei- 
chungen mit 


und  addieren  sie;  das  zweite  Mal  mit 

dx       dy       8j_ 
db>     db>     db> 

und  addieren  sie;  und  schließlich  das  dritte  Mal  mit 

1)  Es  wird  lieh  im  dritten  Kapitel  zeigen,  daß  der  Wert  von  a  auf  diese 

Weise  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt  ist. 

ig  1 1-(  ay      >  ^ 
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dx      dy      3* 

F7»    dc>    de 
und  addieren  sie.    Dann  erhalten  wir  die  drei  Gleichungen: 

<S-*)M+GMK+SME+}K-<>. 
CS-»)Ä+(Sf-*)!r+(5-^Ä+i»-». 

iOies  ist  die  „Lagrangesche  Form"  der  hydrodynamischen  Gleichungen. 

§  14.  Um  den  Ausdruck  zn  finden,  den  die  Kontinuitätsgleichung, 
*uf  die  jetzigen  Variabein  bezogen,  annimmt,  betrachten  wir  ein 
FluBsigkeitaelement,  welches  ursprünglich  ein  rechtwinkliges  Parallele- 
piped  einnimmt,  das  seinen  Mittelpunkt  im  Punkt  (a,  b,  e)  und  seine 
Kanten  da,  6b,  Sc  parallel  zn  den  Achsen  hat  Zur  Zeit  t  bildet 
dieses  Element  ein  schiefes  Parallelepiped.  Der  Mittelpunkt  hat  jetzt 
■die  Koordinaten  x,  y,  «;  und  die  Projektionen  der  Kanten  auf  die 
Achsen  sind  jetzt  bzw.: 

w-  da,     t^öo,     ~  ■  oa\ 
Uöb,     J-?-*B,     d£öb; 


3x  x. 


**.A 


Das  Volumen  des  Parallelepipeds  ist  darum: 

Bx  dy 

da'  da' 

\dx  dy 

■Jb'  db> 

\dx  dy 

\de>  de' 
oder,  wie  man  oft  schreibt: 

y^*a6bSc 
d{a,b,c) 

Da  die  Masse  des  Elementes  umgeändert  ist,  haben  wir  folglich: 

■wo  q„  die  anfängliche  Dichte  im  Punkte  (o,  6,  c)  ist. 

Im  Falle  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  ist  p  =  p0,  sodaß  (1)  in 

«bergekl 
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Die  Webersche  Traiisibnnatdon. 
§  IB.  Wenn  die  Kräfte  X,  Y,  Z,  wie  in  §  11,  ein  Potential  ß  haben, 
so  lassen   sich  die  Gleichungen  des  §  13  folgendermaßen  schreiben: 
8*3! das      8'ff _8g  ,  3'* da       _d&_±dp      aw 

dt*  da+  SC  da+  dfda~       da        p  da'  USW' 


Wir   integrieren   diese   Gleichungen    zwischen   den   Grenzen  0  und  t. 
Hierbei  beachten  wir,  daß: 

.jw°£d'-^rtn\-jt,wikdt 

3x  3x  .3    fldx^j. 

wo  u0  der  Anfangswert  der  ^-Komponente  der  Geschwindigkeit  des 
Teilchens  (es,  b,  c)  ist.     Wenn  wir  darum 


«-/[/^•-♦{(a'+ßr+ß)'}]* 


(i) 


(2) 


(3) 

und  der  Kontinuitätsgleichung,  sind  die  partiellen  Differentialglei- 
chungen, welchen  die  fflnf  unbekanntes  Größen  x,  y,  z,  pt  %  genügen 
müssen;  hierbei  wird  vorausgesetzt,  daß  p  bereits  mit  Hilfe  einer  der 
Gleichungen  des  §  9  eliminiert  ist. 

Die  Anfangsbedingungen,  denen  Genüge  zu  leisten  ist,  lauten 
x  —  a,    y  =  b,    e  =  c,    %  =  0. 

§  16.  Es  muß  bemerkt  werden,  daß  die  Größen  a,  b,  e  nicht 
notwendig  die  anfänglichen  Koordinaten  eines  Teilchens  zu  bezeichnen 
brauchen;  sie  können  irgend  welche  drei  Größen  sein,  die  dazu  dienen, 


schreiben, 

so  finden  wir*): 

dx 
dt 

dx       dy  9y 
da  i"  dt  da 

dt  dz 

+  dt   da 

-«, 

,-- 

-  --  ) 

dx 
dt 

dx       dy  dy 

db  i"  ~dt  db 

+  ~di~db 

,-- 

3l   [ 
db 

dx 
dt 

dx       dy  dy 

de  "•"  dt  'de 

r  dt   de 

-„ 

,-- 

3t 
'  de   1 

Diese  drei 

Gleichungen, 

zusammen 

mit 

H 
dt 

-/*+a. 

-*{(!?) 

'+( 

+G9 

1)  H.  Weber,  „Über  eine  Transformation  der  hydrodynamischen  Gleichungen", 
Crdles  Jowrn.,  68,  1868. 


google 


lg  I.  Die  Bewegungsgleichunffen. 

ein  Teilchen  zu  kennzeichnen,  und  welche  von  einem  Teilchen  zu 
einem  anderen  stetig  variieren.  Wenn  wir  die  Bedeutung  von  a,  b,  e 
so  verallgemeinern,  wird  die  Form  der  Gleichungen  des  §  13  nicht 
geändert;  um  die  Gestalt  zu  rinden,  welche  die  Kontinuitätsgleichung 
annimmt  bezeichnen  wir  jetzt  mit  x0,  y0,  b0  die  Anfangskoordinaten  der 
Teilchen,  auf  welche  sich  a,  b,  c  beziehen.  Das  anfängliche  Volumen 
des  Parallelepipeds,  dessen  Mittelpunkt  (#0,y0,£0)  ist,  und  dessen  Kanten 
den  Variationen  Sa,  Sb,  Sc  der  Parameter  a,  b,  c  entsprechen,  ist 


«  Sa.  ille, 


sodaß  wir 


haben,  oder  für  eine  inkompressible  Flüssigkeit: 

g  fe  y,  g)  =  g  («v  ya.  *c) 


(2) 


»Google 


Zweites  Kapitel. 

Integration  der  Gleichungen  in  speziellen  Fällen. 

§  17.  In  einer  wichtigen  und  großen  Klasse  von  Fällen  können 
die  Geschwindigkeitskomponenten  u,v,w  durch  eine  einzige  Funktion  <p 
folgendermaßen  ausgedrückt  werden: 


dy> 
8<p 


WO 


Diese  Funktion  heißt  „Geschwindigkeitspotentkd"  wegen  der  Analogie 
mit  der  PotentiaJfnhktion,  welche  in  der  Theorie  der  Attraktion,  der 
Elektrostatik  usw.  auftritt.  Die  allgemeine  Theorie  des  Geschwindig 
keitapotentials  ist  für  das  nächste  Kapitel  verschoben;  aber  wir  geben 
sogleich  einen  Beweis  des  folgenden  wichtigen  Satzes: 

Wenn  ein  Geschwindigkeitspotential  in  irgend  einem  Augenblick 
für  einen  endlichen  Teil  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  unter  der 
Wirkung  von  Kräften,  die  ein  Potential  haben,  existiert,  dann  gibt 
es  ein  Geschwindigkeitspotential  für  diesen  Teil  der  Flüssigkeit  zu 
allen  früheren  oder  späteren  Zeitpunkten,  vorausgesetzt,  daß  die 
Dichte  der  Flüssigkeit  entweder  konstant  oder  eine  Funktion  des 
Druckes  allein  ist.1) 


1)  Die  Gründe  für  Einführung  des  Minna  -  Zeichens  sind  im  Torwort  dar- 
gelegt 

2)  Lagrange,  „Memoire  idt  la  Theorie  du  Monvement  des  Fluides",  Noav. 
mim.  de  l'Äcad.  de  Berlin,  1671;  (Euvrea  IV,  S.  714.  Der  Satz  ist  in  der 
Me'canigue  Analytique  abgedruckt. 

Die  Darstellung  und  der  Beweis  von  Lagrange  waren  gleich  unvollkommen; 
der  erste  strenge  Beweis  stammt  von  Cauchj,  „Memoire  bui  la  Theorie  des  Ondes", 
Xern.  de  l'Äcad.  roy.  Ate  Sciences,  1,  1827;  (Euvrea  Completes,  Paris  1888  .  .  ., 
1.  8er.,  Bd.  I,  3.  38;  das  Datum  der  Abhandlung  ist  1816.  Ein  anderer  Beweis 
ist  von  Stokes  gegeben,  Comb.  Tran«.,  8,  1816,  zusammen  mit  einer  hervor- 
ragenden historischen  und  kritischen  Darstellung  dieses  Gebietes  (siehe  auch: 
MoOy.  and  Fhys.  Papers,  Cambridge  1880  . . .,  Bd.  I,  S.  106,  168,  und  Bd.  II,  S.  86). 
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In  den  Gleichungen  des  §  15  soll  der  Zeitpunkt,  in  welchen  ein 

Geschwindigkeitspotential  <p0  existiert,  als  Anfangspunkt  der  Zeit  ge- 
wonnen werden;  wir  haben  dann: 

«0  da  +  v0db  +  wadc  =  —  d<p0 

in  dem  ganzen  betr.  Teile  der  Flüssigkeit  Multiplizieren  wir  die 
Gleichungen  (2)  des  §  15  der  Reihe  nach  mit  da,  db,  de  und  addieren 
sie,  so  wird: 

g *  dx  +  y£  dy  +  -g~  de  —  fada  +  «„  <*&  +  w0  de)  ~  —  d%, 

oder  in  der  Eulerschen  Schreibweise: 

m  dx  +  v  dy  +  w  de  -=  —  d(y0  +  z)  =  —  <*V- 

Da  die  obere  Grenze  von  t  in  Gleichung  (1)  des  §  15  positiv  oder 
negativ  sein  kann,  so  ist  der  Satz  hierdurch  bewiesen. 

Es  muß  besonders  erwähnt  werden,  daß  die  beständige  Existenz 
eines  Geschwindigkeitspotentials  nicht  von  Teilen  des  Raumes,  sondern 
von  Teilen  der  Flüssigkeit  ausgesagt  wird.  Ein  Teil  der  Flüssigkeit, 
für  den  ein  Geschwindigkeit^ otential  existiert,  bewegt  diese  Eigen- 
schaft weiter  und  trägt  aje  mit  sich,  aber  der  Raum,  der  ursprüng- 
lich eingenommen  war,  'Vita  im  Laufe  der  Zeit  von  Flüssigkeit  er- 
fülltT  welcne  nicht  ursprünglich  diese  Eigenschaft  besaß,  und  Bie 
darum  nicht  erhalten  kann. 

Die  Klasse  der  Fälle,  in  denen  ein  Gescbwindigkeitspotential 
existiert,  schließt  alle  diese  ein,  wo  die  Bewegung  unter  Wirkung  von 
Kräften  der  hier  angenommenen  Art  ans  der  Ruhe  hervorgeht;  denn 
wir  haben  dann  ursprünglich: 

m„  da  +  vQdb  +  wadc  =  0 
oder: 

tp0  =  konst. 

Die  Einschränkungen,  unter  denen  der  obige  Satz  bewiesen  ist, 
müssen  sorgfältig  beachtet  werden.  Es  wird  nicht  nur  vorausgesetzt, 
daß  die  äußeren  Kräfte  X,  ¥,  Z,  bezogen  auf  die  Masseneinheit,  ein 
Potential  haben,  sondern  daß  die  Dichte  p  gleichförmig  oder  nur  Funktion 
von  p  allein  ist  Die  letzte  Bedingung  ist  z.  B.  in  dem  Falle  nicht 
erfüllt,  wenn  Konvektionsströmungen  durch  ungleichmäßige  Erwär- 
mung entstehen;  ferner  bei  der  Wellenbewegung  einer  inhomogenen, 
aber  inkompressiblen  Flüssigkeit,  die  ursprünglich  in  horizontalen 
Schichten  gleicher  Dichte  angeordnet  war.  Eine  andere  Ausnahme 
bilden  die  „elektromagnetischen  Rotationen"  (vgl.  §  29). 

§  18.  Ein  Vergleich  der  Formel  (1)  mit  den  Gleichungen  (2) 
des  §  12  führt  zu  einer  einfachen  physikalischen  Deutung  von  tp. 
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Irgend  «in  tatsächlicher  Bewegungszustand  eiser  Flüssigkeit,  für 
welchen  ein  einwertiges  Geschwindigkeitspotential  vorhanden  ist,  könnte 
plötzlich  ans  dem  Ruhezustand  heraus  durch  die  Anwendung  eines 
richtig  gewählten  Systems  Ton  impulsiven  Drucken  erzeugt  werden. 
Dies  erhellt  ans  den  genannten  Gleichungen,  die  überdies  zeigen,  daß 
tp  —  -    +  konst.  ist;  somit  bestimmt 

(5  —  Qfp  +   C 

das  verlangte  System.     Auf  die  gleiche  Weise  gibt 

tS  —  —  Qip  +  C 
das  System  der  impulsiven  Drucke,  welche  die  Bewegung  vollständig 
hemmen  würden.  Das  Auftreten  einer  willkürlichen  Eonstanten  in 
diesen  Gleichungen  zeigt,  was  auch  sonst  einleuchtend  ist,  daß  ein 
gleichförmiger  Druck,  der  durch  die  ganze  Masse  der  Flüssigkeit 
wirkt,  keinen  Einfluß  auf  diese  Bewegung  hervorbringt.1) 

Im  Falle  eines  Gases  kann  <p  als  das  Potential  der  äußeren  im- 
pulsiven Kräfte  angesehen  werden,  welche  in  einem  bestimmten  Zeit- 
punkt den  wirklichen  Bewegungsznstand  momentan  aus  der  Ruhe 
heraus  erzengt  hätten. 

Ein  Bewegungsznstand,  für  den  ein  Geschwindigkeitspotential 
nicht  vorhanden  ist,  kann  durch  die  Wirkung  von  impulsiven  Drucken 
oder  von  äußeren  impulsiven  Kräften,  die  ein  Potential  haben,  nicht 
erzengt  oder  aufgehoben  werden. 

§  18.  Die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  zeigt  übri- 
gens gewisse  kinematische  Eigenschaften  der  Bewegung  an. 

Eine  „BewegungsUnüt'  oder  „Stromlinie?*)  wird  definiert  als  eine 
Linie,  die  so  von  Punkt  zu  Punkt  gezogen  ist,  daß  ihre  Richtung 
Überall  mit  derjenigen  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  zusammenfällt. 
Die  Differentialgleichungen  dieses  Systems  von  Linien  sind: 

n  v  w  W 
Wenn  ein  Geschwindigkeitspotential  existiert,  so  zeigen  die  Glei- 
chungen (1),  daß  die  Stromlinien  Überall  senkrecht  zu  einem  System 
von  Flächen  sind,  nämlich  den  „Äquipotentialflächen"  tp  =  konst. 
Wenn  wir  ferner  von  dem  Punkte  (x,  y,  e)  ein  Linienelement  3s  in 
der  Richtung  (l,  m,  n)  ziehen,  so  ist  die  Geschwindigkeitskomponente 
in  dieser  Richtung 
lu  +  mv  +  nw 

1)  Diese  Deutung  stammt  von  Cauchy,  l  c,  und  von  Poiuon,  Mem.  de 
TAead.  ray.  des  Sciences,  1,  1816. 

S)  Manche  Autoren  ziehen  vor,  den  Gebrauch  des  Wortes  „Stromlinie"  auf 
den  Fall  der  stationären  Bewegung  (g  21)  zu  beschränken. 

ig  1 1-(  ay      >  ^ 
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dy  d» 


ist.  Die  Geschwindigkeit  in  irgend  einer  Richtung  ist  darum  gleich 
dem  Gefälle  von  q>  in  dieser  Richtung. 

Nehmen  wir  Ss  normal  zu  der  Fläche  tp  =  kaust.,  und  ziehen 
wir  eine  Reihe  von  solchen  Flächen,  die  äquidistanten  Werten  von  <p 
entsprechen,  wobei  die  gemeinsame  Differenz  unendlich  klein  ist,  so 
sehen  wir,  daß  die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkt  umgekehrt  pro- 
portional zur  Entfernung  zweier  aufeinanderfolgender,  diesem  Punkte 
benachbarter  Flächen  ist. 

Wenn  daher  eine  Äquipotentialfläche  sich  selbst  schneidet,  so  ist 
die  Geschwindigkeit  auf  der  Schnittlinie  =~  0.  Die  Schnittlinie  zweier 
verschiedener  Äquipotentialflächen  würde  eine  unendlich  große  Ge- 
schwindigkeit bedeuten. 

§  SO.  Unter  den  Bedingungen,  die  in  §  17  aufgestellt  sind, 
sind  die  Bewegungsgleichutigen  für  den  Teil  der  Flüssigkeit  integrabel, 
für  welchen  ein  Geschwindigkeitspotential  vorhanden  ist.  Denn  in 
Rücksicht  auf  die  Beziehungen: 

dr_       gw 
hl  =  dy  • 


dy       8x' 
welche    in  (1)  enthalten   sind,   kann   man   die   Gleichungen  des  §  6 
folgendermaßen  schreiben: 

ay    .     3«       a_£        s«>     __?a  _  1  8p 
dx-dt  +  udx  +  ?dx  +  w  ix :  =     dx     \~ dx> 


+  6 


dydt  T     ijT     äj 

dt    ,A„dw 


Diese  haben  das  Integral 

/T-8»*-ß-*«'  +  FW>  W 

wo  q  die  resultierende  Geschwindigkeit  {«'  +  v*  +  «■'')  und  F(t)  eine 
willkürliche  Funktion  von  t  bezeichnet.  Es  empfiehlt  sich  oft,  anzu- 
nehmen,  daß  diese  willkürliche  Funktion  in  dem  Werte  von  -^r  ein- 


d'q> 
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geschlossen  ist;  dies  ist  gestattet,  da  nach  Gleichung  (1)  die  Werte 
von  u,  v,  u>  hierdurch  nicht  beeinflußt  werden. 

Unsere  Gleichungen  nehmen  eine  besonders  einfache  Form  für 
den  Fall  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  an;  dann  haben  wir  nämlich: 

V-W-fl-4*'  +  i?(').  W 

zusammen  mit  der  Kontinnitätsgleichung 

(6) 

welche  der  Gleichung  (1)  des  §  9  entspricht.  In  manchen  Fällen, 
welche  wir  zu  betrachten  haben,  sind  die  Grenzbedingungen  rein 
kinematische;  dann  besteht  das  Verfahren  der  Lösung  darin,  eine 
Funktion  zu  finden,  welche  der  Gleichung  (5)  und  den  vorgeschrie- 
benen Grenzbedingungen  genügt.  Der  Druck  p  wird  dann  durch 
Gleichung  (4)  gegeben  und  ist  bis  auf  eine  additive  Funktion  von  ( 
bestimmt.  Er  ist  völlig  bestimmt,  wenn  der  Wert  von  p  an  einem 
Punkte  der  Flüssigkeit  für  alle  Werte  von  (  gegeben  ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  wir  einen  oder  mehrere  feste  Körper 
haben,  die  sich  in  einer  vollständig  von  festen  Wänden  eingeschlosse- 
nen Flüssigkeit  bewegen,  und  daß  es  möglich  ist,  einen  willkürlichen 
Druck  auf  eine  Stelle  der  Begrenzung  auszuüben  (z.  B.  vermittels 
eines  Kolbens).  Wie  auch  immer  die  Änderungen  sein  mögen,  denen 
die  Größe  des  auf  den  Kolben  ausgeübten  Druckes  unterworfen  wird, 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  und  der  Körper  wird  völlig  unbeein- 
flußt sein,  indem  der  Druck  an  allen  Punkten  momentan  um  gleiche 
Beträge  wächst  oder  fällt.  Physikalisch  liegt  die  Ursache  dieses 
Paradoxons  darin,  daß  die  Flüssigkeit  als  absolut  inkompressible  be- 
handelt wird.  In  Wirklichkeit  werden  in  tropfbaren  Flüssigkeiten 
Druckänderungen  mit  einer  sehr  großen,  aber  nicht  unendlich  großen 
Geschwindigkeit  fortgepflanzt. 

Stationäre  Bewegung. 
§  31.    Wenn  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkt  nach  Größe 
und  Richtung  konstant  ist,  d.  h.  wenn  überall 

!?-».  ] 

§r-°>  CD 


ist,  so  heißt  die  Bewegung  ,£tationär". 

Bei  einer  stationären  Bewegung  fallen  die  Stromlinien  mit  den 
Bahnen   der   Teilchen   zusammen.     Denn   wenn  P  und   Q  zwei  auf- 
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einanderfolgende  Paukte  auf  einer  Stromlinie  sind,  so  bewegt  sieb, 
ein  Teilchen,  das  sieb  in  einem  Augenblick  in  P  befindet,  in  der 
Richtung  der  Taugente  von  P  und  wird  deshalb  nach  einer  unend- 
lich kleinen  Zeit  in  Q  sein.  Da  die  Bewegung  stationär  ist,  so 
bleiben  die  Stromlinien  dieselben.  Deshalb  ist  die  Richtung  der  Be- 
wegung in  Q  entlang  der  Tangente  derselben  Stromlinie,  d.  h.  das 
Teilchen  beschreibt  dauernd  diese  Linie. 

Bei  der  stationären  Bewegung  blutet  die  Gleichung  (3)  des 
letzten  Paragraphen: 

iE ß-±2*  +  konst.  (2) 

Das  Gesetz  der  Druckveränderung  längs  einer  Stromlinie  kann 
jedoch  in  diesem  Fall  gefunden  werden,  ohne  daß  die  Existenz  eines 
Geschwindigkeitspotentiales  vorausgesetzt  wird.  Denn  wenn  Ss  ein 
Element  einer  Stromlinie  bezeichnet,  so  ist  die  Beschleunigung  in  der 
Bewegungsrichtung  q  i-,  und  wir  haben: 

H       _  3fl  __  i  dp 
qSa™       di        q  ds' 

folglich,  wenn  wir  entlang  der  Stromlinie  integrieren: 


S'- 


f! 


—  a-if  +  c.  (3) 

Dies  ist  der  gleiche  Ausdruck  wie  (2),  aber  er  ist  allgemeiner, 
da  er  die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentiales  nicht  voraus- 
setzt Es  muß  jedoch  besonders  bemerkt  werden,  daß  die  Konstante 
der  Gleichung  (2)  und  das  C  der  Gleichung  (3)  verschiedene  Be- 
deutung haben,  da  die  erstere  eine  absolute  Konstante  ist,  während 
letzteres  längs  einer  bestimmten  Stromlinie  konstant  ist,  aber  sich 
ändern  kann,  wenn  wir  von  einer  Stromlinie  zu  einer  anderen  fiber- 
geben. 

§  32.  Die  Formel  (3)  steht  in  engem  Zusammenhang  mit  dem 
Energieprinzip.  Wenn  dieses  unabhängig  vorausgesetzt  wird,  so  kann 
die  Formel  folgendermaßen  abgeleitet  werden.1)  Nehmen  wir  zunächst 
den  besonderen  Fall  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  und  betrachten  wir 
eine  unendlich  dünne  Röhre,  deren  Wände  den  Stromlinien  folgen, 
und  zwar  den  Teil,  der  zwischen  zwei  Querschnitte  A  und  B  ein- 
geschlossen ist,  wobei  die  Bewegung  in  der  Richtung  von  A  nach  B 
erfolgt.  Für  den  Punkt  A  sei  p  der  Druck,  q  die  Geschwindigkeit, 
il  das  Potential  der  äußeren  Kräfte,   a  die  Fläche  des  Querschnittes, 


1)  Dies  ist  tatsächlich   eine   Rückkehr  zu   den  Methoden  von  Daniel  Ber- 
nonlli,  Hydrodwnomica,  Ärgentorati  1738. 

y     ™y™  D.gtzPd.yC.ÜOglC 
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und  die  entsprechenden  Werte  für  den  Punkt  B  sollen  durch  Accente 
unterschieden  werden.  In  jeder  Zeiteinheit  tritt  die  Masse  gqa  bei 
vi  in  die  Röhre,  während  eine  gleiche  Masse  gq'o'  sie  bei  B  verläßt. 
Daher  ist: 

g«  —  q' «'. 

Ferner  ist  pqe  die  Arbeit,  die  tob  der  bei  A  eintretenden  Masse 
in  der  Zeiteinheit  geleistet  wird,  wählend  p'q'rf  der  Verlost  an  Arbeit 
im  Punkte  B  ist.     Die  erstere  Masse  bringt  die  Energie 

9P«  ■  (U*  +  «) 
mit  eich,  während  die  letztere  den  Energiebetrag 

mV  •(*«"  +  #) 

mit  sich  nimmt.  Da  die  Bewegung  stationär  ist,  so  gewinnt  der  be- 
trachtete Teil  der  Röhre  weder  Energie,  noch  verliert  er  Energie, 
sodaß 

pqe  +  gqa  (£g*  +  Ä)  —  p'q'o'  +  pgVftg'*  +  &)■ 

Division  durch  pgtf  —  pgV  gibt: 

'e+il>  +  a-?--t-iq"  +  x, 

oder,  wenn  wir  C  in  dem  gleichen  Sinne  wie  vorher  gebrauchen: 

'- a-U'  +  C;  (4) 

dies  ist  aber  die  Gleichung  (3)  für  konstantes  p. 

Um  die  entsprechende  Formel  für  kompressible  Flüssigkeiten 
zu  beweisen,  hat  man  zu  beachten,  daß  die  bei  A  eintretende  Flüssig- 
keit noch  eine  innere  Energie  pro  Masseneinheit  mit  sich  bringt,  die 
zu  der  kinetischen  und  potentiellen  Energie  zu  addieren  ist,  nämlich: 

-Ml) 


>SS- 


Die  Addition  dieser  Ausdrücke  zu  (4)  gibt  die  Gleichung  (3). 

Die  Bewegung  eines   Gases  ist  in  der  Regel   dem  adiabatischen 
Gesetz  unterworfen 

und  die  Gleichung  (3)  nimmt  dann  die  Form  an: 

»     £__a_ig>  +  c.  (6) 

»-'  •  D,«™«„GoögIe 
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§  23.  Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen,  daß  bei  stationärer 
Bewegung  and  für  Funkte  entlang  einer  Stromlinie1)  der  Druck 
ceteris  paribus  dort  am  größten  ist,  wo  die  Geschwindigkeit  am 
kleinsten  ist,  und  umgekehrt.  Obwohl  dieser  Satz  den  gewöhnlichen 
Vorstellungen  widerspricht,  wird  er  dennoch  einleuchtend,  wenn  wir 
bedenken,  daß  ein  Teilchen,  welches  ans  einem  Gebiete  höheren 
Druckes  zu  einem  solchen  niederen  Druckes  übergeht,  eine  Beschleu- 
nigung erfahren  muß  und  umgekehrt.*) 

Es  folgt,  daß  in  jedem  Falle,  auf  den  die  Gleichungen  des  letzten 
Paragraphen  angewendet  werden,  eine  Grenze  der  Geschwindigkeit 
existiert,  welche  nicht  überschritten  werden  kann.*)  Nehmen  wir 
z.  B.  an,  daß  wir  eine  tropfbare  Flüssigkeit  haben,  die  aus  einem 
Gefäß  ausfließt,  wo  die  Geschwindigkeit  vernachlässigt  werden  kann, 
und  der  Druck  p0  ist,  wobei  äußere  Kräfte  vernachlässigt  werden 
können.     Wir  haben  dann  in  Gleichung  (4): 


und  folglich: 

j-ft-ips1-  CO 

Obwohl  man  nun  gefunden  hat,  daß  eine  Flüssigkeit,  aus  der 
alle  Spuren  der  Luft  oder  anderer  absorbierter  Gase  entfernt  sind, 
einen  negativen  Druck  oder  einen  Zug  von  beträchtlicher  Große4) 
aushalten  kann,  ist  dies  nicht  der  Fall  mit  Flüssigkeiten,  wie  wir  sie 
unter  gewöhnlichen  Bedingungen  finden.    Praktisch  lehrt  Gleichung  (7) 

also,  daß  q  den  Wert  y— —  nicht  übersteigen  kann.  Diese  Grenz- 
geschwindigkeit ist  natürlich  diejenige,  mit  welcher  die  Flüssigkeit 
aus  dem  Behälter  in  ein  Vakuum  ausströmen  würde.  Im  Falle  von 
Wasser,  das  unter  atmosphärischem  Druck  steht,  ist  dies  die  Ge- 
schwindigkeit, die  von  der  Höhe  des  Wasserbarometers  herrührt  und 
ungefähr  45  Fuß  pro  Sekunde  beträgt. 

Wenn  wir  in  einem  Falle  der  FlÜBsigkeitsbewegung,  in  dem  es 
uns  geglückt  ist,  den  analytischen  Ausdruck  zu  gewinnen,  annehmen, 
daß  die  Bewegung  allmählich  beschleunigt  wird,  bis  die  Geschwindig- 
keit an  einigen  Punkten  die  hier  angegebene  Grenze  erreicht,  so  wird 

1)  Diese  Einschränkung  ist  unnötig1,  wenn  ein  Geschwindigkeit«  Potential 
vorhanden  igt. 

2)  Einige  interessante  praktische  Erläuterungen  dieses  PrinzipeB  sind  von 
Froude  gegeben,  Nature,  13,  1876. 

3)  Tgl.  Helmholtz,  „Über  dia kontinuierliche  Flüesigkeitsbewegungen", 
Berl  Monatsber.,  1868;  Fhil.  Mag.,  Nov.  1868;  G esammelU  Abb.,  Leipzig  1882— 88, 
Bd.  I,  S.  146. 

4)  0.  Reynolds,  Mandi.  Mem.,  6,  1877;  Scientific  Papers,  Cambridge  1900, 
Bd.  I,  S.  231. 
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dort  eine  Höhlung  entstehen,  und  die  Voraussetzungen  der  Aufgabe 
sind  mehr  oder  weniger  verändert. 

Es  wird  im  nächsten  Kapitel  (§  44)  gezeigt  werden,  daß  bei 
wirbelfreier  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  gleichviel  ob.  stationär  oder 
nicht,  die  Stelle  des  kleinsten  Druckes  immer  in  oomnoibw*  Punkte 
der  Grenzfläche  liegt,  vorausgesetzt,  daß  die  äußeren  Kräfte  ein  Po- 
tential £1  haben,  daß  der  Gleichung 

d>a     S*a     pa     0 

genügt.     Dies  schließt  natürlich  den  Fall  der  Schwerkraft  ein. 

Im  allgemeinen  Fall  einer  Flüssigkeit,  wo  p  als  Funktion  von  o 
gegeben  ist,  setzen  wir  in  Gleichung  (3): 

ß  =  0 
und  haben: 


»/?■ 


(8) 
Für  ein  Gas,  das  dem  adiabatischen  Gesetz  unterworfen  ist,  gibt  dies: 

wenn  c  —  V—  —  y  ■£•  die  Schallgeschwindigkeit  im  Gas  bei  dem 
Druck  p  und  der  Dichte  p  bezeichnet,  und  c0  die  entsprechende  Ge- 
schwindigkeit für  ein  Gas  unter  den  Bedingungen,  welche  im  Be- 
hälter herrschen  (vgl.  Kap.  X).    Daher  ist  die  Grenzgeschwindigkeit 

oder  2,214  c,,,  wenn  y  —  1,408  ist. 

%  24.  Wir  schließen  dieses  Kapitel  mit  einigen  einfachen  An- 
wendungen der  Gleichungen. 

Ausfluß  von  tropfbaren  Flüssigkeiten. 

Wir  behandeln  zunächst  den  Ausfluß  einer  tropfbaren  Flüssig- 
keit aus  einer  kleinen  Öffnung,  die  sich  in  der  Wand  eines  Gefäßes 
befindet,  welches  bis  zu  einer  konstanten  Höbe  gefüllt  ist,  sodaß  die 
Bewegung  als  stationär  betrachtet  werden  kann. 

Den  Koordinatenanfang  legen  wir  in  die  obere  Fläche,  die  e- Achse 
sei  Tertikai  nach  unten  gerichtet,  sodaß 

»— ,* 
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Nehmen  wir  an,  daß  die  obere  Fläche  groß  im  Vergleich  zur 
Öffnung  ist,  so  kann  die  Geschwindigkeit  in  ihr  vernachlässigt  werden. 
Bestimmen  wir  den  Wert  von  G  in  §  22  (4)  bo,  daß  p  —  P  (—  dem 
atmosphärischem  Druck)  für  2—  0  wird,  so  haben  wir1): 

-*-*+#— w-  (i) 

An  der  Oberfläche  des  austretenden  Strahles  haben  wir: 

p-p 

und  deshalb: 

3' -2S«,  (2) 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  so  groß  wie  die,  welche  durch  den  Fall 
von  der  oberen  Fläche  hervorgebracht  wird.  Das  ist  das  Toricellische 
Theorem.1) 

Wir  können  jedoch  dieses  Resultat  nicht  sogleich  anwenden,  um 
die  Menge  der  ausfließenden  Flüssigkeit  zu  berechnen,  und  zwar  aus 
zwei  Gründen.  Erstens  muß  man  sich  den  austretenden  Strahl  aus 
einer  großen  Zahl  von  Elementarstrahlen  bestehend  denken,  welche 
von  allen  Seiten  gegen  die  Öffnung  konvergieren.  Die  Bewegung  ist 
darum  an  der  Ausflnßfläche  nicht  überall  senkrecht  zu  dieser,  sondern 
sie  ist  mehr  und  mehr  schief  gerichtet,  je  weiter  wir  vom  Mittel- 
punkt nach  der  Seite  zu  gehen.  Femer  muß  die  konvergierende  Be- 
wegung der  Elementarstrahlen  bewirken,  daß  der  Druck  an  der  Öff- 
nung im  Innern  des  Strahles  etwas  größer  ist  als  an  der  Oberfläche, 
wo  er  dem  atmosphärischen  Druck  gleich  ist.  Die  Geschwindigkeit 
im  Innern  des  Strahles  wird  deshalb  etwas  kleiner  sein,  als  es  Glei- 
chung (2)  ergibt. 

Der  Versuch  zeigt  jedoch,  daß  die  erwähnte  konvergierende  Be- 
wegung in  kurzer  Entfernung  von  der  Öffnung  aufhört,  und  daß  (im 
Falle  einer  kreisförmigen  Öffnung)  der  Strahl  dann  nahezu  zylindrische 
Form  annimmt.  Das  Verhältnis  des  Querschnittes  S~  des  Strahles  in 
diesem  Punkt  („vena  contractu,'1  genannt)  zu  dem  Querschnitt  S  der 
Öffnung  wird  als  „Kontraktionskoeffusient"  bezeichnet  Für  den  Fall, 
daß  die  Öffnung  einfach  ein  Loch  in  einer  dünnen  Wand  ist,  hat 
man  diesen  Koeffizienten  experimentell  zu  ungefähr  0,62  bestimmt. 

Die  Bahnen  der  Teilchen  in  der  Vena  contraeta  sind  nahezu  ge- 
radlinig, daher  ist  nur  eine  kleine  oder  gar  keine  Änderung  des 
Druckes  vorhanden,  wenn  wir  von  der  Achse  zu  der  Oberfläche  des 
Strahles  gehen.  Wir  können  deshalb  die  Geschwindigkeit  in  dem  Quer- 
schnitt als  gleichförmig  ansehen,  und  ihr  den  durch  Gleichung  (2) 
gegebenen  Wert  zuschreiben,  wo  e  jetzt  die  Tiefe  der  Vena  contraeta 


1)  Dieses  Ergebnis  stammt  von  D.  Bernoulli,  l.  c,  S.  21. 
ä)  „De  motu  gravium  naturaliter  accelerato",  Firenze  16+3. 
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unter  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  im  Gefäß  bezeichnet.  Die  Aus- 
flußmenge ist  deshalb 

YW*7^'-  (3) 

Die  Berechnung  der  Gestalt  des  austretenden  Strahles  bietet  große 
Schwierigkeiten,  welche  nur  in  wenigen  besonderen  Fallen  der  zwei- 
dimensionalen Bewegung  Überwunden  sind  (vgl.  Eap.  IV).  Es  kann 
jedoch  gezeigt  werden,  daß  der  Kontraktionskoeffizient  im  allgemeinen 
zwischen  \  und  1  liegen  muß.  Um  den  Beweis  in  seiner  einfachsten 
Form  zu  bringen,  wollen  wir  zunächst  den  Fall  annehmen,  daß  eine 
Flüssigkeit  aus  einem  Gefäß  fließt,  wo  der  Druck  in  einer  gewissen 
Entfernung  von  der  Öffnung  den  äußeren  Druck  um  den  Wert  P 
übersteigt,  vorausgesetzt,  daß  die  Schwerkraft  vernachlässigt  wird. 
Wenn  die  Öffnung  durch  eine  Platte  verschlossen  ist,  so  ist  der  resul- 
tierende Druck  der  Flüssigkeit  auf  das  umgebende  Gefäß  natürlich  —  0. 
Wir  nehmen  nun  bei  Entfernung  der  Platte  für  einen  Augenblick  an, 
daß  der  Druck  auf  die  Wände  gleich  P  bleibt;  dann  wird  ein  unaus- 
geglichener Druck  PS  auf  das  Gefäß  wirken-der  die  entgegengesetzte 
Richtung  von  der  dee  Strahles  hat  und  Aw  zurückzuziehen  bestrebt 
ist.  Die  gleiche  und  entgegengesetzte  Wirkung  auf  die  Flüssigkeit 
übt  in  der  Zeiteinheit  die  Geschwindigkeit  q  der  Masse  Qq$'  aus,  die 
durch  die  Vena  contracta  fließt;  folglich  ist 

PS -tf&.  (4) 

Das  Energieprinzip  ergibt  wie  in  §  22 

P-iM",  (5) 

sodaß  wir  durch  Vergleich 

erhalten.  Die  Formel  (t)  lehrt,  daß  der  Druck  gegen  die  Wände, 
besonders  in  der  Nähe  der  Öffnung,  in  Wirklichkeit  etwas  unter  den 
statischen  Druck  P  sinkt,  sodaß  die  linke  Seite  der  Gleichung  (4) 
eine  untere  Grenze  ist.  Das  Verhältnis  S' :  S  ist  daher  im  allge- 
meinen >  £. 

In  einem  besonderen  Falle,  nämlich  wenn  ein  kurzes  zylindrisches 
Rohr  nach  innen  zu  an  der  Öffnung  angebracht  ist,  ist  die  obige  An- 
nahme genau  erfüllt,  und  der  Wert  \  für  den  Koeffizienten  stimmt 
dann  gut  mit  dem  Versuch  überein. 

Diese  Erwägung  läßt  sich  leicht  so  umändern,  daß  die  Schwere 
(oder  andere  konservative  Kräfte)  in  Rechnung  gezogen  wird.  Wir 
haben  nur  für  P  den  Überschuß  des  statischen  Druckes  an  der 
Mündunes  ebene    über    den   äußeren   Druck   zu    setzen.      Die   Niveau- 
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differenz    zwischen    Öffnung   und   Vena    contractu    ist   hier    vernach- 
lässigt. *) 

Ausströmen  von  Gasen. 

§  35.  Wir  betrachten  zunächst  das  Ausströmen  eines  Gases, 
von  dem  wir  annehmen,  daß  es  durch  eine  kleine  Öffnung  ans  einem 
Gefäß,  wo  der  Druck  p9  und  die  Dichte  p0  ist,  in  einen  Raum  strömt, 
wo  der  Druck  pl  ist,  Wir  nehmen  an,  daß  die  Bewegung  stationär 
geworden  ist  und  die  Ausdehnung  gemäß  dem  adiabatischen  Gesetz  vor 
sich  geht. 

Wenn  das  Verhältnis  pü :  pt  der  inneren  und  äußeren  Drucke 
eine  gewisse  Grenze  nicht  übersteigt,  die  sogleich  angegeben  werden 
wird,  so  wird  das  Strömen  ganz  in  der  gleichen  Weise  vor  sich 
gehen  wie  im  Falle  einer  tropfbaren  Flüssigkeit,  und  die  ausströmende 
Menge  kann  gefunden  werden,  wenn  man  in  §  23  (9)  p  =  pl  setzt  und 
den  resultierenden  Wert  tob  q  mit  der  Fläche  S*  der  Vena  contractu 
multipliziert.     Dies  gibt  für  die  ausfließende  Menge  den  Betrag9) 

m^-C-^(®'-©'V*        m 

Es  ist  jedoch  klar,  daß  eine  Grenze  der  Anwendbarkeit  dieses 
Resultates  vorliegt,  denn  sonst  wurden  wir  zu  dem  widersinnigen 
Schlüsse  geführt  werden,  daß  für  pi  —  0,  nämlich  für  den  Ausfluß 
in  ein  Vakuum,  die  Menge  0  fließen  würde.  Die  Aufklärung  dieses 
Punktes  verdankt  man  Prof.  Osborne  Reynolds. ')  Mit  Hilfe  der 
Gleichung  (8)  des  §  23  wird  leicht  gefunden,  daß  qp  ein  Maximum, 
d.  h.  der  Querschnitt  eines  Stromfadens  ein  Minimum  ist,  wenn 
<f  "= -r-'i  das  bedeutet,  daß  die  Strömungsgeschwindigkeit  gleich  der 
Schallgeschwindigkeit  in  einem  Gas  von  dem  Druck  und  der  Dichte 
ist,  welche  dort  herrschen.  Auf  Grund  der  adiabatischen  Annahme 
gibt  dies,  zufolge  %  23  (Gleichung  10): 

i-&f.  <2> 

1)  Die  obige  Theorie  stammt  von  Borda  (Mem.  de  VAcad.  des  Sciences, 
1766),  der  auch  Versuche  mit  besonderen  Formen  von  Mundstücken  gemacht 
und  S :  S  =  1,942  gefunden  hat.  Sie  wurde  von  Hanion  (Proc.  L-oud.  Math. 
Soe.,  8,  S.  4,  1869)  wiederentdeckt ;  die  Frage  ist  weiter  durch  einen  Zusatz  ge- 
fordert worden,  den  Maiwell  dieser  Arbeit  angefügt  hat.  Vgl.  auch  Fronde  und 
J.  Thomson,  Proc.  Glasgow  Fhil.  8oe.,  10,  187«. 

2)  Ein  entsprechen  des  Ergebnis  stammt  von  Saint  Venant  und  Wantzel. 
Journ,  de  VEcoie  Polyt.,  16,  S.  92,  1839. 

8)  „On  the  Flow  of  Gaues",  Proc.  Manch.  Lit.  and  Phil.  Soe.,  17.  Nov.  1885; 
Phil.  Mag.,  März  1886.  Eine  ähnliche  Darlegung  gab  Hngoniot,  Gomptts  Bendus, 
28.  Juni,  26.  Juli,  13.  Dez.  1886.  Ich  habe  mich  oben  bemüht,  die  Beweis 
ffihrung  dieser  Autoren  zu  vereinigen. 
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und,  da  c*  ~  (ff-1, 

oder,  wenn  y  «-  1,408  gesetzt  wird, 

o  —  0,634p0,  p  —  0,527^ 
Ist  p1  kleiner  als  dieser  Wert,  so  erweitert  sich  der  Strom  wieder, 
nachdem  er  an  dem  fraglichen  Punkt  vorüber  ist,  bis  er  sieh  in 
einiger  Entfernung  in  die  Wirbel  auflöst,  die  von  der  Reibung  her- 
rühren. Die  kleinsten  Querschnitte  der  Elementarströme  liegen  nahe 
bei  der  Öffnung,  und  deren  Summe  S  kann  als  die  virtuelle  Fläche 
der  letzteren  bezeichnet  werden.  Die  Ausnußgeschwindigkeit,  die  sich 
»us  (2)  ergibt,  ist: 

q=~0,91U0. 

Die  Ausflußmenge  ist  dann  —  qgS,  wo  q  und  p  die  eben  er- 
haltenen Werte  haben,  und  sie  ist  darum  nahezu  unabhängig  vom 
äußeren  Druck  plt  solange  dieser  unter  0,527 pa  liegt.  Die  physi- 
kalische Bedeutung  hiervon  ist  nach  den  Auseinandersetzungen  Rey- 
nolds' folgende:  Solange  die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  die 
Schallgeschwindigkeit  unter  den  dort  herrschenden  Bedingungen  über- 
schreitet, kann  keine  Druckschwankung  sich  von  diesem  Punkte  aus 
nach  rückwärts  fortpflanzen,  die  die  Bewegung  stromaufwärts  beein- 
flussen könnte. 

Diese  Schlüsse  scheinen  in  guter  Übereinstimmung  mit  dem 
Experimente  zu  sein. 

Unter  ähnlichen  Umständen  wie  die  Drucke  sind  die  Ausfluß- 
geseh  windigkeiten  verschiedener  Gase  (soweit  man  für  y  denselben 
Wert  bei  jedem  annehmen  kann)  proportional  den  entsprechenden 
Schallgeschwindigkeiten.  Daher  ist  die  Ausnußgeschwindigkeit  (wie 
im  X.  Kapitel  gezeigt  werden  wird)  umgekehrt  und  die  Ausflußmenge 
direkt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichte.1) 

Rotation  einer  Flüssigkeit. 
§  26.     Wir  wollen   den  Fall   einer  Flüssigkeit   betrachten,    die 
anter  dem  Einfloß   der   Schwere   allein   mit   konstanter   und  gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit  as  um  die  «-Achse  rotiert,  die  vertikal 
nach  oben  gezogen  ist. 

Nach  Voraussetzung  ist: 

ii  —  —  aif,  o  =  <ax,  w  —  0, 

X=Y=0,  Z^-g. 


)  Tgl.  Graham,  Phil  Trans.,  1846. 
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Die  Kontinuitätsgleichung  wird  identisch  erfüllt,  und  die  Bewegungs- 

giei  drangen  lauten  offenbar: 

i  i  3p         ^ 

-»** — -9A 

°  —  lU-'l 

Diese  haben  das  gemeinsame  Integral: 

p  =  \m*  (a?  +  y*)  -  ge  +  konst.  (2) 

Die  freie  Oberfläche  p  =  konst.  ist  deshalb  ein  Umdrehangs- 
Paraboloid  um  die  «-Achse,  das  nach  oben  konkav  ist,  und  dessen 
Parameter 

ig 

■  i.  "' 

ist. 

so  gibt  es  kein  GeschwindigkeitspotentiaL  Eine  derartige  Bewegung 
könnte  deshalb  in  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  nicht  erzeugt  werden, 
d.  h.  in  einer  Flüssigkeit,  in  der  tangentiale  Spannungen  nicht  be- 
stehen können. 

§  27.  Anstatt  die  Winkelgeschwindigkeit  m  gleichförmig  anzu- 
nehmen, wollen  wir  sie  eine  Funktion  der  Entfernung  r  von  der 
Achse  sein  lassen,  und  wollen  untersuchen,  welche  Form  diese  Funk- 
tion haben  muß,  damit  für  die  Bewegung  ein  Geschwindigkeits- 
potential vorhanden  ist.     Wir  finden: 

dv        3«        „        ,       dv 

Cx       dy  ^      dr  ' 

und  damit  dies  verschwindet,  maß 

mlrs  —  (i, 
d.  h.  konstant  sein.     Die  Geschwindigkeit  in   einem  Punkte  ist  dann 


sodaß  die  Gleichung  (2)  des  §  21 

p-  =  konst.  -  $  £  (1) 

lautet,  falle  keine  äußeren  Kräfte  wirken.     Um  den  Wert  von  tp  zu 
finden,  haben  wir  unter  Anwendung  von  Poktrkoordinaten: 

d<p  _ 

rcQ 


-0, 
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folglich: 

<p  —  —  (l8  -f-  konst.  —  —  ft  tang-1  -  -  +  konst.  (2) 

Wir  haben  hier  ein  Beispiel  einer  zyklischen"  oder  „mehrwertigen" 
Funktion.  Eine  Funktion  heißt  „einwertig"  innerhalb  eines  Raumes, 
wenn  wir  jedem  Punkte  dieses  Raumes  einen  bestimmten  Wert  der 
Funktion  derart  zuordnen  können,  daß  diese  Werte  eine  stetige  Auf- 
einanderfolge bilden.  Dies  ist  nicht  möglich  bei  der  Funktion  in 
Gleichung  (2);  denn  wenn  der  Wert  von  a>  sich  auch  stetig  ändert, 
so  ändert  er  sich  um  —  2xp,  wenn  der  Funkt,  auf  den  sie  sich  be- 
zieht, einen  vollständigen  Umlauf  um  den  Koordinatenanfangspunkt 
beschreibt.  Die  allgemeine  Theorie  der  zyklischen  Geschwindigkeits- 
potentiale  wird  im  nächsten  Kapitel  gegeben  werden. 

Wenn  die  Schwerkraft  in  Wirkung  tritt,  und  wenn  die  «-Achse 
senkrecht  nach  oben  gezogen  ist,  müssen  wir  zu  Gleichung  (1)  den 
Ausdruck  —  gs  addieren.  Die  freie  Oberfläche  wird  deshalb  durch  die 
Umdrehung  der  Hyperbel 

xis  —  konst 
um  die  «-Achse  erzeugt. 

Bei  zweckmäßiger  Verknüpfung  der  beiden  vorstehenden  Lösungen 
erhalten  wir  den  Fall  von  Rankines  kombiniertem  Wirbd".  Da  die 
Bewegung  überall  auf  koachsialen  Kreisen  stattfindet,  wollen  wir 
annehmen,  daß  die  Geschwindigkeit  rar  von  r  —  0  bis  r  —  a  und  -- 

für  r  >  o  ist  Die  entsprechen-    

den  Formen  der  freien   Ober-  "^s.  ^" 

fläche  werden  dann  durch  >.  / 

und  \  i 

-£  (*"?)  +  «  \  \ 

gegeben,    die    für    r  —  a    in- 
einander übergehen.    Die  Tiefe 

der    mittleren    Senkung    unter    die    allgemeine    Oberfläche    ist    des- 
halb --■ 

9 

§  28.  Zum  Unterschied  soll  jetzt  der  Fall  äußerer  Kräfte,  die 
kein  Potential  haben,  betrachtet  werden;  wir  nehmen  an,  daß  eine 
Flüssigkeit  einen  geraden  Kreiszylinder  erfüllt  und  sich  aus  der 
Ruhelage  unter  dem  Einfluß  der  Kräfte 

X~  Ax  +  By, 
Y-B'z  +  Cy, 

z_ü  D^wdoy  Google 
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bewegt,  wobei  die  «-Achse  mit  der  des  Zylinders  zusammenfällt. 
Wenn  wir  annehmen,  daß 

u  =  —  ay, 

v  =  ax, 

w  — 0, 

wo  et  eine  Funktion  von  t  allein  ist,  so  genügen  diese  Werte  der 
Kontinuitätsgleichang  und  den  Grenzbedingungen.  Die  Bewegungs- 
gleichungen sind  offenbar: 

Differenzieren  wir  die  erste  nach  y,  die  zweite  nach  x,  und  subtra- 
hieren letztere,  so  fällt  p  heraus,  und  wir  finden 

%-i{B-B).  (2) 

Die  Flüssigkeit  rotiert  daher  als  ein  Ganzes  um  die  «-Achse  mit 
gleichförmig  beschleunigter  Winkelgeschwindigkeit,  ausgenommen  in 
dem  speziellen  Falle,  wo  B  —  TS.  Um  p  zu  finden,  setzen  wir  den 
Wert  von  -r-  in  (1)  ein  und  integrieren;  dann  ist 

J  =  im»  (iF»  +  y1)  +  *(^*  +  a0*y  +  0«  +  konrt, 

2ß  =  B  +  &. 

%  39.  Als  letztes  Beispiel  wollen  wir  eines  betrachten,  das  der 
Theorie  der  „elektromagnetischen  Rotationen"  seinen  Ursprung  verdankt. 

Wenn  man  in  einem  gleichförmigen  magnetischen  Feld  einen 
elektrischen  Strom  von  einem  Draht  als  Achse  in  radialer  Richtung 
durch  eine  leitende  Flüssigkeit  nach  einem  metallischen  Zylinder  als 
Wand  gehen  laßt,  so  sind  die  äußeren  Kräfte  von  folgender  Form1): 


1)  Wenn  C  die  gesamte  von  der  Längeneinheit  der  Achse  nach  außen 
strömende  Eloktriritätamenge ,  und  y  die  Komponente  der  magnetischen  Kraft 
parallel  zur  Achse  bezeichnet,  so  haben  wir  p  =  -— .  Über  die  Geschichte 
solcher  Versuche  siehe:  Winkelmann,  Handbuch  der  Physik,  Bd.  III  (9),  S.  SIE. 
Der  obige  Fall  ist  besonders  einfach,  da  die  Kräfte  X,  Y,  Z  ein  Potential 
[Ä  =  —  p-tang-'l- *-)  haben,  das  allerdings  „zyklisch"  ist.  Bei  elektromagne- 
tischen Rotationen  haben  die  mechanischen  Kräfte  X,T,Z  in  der  Regel  kein 
Potential. 


KlektrornaffnfitiHche  Rotation. 

Z-0. 
Nehmen  wir  an,  daß 

u  —  —  rat/, 
v  —  tax, 
w  =  0, 
wo  10  eine  Funktion  von  r  and  (  allein  ist,  so  haben  wir: 


-  ro1«  - 


pa> i  dp  I 


(1) 


Durch  Elimination  von  p  erhalten  wir 
Die  Lösung  hiervon  ist: 

— 3*+/w 

wo    _F  und   /"  willkürliche   Funktionen   bezeichnen.     Da    n  —  0   für 
t  —  O,  so  haben  wir 


wo  A  eine  Funktion  von  (  ist,  die  für  (  =  0  verschwindet.  Durch 
Einsetzen  in  Gleichung  (1)  und  Integrieren  findet  man 

Da  p  notwendig  eine  eindeutige  Funktion  ist,  müssen  wir 

—  —  p     oder     X  —  ft  ■  t 

haben.  Daher  rotiert  die  Flüssigkeit  mit  einer  Winkelgeschwindig- 
keit, welche  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes  von 
der  Achse  und  beständig  direkt  proportional  zu  der  Zeit  ist 


^jtiz«iay  Google 
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Wirbelfreie  Bewegung. 

§  30.  Das  vorliegende  Kapitel  ist  hauptsächlich  der  Auseinander- 
setzung einiger  allgemeiner  Theoreme  gewidmet,  die  sich  auf  die  Arten 
der  Bewegung  beziehen,  die  soeben  in  den  §§  17 — 20  betrachtet  sind, 
nämlich  solche,  wo  in  der  ganzen  Flüssigkeit 

udx  +  vdy  +  wde 
ein  vollständiges  Differential  ist.    Ea  empfiehlt  sich,  mit  der  folgenden 
Analyse  der   allgemeinsten  Bewegung   eines  FlttssigkeitselementeB   zu 
beginnen,  die  Ton  Stokes")  herrührt. 

Die  Geschwindigkeitskomponenten  im  Funkte  (x,  y,  z)  seien  u,  v,  u>; 
dann  sind  die  Komponenten  der  relativen  Geschwindigkeit  in  einem 
unendlich  benachbarten  Punkte  (x  -f-  öx,  y  +  Sy,  e  +  Ög): 


du- 


i  **+£?«* +57*' 


(1) 


Wir  schreiben: 


f-i<5+®. 

6       1  \>)      9« 

f-T6?+S. 

1   /du      dw\ 

i  ~  %  (jj  -  ml 

»-T&  +  ©. 

t-.1  c?i_»ii 

1)  „On  the  Theories  of  the  Internal  Friction  of  Fluids  in  Motion,  etc." 
Comb.  Phil.  Trans.,  8,  1845;  Math,  and  Phys.  Paper»  I,  S.  80. 
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dann  Unten  die  Gleichungen  (1): 

du  —  aäx  +  kdy  +  g$e  +  vSg  —  £Sy  j 

dv  -  Ux  +  b8y  +  fde  +  $Sx  -  tft  -  (2) 

dw  —  g8x  +  fSy  +  cöe  +  %Sy  -  v8x\ 

Deshalb  kann  man  sich  die  Bewegung  eines  kleinen  Elementes,  dessen 

Zentrum  im  Punkte  (x,  y,  e)  liegt,  ans  drei  Teilen  zusammengesetzt 

denken. 

Der  erste  Teil,  dessen  Komponenten  w,  v,  w  sind,  ist  eine  Trans- 
lation des  Elementes  als  ganzes. 

Der  zweite  Teil,  der  durch  die  ersten  drei  Glieder  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichungen  (2)  ausgedrückt,  wird,  bedeutet  eine  Bewegung, 
wo  jeder  Funkt,  wenn  Sx,  dy,  8z  als  laufende  Koordinaten  angesehen 
werden,  sich  in  der  Richtung  der  Normalen  derjenigen  Fläche  zweiter 
Ordnung  des  Systemen 

a(äx)*+b(dy)t  +  c(<Sey+2fdyd0+2gäzöx  +  2hdxßy~ konst.  (3) 

bewegt,  auf  welcher  er  liegt.  Wenn  wir  die  Gleichungen  dieser  Flächen 
zweiter  Ordnung  auf  ihre  Hauptachsen  beziehen,  bo  sind  die  ent- 
sprechenden Komponenten  der  Geschwindigkeiten   parallel   zu  diesen 

Achsen  -  .        ,     ,   ,, 

Ott  —  a  •  öx\ 

Sv'  -b'-Sy1   ,  (4) 

öu>'  —  c'  ■  Se  ) 


wenn 


a\SxJ±  b 


waa  nns  rj*y3nZ5>  sine  TmnäfanafltTcm  m  «US  isi  Die  Formeln  (4) 
drücken  aus,  das  die  Länge  jeder  Linie  des  Elementes  parallel  zu  x' 
pro  Zeiteinheit  um  den  (positiven  oder  negativen)  Wert  a  verlängert 
wird,  während  die  Parallelen  zu  y  und  /  in  gleicher  Weise  um  die 
Größen  b'  bzw.  c  verlängert  werden.  Eine  derartige  Bewegung  heißt 
eine  reine  Deformation,  und  die  Hauptachsen  der  Flächen  zweiter 
Ordnung  (3)  heißen  die  Achsen  der  Deformation. 

Die  letzten  beiden  Ausdrucke  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (2)  drucken  eine  Rotation  des  Elementes  im  ganzen  um  eine 
augenblickliche  Achse  aus;  die  Komponenten  der  Drehgeschwindigkeit 
und  £,  n,  t1) 

Diese  Erörterung  kann  durch  die  sog.  „Z<amt>i(ir"-Bewegung  einer 
Flüssigkeit  erläutert  werden,  wo 

1)  Die  Größen,  welche  den  Weiten  £,  tj,  £  in  der  Theorie  der  unendlich 
kleinen  Verrflcknngen  eines  kontinuierlichen  Mediums  entsprechen,  sind  von 
Ctochv  als  die  „mittleren  Rotationen"  eines  Elementes  gedeutet  worden,  Exer- 
ä*t  d' Analyse  et  de  Physique,  Paris  1841,  Bd.  II,  S.  BOS. 
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u  —  2fty 
v  ■"  w  =  0, 
Bodaß 

Wenn  -4  ein  rechtwinkliges  Flüssigkeitselemeut  darstellt,  das 
7on  Ebenen,  die  za  den  Koordinatenebenen  parallel  Bind,  begrenzt 
wird,  bo  gibt  B  die  Veränderung,  die  an  ihm  in  einer  kurzen  Zeit 
durch  die  Deformation  hervorgebracht;  ist,  und  C  diejenige,  die  von 
Deformation  und  Rotation  herrührt. 


Eb  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  obige  Zerlegung  der  Bewegung 
ÄAHe%.Jj*(~  die  einzige,  ist.  Wenn  wir  annehmen,  dnß  die  Bewegung  relativ 
zu  dem  Punkte  (x,  y,  b)  aus  einer  Deformation  und  Rotation  zu- 
sammengesetzt werden  kann,  wo  die  Achsen  und  die  Koeffizienten  der 
Deformation,  sowie  die  Achse  und  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Rotation  willkürlich  Bind,  und  wenn  wir  dann  die  Komponenten 
der  Relativgeschwindigkeit  du,  Öv,  äu<  berechnen,  so  erhalten  wir 
Ausdrücke,  die  denen  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  ähnlich  sind, 
aber  willkürliche  Werte  von  a,  b,  c,  f,  g,  h,  %,  «j,  £  besitzen.  Setzen 
wir  jedoch  die  Koeffizienten  von  Öx,  $y,  dz  gleich,  so  finden  wir, 
daß  a,  b,  e  usw.  dieselben  Werte  wie  vorher  haben  müssen.  Daher 
hängen  die  Achsenrichtungen  der  Deformation,  die  Größe  der  Aus- 
dehnung oder  Zusammenziehung  längs  ihnen,  sowie  die  Achse  und 
Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  in  einem  Punkte  der  Flüssigkeit 
nur  von  der  relativen  Bewegung  in  diesem  Punkte,  und  nicht  von 
der  Lage  der  Koordinatenachsen  ab,  auf  die  sie  bezogen  sind. 

Wenn  in  einem  endlichen  Gebiet  einer  Flüssigkeit  überall 
£  =-  ij  —  £  —  0  ist,  bo  besteht  die  Relativbewegung  eines  Elementes 
dieses  Gebietes  nur  in  einer  Deformation  und  wird  als  „wirbellos^* 
oder  „rotattimslostf1  oder  „Pofentatf "-Bewegung  bezeichnet. 

§  31.     Der  Wert  des  Integrals 

/(•<«  + "»  +  «*0     ,,„„, Google 
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+  ■£  +  "£« 


entlang  einer  Linie  ABCD  heifit1)  die  „Strömutuf'  der  Flüssigkeit 
Ton  A  nach  D  entlang  dieser  Linie.  Wir  bezeichnen  sie  der  Kürze 
halber  mit 

J(ABCD). 

Wenn  A  und  B  zusammenf allen,  sodaß  die  Linie  eine  geschlossene 
Kurve  oder  eine  Umkreisung  bildet,  so  heißt  der  Wert  des  Integrals 
die  „Zirkulation"  in  dieser  Kurve.     Wir  bezeichnen  sie  mit 

J(ABCA). 

Wird  in  beiden  Fällen  die  Integration  in  der  entgegengesetzten  Rieh 
tung  ausgeführt,  so  werden  die  Vorzeichen  von  j- ,  jj,  -r-  umgekehrt, 
sodaß 

J(AD)  -  -  J(BA) 
und 

J(ABCA) J(ACBÄ). 

Ferner  ist  einleuchtend,  daß 

J(ABCD)  -  J{AB)  +  J(BC)  +  J(CD). 

Nun  kann  jede  Flüche  durch  eine  doppelte  Schar  krummer 
Linien,  die  auf  ihr  liegen,  in  unendlich  kleine  Elemente  geteilt 
werden.  Die  Summe  der  Zirkulationen 
um  die  Grenzlinien  dieser  Elemente, 
alle  in  dem  gleichen  Sinne  genommen, 
ist  gleich  der  Zirkulation  tun  die  ur- 
sprüngliche Grenzlinie,  wobei  zunächst 
angenommen  ist,  daß  sie  aus  einer 
einzigen  geschlossenen  Kurve  besteht. 
Denn  in  der  Summe  kommt  die  Strömung  längs  jeder  Seite,  die 
zwei  Elementen  gemeinsam  ist,  zweimal  vor,  je  einmal  für  jedes 
Element,  aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen,  und  deshalb  ver- 
schwindet sie  im  Resultat.  Daher  bleiben  nur  die  Strömungen  längs 
den  Seiten,  welche  Teile  der  ursprünglichen  Grenzlinie  sind;  hieraus 
folgt  die  Richtigkeit  des  obigen  Satzes. 

Es  ergibt  sich  durch  Stetigkeitsbetrachtungen,  daß  die  Zirkulation 
nm  die  Grenzlinie  eines  Flächenelementes  38,  das  eine  bestimmte 
Lage  und  Gestalt  hat,  schließlich  der  Flache  des  Elementes  propor- 
tional ist. 


1)  W.  Thonwon,  „Ob  Vortex  Motion",  Edmb.  Tränt.,  26,  1889. 
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WenD  das  Element  ein  Rechteck  dy  Hz  ist,  das  sein  Zentrum  im 
Punkte  (x,  y,  t)  hat,  dann  wollen  Vit  die  Zirkulation  um  dasselbe 
in  der  Richtung  rechnen,  die  die  Pfeile  in  der  untenstehenden  Figur 
angeben.    Wir  haben: 


J(CD)  - 


y 

C         %  B 

__    .  . P 

J>  A 

! 

ö 


J(DÄ)  -  - 

und  folglich 

J(ABCDA)-<£-g)a,l.. 

Hieraus  schließen  wir,  daß  die  Zir- 
kulationen um  die  Grenzen  der 
unendlich  kleinen  Flächen  äSlt 
SSt,  öSt,  deren  Ebenen  parallel 
zu  den  Koordinatenebenen  sind, 
die  Beträge 

2|*S,,  2r}SSt,  2£d8t     (1) 
haben. 

Beziehen   wir    ans    ferner  auf 
die    Figur    und    die   Schreibweise 
des  §  2,  so  haben  wir 

J(ABCA)  =  J(PBCP)  +  J{PCAP)  +  J(PASP) 
-  2£  ■  l&  +  2t)  ■  m A  +  2g- nA, 

woraus  wir  schließen,  daß  die  Zirkulation  um  die  Grenze  einer  be- 
liebigen unendlich  kleinen  Fläche  SS 

2Qt  +  mn  +  nt)8B  (2) 

ist.  Wir  haben  hier  einen  unabhängigen  Beweis  dafür,  daß  die 
Größen  !j,  ij,  £  als  die  Komponenten  eines  Vektors  betrachtet  werden 
können. 

Es  muß  bemerkt  werden,  daß  ein  bestimmter  Brauch  in  der 
Beziehung  zwischen  dem  Richtungesinn,  in  welchem  die  Zirkulation 
um  die  Grenzlinie  von  öS  gerechnet  wird,  und  der  Richtung  der  Nor- 
malen (l,  m,  »)  existiert.  Um  eine  klare  Vorstellung  hiervon  zu  haben, 
werden  wir  in  diesem  Buch  annehmen,  daß  die  Koordinatenachsen 
ein  „Kechtssystem"  bilden;  wenn  daher  die  x-  und  die  t/-Achse  nach 
Osten  bzw.  nach  Norden  zeigen,  so  geht  die  «-Achse  senkrecht  nach 
oben.')     Der   Sinn,   in   dem   die   Zirkulation   nach   der  Annahme   in 


1}  Maxwell,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  8,  3.  379  und  280.    In  du  obigen  Figur 
irt  uuunehmBn,  daß  die  z-Aolue  auf  den  Leser  <-u  gerichtet  ist. 
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Gleichung  (2)  gerechnet  wird,  bezieht  sich  dann  auf  die  Richtung 
der  Normalen  (l,  tu,  m)  in  der  Weise,  die  durch  eine  Rechtsschraube 
charakterisiert  ist.1) 

Die  Unterscheidung  zweier  Klassen  von  Vektoren  ist  jetzt  all- 
gemein gebräuchlich.  Wenn  wir  in  ein  anderes  Koordinatensystem  mit 
den  rechtwinkligen  Achsen 

Ox',  Oy',  Od,  z    y     i 

transformieren,    dessen  Richtungen    in    der   üblichen  J"  ntl'  **' 

Weise  durch  das  nebenstehende  Schema  der  Rieh-  *  "  "**'  Mg' 
tungskosinusse  bestimmt  sind,  so  haben  wir  in  allen  *  h>  mt>  **■ 
Fällen: 

u  =-llu+  mL  v  +  «,  w  | 


w'  =  ig»  +  mtv  +  Mg» 


(3) 


Andererseits  aber  finden  wir: 

V-±ÄS  +  «M  +  «S0  »  (4) 

f  -  ±  Ä6  +  «il  +  W 
wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je  nachdem  die 
beiden  Achsensysteme  kongruent  sind  oder  nicht.1)  Ein  Vektor,  der, 
wie  die  Geschwindigkeit  (u,  v,  w),  durch  Formeln  von  dem  Typus  (3) 
transformiert  wird,  heißt  „polar";  ein  Vektor  hingegen,  der,  wie  (|,  r),  £), 
durch  Formel  (4)  transformiert  wird,  wird  als  „achsiater"  Vektor 
unterschieden.*) 

§  33.  Formulieren  wir  jetzt  die  Tatsache,  daß  die  Zirkulation 
um  den  Rand  einer  endlichen  Fläche  gleich  der  Summe  der  Zirku- 
lationen um  die  Grenzen  der  unendlich  kleinen  Elemente  ist,  in  welche 
die  Fläche  geteilt  werden  kann,  so  haben  wir  nach  (2): 

f(udx  +  vdy  +  wdt)  =  2  ff (11  +  mi}  +  »£)  dS,  (6) 

oder  wenn  wir  für  |,  ij,  £  die  Werte  aus  §  30  einsetzen: 

/6-f^r+-«)-jÖf1i(g-!3+-(j;-S+.C-g)*Äm 

wo  das  einfache  Integral  über  die  Grenzlinie,  das  Doppelintegral  über 

1)  VargL  Maxwell,  Ekctricity  and  Magnetism,  Oxford  1873,  §  28. 

2)  Zwei  Rechtssysteme  oder  zwei  Linkasyateme  unter  sich  sind  kongruent, 
wahrend  ea  ein  Rechts-  und  ein  Linkesvetem  nicht  Bind. 

8)  Yergl.  M.  Abraham,  „Geometrische  Grundbegriffe  der  Mechanik  deformier- 
bwer  Körper",  Enzyklopädie  der  math.  Wissenschaften,  Bd.  IV,  Leipzig  1901. 
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die  Fläche  zu  erstrecken  ist.1)  In  diesen  Formeln  sind  die  Größen  l,  m,  n 
die  Richtungskosinusse  der  Normalen,  die  immer  nach  einer  Seite  der 
Fläche  gezogen  ist,  welche  wir  als  die  positive  Seite  bezeichnen 
können;  die  Richtung  für  die  Integration  in  dem  ersten  Gliede  ist 
dann  diejenige,  in  der  ein  Mensch,  der  auf  der  positiven  Seite  der 
Fläche  dicht  bei  der  Begrenzung  wandert,  gehen  muß,  am  die  Fläche 
stets  auf  der  Linken  zn  haben. 

Der  Satz  (5)  oder  (6)  kann  offenbar  auch  auf  eine  Fläche  aus- 
gedehnt   werden,    deren   Begrenzung    aus    zwei    oder    mehreren    ge- 
schlossenen   Kurven    besteht,   vorausgesetzt,   daß   die   Integration   in 
dem  ersten  Glied  um  jede  derselben  in  der  ent- 
sprechenden  Richtung   ausgeführt   wird,   gemäß 
der  eben  gegebenen  Regel.    Wenn  also  das  Ober- 
flachenintegral in  (6)  über  den  schraffierten  Teil 
der  nebenstehenden  Figur  erstreckt  wird,  so  sind 
die  Richtungen,  nach  welchen  die  Zirkulationen 
in    den    einzelnen    Teilen     der    Begrenzung    zu 
nehmen  sind,  durch  die  Pfeile  bezeichnet,  wobei 
die  positive  Seite  der  Fläche  die    ist,  welche 
dem  Leser  zugekehrt  ist. 
Der  Wert  des  Obernächenintegrals  für  eine  geschlossene  Fläche  ist  0. 
Es  mag  bemerkt  werden,  daß  die  Gleichung  (6)  einen  rein  mathe- 
matischen Satz  darstellt,  und  daß  sie  richtig  ist,  gleichviel  was  für 
Funktionen  von  x,  y,  e  die  Größen  u,  v,  w  sein  mögen,  wobei  nur 
vorausgesetzt   ist,   daß   sie   in   allen  Punkten  der  Fläche   stetig  und 
differenzierbar  sind.*) 

§  33.  Der  Rest  dieses  Kapitels  ist  der  Untersuchung  der  all- 
gemeinen kinematischen  Eigenschaften  der  wirbelfreien  Bewegung  ge- 
widmet, wie  sie  durch  die  Gleichungen 

S-oi 

i-o  (i) 

t-ol 

definiert  ist,  d.  h,  wo  die  Zirkulation  in  jeder  unendlich  kleinen  ge- 
schlossenen Kurve  0  ist.  Die  Existenz  und  die  Eigenschaften  des 
Geschwindigkeitspotentiales  in  den  verschiedenen  vorkommenden  Fällen 
erscheinen  dann  als  Folgen  dieser  Definition. 

1)  Dieser  Satz  stammt  von  Stokes,  Stnith't  Prite  Examinatüm  Papen  for 
1854.  Der  erste  Beweis,  der  veröffentlicht  wurde,  scheint  von  fiankel  gegeben 
zn  sein:  Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten,  Göttingen  1861, 
8.  36.  Der  oben  gegebene  stammt  von  Lord  Kelvin,  l.  c.  S.  S9.  Vergl.  auch 
Thomson- Tait,  Natural  Philoxophy,  %  190  (j),  und  Maxwell,  Electricity  and  Mag- 
netism,  §  24. 

2)  Es  ist  nicht  notig,  daß  ihre  Ableitungen  stetig  sind. 
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Die  physikalischu  Bedeutung  dieses  Gegenstandes  besteht  darin, 
daß  die  Bewegung  eines  Teiles  der  Flüssigkeit,  die  zu  einem  be- 
liebigen Zeitpunkt  wirbellos  war,  anter  gewissen,  sehr  allgemeinen 
Bedingungen  auch  weiterhin  wirbellos  bleibt.  Wie  wir  sehen  werden, 
ist  dies  praktisch  bereits  durch  den  Lagrangeschen  Satz,  der  in  §  17 
bewiesen  ist,  ausgesagt  worden,  aber  die  Wichtigkeit  dieses  Gegen- 
standes erfordert  eine  Wiederholung  der  Untersuchung  in  der  Euler- 
schen  Schreibweise,  wie  sie  von  Lord  Kelvin  gegeben  ist.1) 

Betrachten  wir  zunächst  eine  endliche  Linie  AB,  die  in  der 
Flüssigkeit  gezogen  ist,  und  nehmen  wir  an,  daß  jeder  Punkt  dieser 
Linie  sich  stets  mit  der  Geschwindigkeit  bewegt,  die  die  Flüssigkeit 
in  diesem  Punkte  besitzt.  Wir  wollen  dann  berechnen,  um  welchen 
Betrag  die  Strömung  längs  dieser  Linie,  von  A  nach  B,  zunimmt. 
Wenn  &x,  Sy,  de  die  Projektionen  eines  Linienelementes  auf  die 
Koordinatenachsen  sind,  so  haben  wir: 

£,(.«.)  _£««+„»£. 

Jetzt  ist  -jff,  der  Betrag,  um  den  Sx  im  Verlauf  der  Flüssigfceits- 
bewegnng  pro  Zeiteinheit  wächst,  gleich  der  Differenz  der  Geschwindig- 
keiten parallel  zur  x- Achse  an  den  beiden  Enden,  nämlich  gleich  öu\ 
der  Wert  von  ,.  ist  in  §  6  gegeben.  Durch  solche  Betrachtungen 
finden  wir  daher,  wenn  p  Funktion  von  p  allein  ist,  und  wenn  die 
äußeren  Kräfte  X,  T,  Z  ein  Potential  fl  haben, 

-£-t  (udx  +  vdy  +  wSz)  =  —  ^  —  äH  +  uSu  +  väv  +  toSw. 

Integrieren  wir  längs  der  Linie  AB,  bo  erhalten  wir: 

B  B 

%-J(«dx  +  vdy  +  wii)  -  [-jd-f  -a  +  H'],         (2) 

oder  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  die  Strömung  auf  dem  Wege  von  Ä 
nach  B  wächst,  ist  gleich  dem  Überschuß  des  Wertes 


-/ 


£-»+*■ 


in  B  über  den  in  A.     Dieser  Satz  umfaßt  die  ganze  Dynamik  einer 
vollkommenen   Flüssigkeit.     Z.  B.  können   die    Gleichungen  (2)   des 
§  15  hieraus    abgeleitet   werden,  wenn   man   für  AB   die   unendlich 
kleine  Linie  nimmt,  deren  Projektionen  ursprünglich 
Sa,  Sb,  Sc 


1)  Li 
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waren,  und  die  Koeffizienten  dieser  unendlich  kleinen  Größen  einzeln 
gleich  0  setzt. 

Wenn  ß  eindeutig  ist,  so  ist  der  Aasdruck  in  der  Klammer  auf 
der  rechten  Seite  von  (2)  eine  eindeutige  Funktion  von  x,  y,  e.  Wenn 
daher  die  Integration  auf  der  linken  Seite  über  eine  geschlossene 
Kurve  erstreckt  wird,  sodaß  B  mit  A  zusammenfällt,  haben  wir: 

dx  +  vdy  +  wde)  -  0,  (3) 

oder:  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve,  die  sich  mit  der 
Flüssigkeit  bewegt,  ist  von  der  Zeit  unabhängig. 

Hieraus  folgt,  daß  die  Bewegung  eines  Teiles  einer  Flüssigkeit, 
die  anfänglich  wirbelfrei  war,  diese  Eigenschaft  immer  behalt;  denn 
sonst  würde  die  Zirkulation  in  jeder  unendlich  kleinen  geschlossenen 
Kurve  nicht  fortwährend  0  sein,  wie  es  am  Anfang  gemäß  Gleichung  (5) 
des  §  32  der  Fall  ist. 

§  84.  Betrachten  wir  jetzt  irgend  ein  Gebiet,  das  von  einer 
wirbelfreien  fließenden  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  so  ersehen  wir  aus 
Gleichung  (5)  des  §  32,  daß  die  Zirkulation  in  jeder  geschlossenen 
Kurve  0  ist,  durch  die  eine  stetige,  ganz  in  dem  Gebiet  liegende 
Fläche  gelegt  werden  kann,  oder  mit  anderen  Worten,  welche  zu 
einem  Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  ohne  dabei  das  Gebiet 
zu  verlassen.    Eine  derartige  geschlossene  Kurve  wird  als  „realisierbar" 


Betrachten  wir  ferner  zwei  Kurven  ACB  und  ABB,  die  zwei 
Funkte  A  und  B  des  Gebietes  verbinden,  und  zwar  so,  daß  jede 
durch  stetige  Veränderung  in  die  andere  übergeführt  werden  kann, 
ohne  daß  dabei  das  Gebiet  verlassen  wird.  Solche  Linien  heißen 
„ineinander  überführbar".  Da  die  geschlossene  Kurve  ACBDA  re- 
duzierbar ist,  so  haben  wir: 

J(ACBDÄ)~0 

oder,  da  J(BDA) J(ADB), 

so  folgt  J(ACB)  -  J(ADB), 

d.  h.  die  Strömung  längs  zwei  überführbaren  Linien  ist  die  gleiche. 

Ein  Gebiet  heißt  „einfach  zusammenhängend",  wenn  alle  Linien, 
die  zwei  beliebige  Punkte  desselben  verbinden,  ineinander  überführbar 
sind.  Ein  solches  Gebiet  ist  z.  B.  das,  welches  von  einer  Kugel  oder 
von  zwei  konzentrischen  Kugeln  begrenzt  wird.  Im  folgenden,  bis 
zu  §  46,  betrachten  wir  nur  einfach  zusammenhängende  Räume. 

§  35,  Die  wirbellose  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in  einem  ein- 
fach zusammenhängenden  Raum  ist  durch  die  Existenz  eines  eindeu- 
tigen Geschwindigkeitspotentiales  charakterisiert.    Bezeichnen  wir  mit 
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—  qp  die  Strömung  von  einem  festen  Punkte  A  nach  einem  variablen 

Punkte  P,  so  ist: 

p 
tp £  (udz  +  vdy  +  tvde).  (1) 

Der  Wert  von  9  ist,  wie  gezeigt  wurde,  unabhängig  von  dem 
Integrationswege,  vorausgesetzt,  daß  dieser  ganz  innerhalb  des  Ge- 
bietes liegt.  Deshalb  ist  tp  eine  eindeutige  Funktion  der  Lage  von  P; 
wir  nehmen  an,  es  sei  durch  die  Koordinaten  (z,  y,  g)  dieses  Punktes 
ausgedruckt.  Verrücken  wir  P  nacheinander  um  unendlich  kleine 
Strecken,  parallel  zu  jeder  der  Koordinatenachsen,  so  finden  wir: 


(2) 


— w\ 

d.  h.  qp  ist  ein  Geschwindigkeitspotential  gemäß  der  Definition 
des  §  17. 

Ersetzen  wir  A  durch  einen  anderen  Punkt  B  als  untere  Grenze 
in  dem  Integral  (1),  so  kommt  nur  eine  willkürliche  Konstante  zu 
dem  Werte  von  9  hinzu,  nämlich  die  Strömung  von  A  nach  JB.  Die 
ursprüngliche  Definition  von  tp  (§  17)  und  die  physikalische  Deutung 
(§  18)  bestimmen  in  gleicher  Weise  die  Funktion  bis  auf  eine  addi- 
tive Konstante. 

Folgen  wir  dem  Laufe  einer  Stromlinie,  so  nimmt  der  Wert  von 
tp  beständig  ab;  deshalb  können  die  Stromlinien  in  einfach  zusammen- 
hängenden Bäumen  niemals  geschlossene  Kurven  bilden. 

§  36.  Die  Funktion  tp,  mit  der  wir  es  hier  zu  tun  haben,  ist 
naturgemäß  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten  endlich,  stetig  und 
eindeutig  für  alle  Punkte  des  betrachteten  Raumes.  Im  Falle  der 
inkompressiblen  Flüssigkeiten,  die  wir  jetzt  ausführlicher  betrachten 
wollen,  muß  ip  auch  der  Kontinuitätsgleichung  (5)  des  §  20  genügen, 
oder,  wie  wir  künftig  kurz  schreiben  wollen,  es  muß 

W  -  Atp  =  0  (1) 

für  alle  Punkte  des  Gebietes  sein.  Daher  ist  tp  denselben  mathe- 
matischen Bedingungen  unterworfen,  wie  das  Potential  von  Hassen, 
die  sich  nach  dem  Gesetze  des  umgekehrten  Quadrates  der  Entfernung 
anziehen  oder  abstoßen,  für  außerhalb  dieser  Hassen  gelegene  Punkte; 
viele  Sitze,  die  in  den  Theorien  der  Attraktion,  der  Elektrostatik, 
des  Hagnetismus  und  der  Wärmeleitung  aufgestellt  Bind,  haben  auch 
eine  hydrodynamische  Anwendung.    Wir  gehen  dazu  über,  diejenigen 

o 
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Sätze  zu  entwickeln,  welche  von  diesem  Gesichtspunkt  ans  am  wich- 
tigsten sind. 

Bei  einer  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  wird  das 
Oberflächenintegral  der  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit,  er- 
streckt über  eine  beliebige  offene  oder  geschlossene  Fläche,  als 
„Fluß"  oder  „Dttrchgangsmenge?  durch  diese  Fläche  bezeichnet.  Dies 
ist  gleich  dem  FlÜsBigkeitsvolumen,  das  in  der  Zeiteinheit  durch  die 
Fläche  fließt. 

Wenn  die  Bewegung  wirbelfrei  ist,  wird  der  Fluß  durch 

PJL. 
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gegeben,  wo  öS  ein  Element  der  Fläche  und  8 n  ein  Element  ihrer  Nor- 
malen  bedeutet,  die  in  der  festgesetzten  Richtung  gezogen  ist.  In  einem 
Raum,  der  ganz  von  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  ist  der  Fluß  durch  die  Grenz- 
fläche gleich  0,  d.  h. 

ffg*S-0,  (2) 

wo  das  Element  ön  der  Normalen  immer  nach  der  gleichen  Seit* 
(z.  B.  nach  Innen)  gezogen  und  die  Integration  über  die  ganze  Be- 
grenzung zu  erstrecken  ist.  Dies  kann  als  eine  Verallgemeinerung 
der  Kontinnitätsgleichuug  (1)  betrachtet  werden. 

Die  Stromlinien,  die  durch  die  verschiedenen  Punkte  einer  un- 
endlich kleinen  geschlossenen  Kurve  gezogen  sind,  bestimmen  einen 
Faden,  der  als  ,ßtromfaden"  bezeichnet  werden  kann.  Das  Produkt 
der  Geschwindigkeit  (q)  mit  dem  Querschnitt  (tf)  ist  für  alle  Punkte 
des  Fadens  dasselbe. 

Wir  können  uns,  wenn  wir  wollen,  den  ganzen  von  der  Flüssig- 
keit erfüllten  Raum  aus  Stromfäden  bestehend  denken  nnd  annehmen, 
daß  die  Gestalt  der  Fäden  so  bestimmt  ist,  daß  das  Produkt  qs  für 
jeden  den  gleichen  Wert  besitzt.  Der  Fluß  durch  irgend  eine  Fläche 
ist  dann  der  Anzahl  der  Stromfäden  proportional,  welche  diese  durch- 
setzen. Für  den  Fall,  daß  die  Fläche  geschlossen  ist,  besagt  Glei- 
chung (2),  daß  ebenso  viele  Stromfäden  durch  die  Fläche  ein-,  wie 
austreten.  Daher  kann  eine  Stromlinie  nicht  in  einem  Punkte  der 
Flüssigkeit  beginnen  oder  enden. 

§  37.  Die  Funktion  cp  kann  in  einem  Punkte  innerhalb  der 
Flüssigkeit  kein  Maximum  oder  Minimum  haben;  denn  wenn  dies  der 
Fall  wäre,  so  müßten  wir  anf  einer  kleinen  geschlossenen  Fläche,  die 
diesen  Punkt  einschließt,  7^  überall  positiv  oder  überall  negativ 
haben.     Jeder  dieser  Fälle  ist  mit  Gleichung  (2)  nicht  verträglich. 

Ferner  kann  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  keinem  Punkte 
innerhalb  der  Flüssigkeit  ein  Maximum  haben.     Es  sei  die  x  -Achse 
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parallel  zur  Richtung  der  Geschwindigkeit  in  einem  Punkt  P. 
Die  Gleichung  (1)  und  ebenso  die  Gleichung  (2)  wird  erfüllt,  wenn 
wir  jy—  anstatt  tp  schreiben.  Die  obige  Darlegung  zeigt  dann,  daß 
j~  kein  Maximum  oder  Minimum  in  P  haben  kann.     Daher  muß  es 

in  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  von  P  Punkte  geben,  wo  (~\ , 
und  deshalb  um  so  mehr 

©*+©+(§?)' 

größer  ist  als  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  P.1) 

Andererseits  kann  daB  Quadrat  der  Geschwindigkeit  für  einen 
Punkt  der  Flüssigkeit  ein  Minimum  sein.  Der  einfachste  Fall  ist 
der,  daß  die  Geschwindigkeit  0  wird;  man  vergleiche  z.  B.  die  Figur 
des  §  69. 

§  38.  Wir  wollen  die  Gleichung  (2)  auf  die  Oberfläche  eines 
kugelförmigen  Gebietes  der  Flüssigkeit  anwenden.  Wenn  r  den  Ab- 
stand eines  Punktes  vom  Zentrum  der  Kugel  bedeutet,  und  d*ET  den 
räumlichen  Gesichtswinkel,  unter  dem  ein  Element  ÖS  der  Oberfläche 
vom  Zentrum  aus  gesehen  wird,  so  haben  wir: 


and 


Läßt  man  den  Faktor  r*  weg,  so  lautet  (2): 

Jfe«-o, 

oder 

>-0.  (3) 


M 


oder 

den  Mittelwert  von  tp  auf  der  Kugeloberfläche  angibt,  so  zeigt  Glei- 
chung (3),  daß  dieser  Mittelwert  unabhängig  vom  Radius  ist.    Er  ist 

1)  Dieser  Satz  wurde  in  anderem  Zusammenhange  von  Lord  Kelvin  aus- 
gesprochen, Phil.  Mag.,  Okt.  1850  {Reprint  of  Paper«  <m  Elektrostatik  etc.,  Lon- 
don 187S,  §  666).  Der  obige  Beweis  stammt  von  Kirchhoff,  Vorlesungen  über 
mathematische  Physik,  Bd.  I  (Mechanik),  Leipzig  1876,  8.  186.  Ein  uiderex  Be- 
weis wird  unten  gegeben  werden  {§  44). 
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also  derselbe  für  jede  beliebige  Kugel,  die  der  obigen  konzentrisch 
ist,  und  die  man  durch  allmähliche  Veränderung  des  Radius  in  diese 
überführen  kann,  ohne  das  Gebiet  zn  verlassen,  welches  von  der 
wirbellos  bewegten  Flüssigkeit  erfüllt  ist  Wir  können  uns  daher  die 
Kugel  in  einen  Punkt  zusammengezogen  denken  und  erhalten  so  einen 
einfachen  Beweis  des  Satzes,  den  zuerst  GauB')  in  seiner  Abhandlung 
Über  die  Theorie  der  Attraktion  gegeben  hat,  daß  nämlich  der  Mittel- 
wert von  <p  über  eine  Kugelob  erfläch  e,  in  deren  Inneren  die  Gleichung  (1) 
erfüllt  ist,  gleich  dem  Werte  im  Mittelpunkte  selbst  ist. 

Der  in  §  37  bewiesene  Satz,  daß  ip  im  Inneren  der  Flüssigkeit 
kein  Maximum  oder  Minimum  haben  kann,  ist  eine  unmittelbare 
Folge  des  obigen. 

Dieser  Beweis  scheint  im  Prinzip  von  Frost*)  zu  stammen.  Eine 
andere,  der  Form  nach  etwas  verschiedene  Darstellung  ist  von  Lord 
Rayleigh*)  gegeben  worden.  Die  lineare  Gleichung  (1)  wird  durch 
das  arithmetische  Mittel  einer  Anzahl  einzelner  Lösungen  <p1;  <plt  g>t,  ■  ■  ■ 
erfüllt.  Wir  wollen  annehmen,  daß  eine  unbegrenzte  Zahl  recht- 
winkliger Achsensysteme  gleichmäßig  um  einen  Pnnkt  P  als  Aus- 
gangspunkt angeordnet  ist,  und  femer,  daß  (pl,  <pt,  <pit  ■•■  die 
Geschwindigkeitspotentiale  der  Bewegungen  sind,  welche  zu  diesen 
Systemen  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  ursprüngliche  Be- 
wegung «  zu  dem  System  x,  y,  z.  In  diesem  Falle  ist  das  arith- 
metische Mittel  (als  <p  bezeichnet)  der  Funktionen  <pu  <p,,  <ps,  ■  ■  ■ 
eine  Funktion  von  r,  dem  Abstand  von  P,  allein.  Es  mag  nun  durch 
~<p  eine  Bewegung  dargestellt  werden;  da  der  Fluß  durch  eine  Kugel- 
oberfläche gleich  0  ist,  die  zu  einem  Pnnkt  zusammengezogen  werden 
kann,  ohne  daß  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Baum  verlassen  wird, 
so  haben  wir: 

oder 

y  =  konst. 

§  39.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  daß  der  Raum,  der  von 
der  wirbelfrei  bewegten  Flüssigkeit  erfüllt  wird,  „periphraktisch"  ist*), 
d.  h.,  daß  er  im  Innern  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen  Flächen 
begrenzt  sei,  und  wir  wollen  Gleichung  (2)  auf  das  Gebiet  anwenden, 
das  im  Innern  von  einer  (oder  mehreren)  dieser  Flächen,  sowie  außen 

1)  „Allgemeine  Lehrsätze  usw.",  Resultate  ans  den  Beobachtungen  des 
magnetischen  Vereins,  188U.   (Gesammelte  Werke,  Göttingan  1870—80,  Bd.V,  8. 199.) 

3)  Quarterly  Journal  of  Mathematics,  18,  1878. 

8)  Meseenger  of  Mathematics,  7,  S.  69,  1878;  Sc.  Papers  I,  S.  817. 

4)  Vergl.  Maiwell,  Electricitv  and  Magnelism,  §S  18  und  32.  Ein  Gebiet 
heißt  „aperiphraktisch" ,  wenn  jede  geschlossene  Fläche  in  ihm  zu  einem  Punkt 
zusammengezogen  werden  kann,  ohne  das  Gebiet  zu  verlassen. 
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von  einer  Kugelfläche  eingeschlossen  wird,  welche  die  ersteren  voll- 
ständig umschließt  nnd  ganz  in  der  Flüssigkeit  liegt.  Wenn  M  den 
gesamten  Flnß  durch  die  inneren  Grenzflächen  in  diesen  Baum  be- 
deutet, ao  finden  wir  mit  derselben  Bezeichnung  wie  früher: 


ff 


yrds--M, 

wobei  die  Integration  über  die  Kugeloberfläche  allein  zu  erstrecken 
ist.     Dies  kann  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

1  s  ff  **.        x 

folglich 

ilrJf^-rJß^-^r  +  C-  W 

Es  ist  also  der  Mittelwert  von  tp  auf  einer  Kugeloberfläche,  welche 
den  oben  genannten  Bedingungen  genügt,  gleich 

;!,  +  c- 

wo  r  der  Radius,  M  eine  absolute  Konstante  nnd  C  eine  Größe  ist,  die 
unabhängig  vom  Radius  ist,  aber  von  der  Lage  des  Zentrums  ab- 
hängen kann.1) 

Wenn  jedoch  das  ursprüngliche  Gebiet,  in  dem  die  wirbellose 
Bewegung  stattfindet,  nach  außen  hin  unbegrenzt  ist,  und  wenn  die 
ersten  (also  auch  alle  höheren)  Ableitungen  von  <p  im  Unendlichen 
verschwinden,  dann  ist  der  Wert  von  C  der  gleiche  für  alle  Kugel- 
flächen, welche  die  sämtlichen  inneren  Flächen  umschließen.  Denn 
wenn  eine  solche  Kugel  parallel  zur  x-  Achse1)  ohne  Änderung  ihrer 
Größe  verschoben  wird,  so  ist  das  Gefälle  von  C  infolge  dieser 
Verschiebung  nach  (4)  gleich  dem  Mittelwert  von  ,—  auf  der  Ober- 
fläche. Da  vj- ■  im  Unendlichen  verschwindet,  so  kann  man  den  letz- 
teren Mittelwert  beliebig  klein  machen,  wenn  man  die  Kugel  groß 
genug  nimmt.  Daher  wird  C  bei  einer  Verschiebung  des  Kugelmittel- 
punktes parallel  zur  z1- Achse  nicht  verändert.  Auf  die  gleiche  Weise 
sehen  wir,  daß  C  bei  einer  Verschiebung  parallel  zur  y-  oder  r-Achse 
nicht  geändert  wird,  d.  h.  C  ist  absolut  konstant. 

Wenn  die  inneren  Grenzflächen  des  Gebietes  so  beschaffen  sind, 
daß   der  gesamte  Flnß  durch  sie  0  ist  (z.  B.  wenn  diese  die  Ober- 


1)  Selbstverständlich   sind   die  Kngelfliichen ,   für  welche  dieser  Satz  gilt, 
ineinander  überführbar,  in  einem  analogen  Sinne  wie  in  §  31. 

2)  Kirchhoff,  Mechanik,  S.  191. 

Lmub,  Hydrodynamik.  4 
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Sachen  von  festen  Körpern  oder  von  Teilen  der  inkompressiblen  Flüssig- 
keit Bind,  die  etwa  in  Wirbelbewegung  begriffen  sind),  so  haben  wir 

Jtf-O, 
sodaß  der  Mittelwert  von  q>  auf  jeder  beliebigen,  sie  einschließenden 
Kugelfläche  derselbe  ist 

§  40.  1.  Ist  <p  auf  der  Grenzfläche  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Baumes,  der  von  einer  wirbelfrei  bewegten  Flüssigkeit  er- 
füllt ist,  konstant,  so  besitzt  es  denselben  konstanten  Wert  in  dem 
ganzen  Inneren  dieses  Raumes.  Denn  wenn  es  nicht  konstant  wäre, 
würde  es  notwendig  ein  Maximum  oder  Minimum  in  irgend  einem 
Punkte  dieses  Raumes  haben. 

Andererseits  haben  wir  in  den  §§  35  und  36  gesehen,  daß  die 
Stromlinien  nicht  in  einem  Punkt  des  Raumes  beginnen  oder  endigen 
können,  und  daß  sie  nicht  geschlossene  Kurven  bilden  können,  die 
ganz  in  ihm  liegen.  Sie  müssen  daher  den  Raum  durchsetzen,  indem 
sie  an  der  Grenzfläche  beginnen  oder  enden.  In  unserem  Falle  jedoch 
ist  dies  unmöglich,  denn  eine  solche  Linie  geht  immer  von  Punkten, 
wo  tp  größer  ist,  zu  Punkten,  wo  es  kleiner  ist.  Deshalb  kann  keine 
Bewegung  vorhanden  sein,  d.  h. 

d<p  d<?       Sq> n 

3*  ~  dy  ™  Si  ~  U' 
folglich  ist  <p  konstant  and  gleich  dem  Werte  an  der  Grenzfläche. 

2.  Wenn  J^  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  des  oben  be- 
schriebenen Gebietes  0  ist,  so  ist  <p  im  Inneren  überall  konstant. 
Denn  die  Bedingung  i^-  =  0  drückt  aus,  daß  keine  Stromlinien  in 
das  Gebiet  eintreten  oder  es  verlassen,  sondern  daß  sie  alle  in  ihm 
eingeschlossen  sind.  Dies  ist  jedoch  mit  den  anderen  Bedingungen 
im  Widerspruch,  denen  die  Linien  unterworfen  sind.  Folglich  kann, 
wie  oben,  keine  Bewegung  stattfinden,  und  <p  ist  konstant. 

Dieser  Satz  kann  auch  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 
Es  kann  keine  kontinuierliche  wirbelfreie  Bewegung  einer  inkom- 
pressiblen  Flüssigkeit  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Räume 
stattfinden,  der  ganz  von  festen  Wänden  begrenzt  wird. 

3.  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  daß  die  Grenzfläche  des  Raumes 
teilweise  aus  Flächen  S  besteht,  wo  <p  einen  gegebenen  konstanten 
Wert  hat,  und  teilweise  aus  anderen  Flächen  ü,  wo  =-  —  0  irt.  Dem 
vorausgehenden  gemäß  können  keine  Stromlinien  von  einem  Punkte 
von  S  zu  einem  anderen  gehen,  und  keine  Stromlinie  kann  durch  E 
hindurchgehen.  Daher  existieren  keine  solchen  Linien;  <p  ist  deshalb 
wie  vorher  konstant  und  gleich  seinem  Werte  auf  S. 
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Es  folgt  aus  diesen  Sätzen,  daß  die  wirbellose  Bewegung  einer 
inkompre&siblen  Flüssigkeit  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Raum 
eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  entweder  der  Wert  von  q>  oder  der  Wert 
der  nach  Innen  gerichteten  Normalkomponente  —  ;p  für  alle  Punkte  der 
Grenze  vorgeschrieben  ist,  oder  schließlich,  wenn  der  Wert  von  q>  für 
einen  Teil  der  Grenzfläche  gegeben  ist  und  der  Wert  von  —  ^  für  den 
übrigen  Teil.  Denn  wenn  t»,  und  <pt  die  Geschwindigkeitspotentiale 
zweier  Bewegungen  sind,  deren  jede  die  vorgeschriebenen  Grenz- 
bedingungen in  einem  dieser  Fälle  erfüllt,  so  genügt  die  Funk- 
tion <s,  —  <pt  der  Bedingung  (1)  oder  (2)  oder  (3)  dieses  Paragraphen, 
und  muß  deshalb  im  ganzen  Räume  konstant  sein. 

§  41.  Eine  Klasse  von  sehr  wichtigen  Fällen,  die  jedoch  in  den 
vorstehenden  Sätzen  nicht  völlig  einbegriffen  sind,  besteht  darin,  daß 
der  Raum,  den  die  wirbelfrei  bewegte  Flüssigkeit  einnimmt,  sich  bis  in 
das  Unendliche  erstreckt,  jedoch  im  Innern  von  einer  oder  mehreren 
geschlossenen  Flächen  begrenzt  ist.  Wir  nehmen  zunächst  an,  daß 
der  Raum  einfach  zusammenhängend,  und  9  folglich  eindeutig  ist. 

Wenn  tp  auf  der  inneren  Grenzfläche  konstant  ist,  und  in  unend- 
licher Entfernung  von  der  inneren  Grenzfläche  Überall  denselben 
konstanten  Grenzwert  besitzt,  so  ist  es  im  ganzen  Räume  konstant. 
Denn  andernfalls  würde  <p  irgendwo  ein  Maximum  oder  Minimum  haben. 

Wir  schließen  gerade  wie  in  §  40,  daß  der  Wert  von  q>  überall 
eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  er  willkürlich  auf  der  inneren  Grenzfläche 
gegeben  ist  und  im  Unendlichen  einen  bestimmten  konstanten  Wert 
besitzt. 

Wichtiger  für  unsere  Zwecke  ist  der  Satz,  daß  tp  Überall  kon- 
stant ist,  wenn  die  normale  Komponente  in  jedem  Punkt  der  inneren 
Begrenzung  0  ist  und  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht.  Wir 
können  dies  aber  nicht  sogleich  aus  dem  Beweis  des  entsprechenden 
Satzes  (§  40)  schließen.  Wir  dürfen  zwar  voraussetzen,  daß  der  Baum 
außen  von  einer  unendlich  "  großen  Fläche  begrenzt  wird,  wo  in 
jedem  Punkte  .,  unendlich  klein  ist,  aber  es  ist  wohl  denkbar,  daß 
das  Integral 


fj 


i  •  ■  dS, 


erstreckt  über  einen  Teil  dieser  Fläche,  dennoch  endlich  ist;  in  diesem 
Fall  würde  die  Schlußweise  ihre  Berechtigung  verlieren.  Wir  ver- 
fahren deshalb  folgendermaßen: 

Da    die    Geschwindigkeit    in    unendlicher    Entfernung    von    der 
inneren   Grenzfläche  (S)  sich  der  Grenze  0  nähert,   muß   es  möglich 
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sein,  eine  geschlossene  Fläche  £  zn  finden,  die  S  vollständig  ein- 
schließt, und  außerhalb  deren  die  Geschwindigkeit  unter  einer  be- 
stimmten Grenze  s  liegt,  welche  beliebig  klein  gemacht  werden  kann, 
wenn  £  genügend  groß  genommen  wird.  Nun  nehmen  wir  in  be- 
liebiger Richtung  von  S  einen  Punkt  P  an,  und  zwar  in  solcher  Ent- 
fernung von  £,  daß  der  räumliche  Gesichtswinkel,  unter  dem  E  in 
ihm  erscheint,  unendlich  klein  ist;  um  P  als  Mittelpunkt  legen  wir 
zwei  Kugeln,  von  denen  die  eine  S  gerade  ausschließt,  die  andere  ein- 
schließt. Wir  werden  nun  beweisen,  daß  der  Mittelwert  von  tp  auf 
jeder  dieser  Kugeln,  abgesehen  von  einer  unendlich  kleinen  Größe, 
der  gleiche  ist.  Dean  wenn  Q  und  Q'  Funkte  dieser  Kugeln  auf  dem 
gemeinschaftlichen  Radius  PQQf  sind,  dann  können  die  entsprechenden 
Werte  von  9  sich  zwar  um  eine  endliche  Größe  unterscheiden,  falls  Q 
und  Q'  innerhalb  22  liegen;  da  aber  der  Teil  jeder  Kugelfläche,  der  inner- 
halb 22  liegt,  einen  unendlich  kleinen  Teil  der  ganzen  Kugel  bildet,  so 
kann  sich  folglich  kein  endlicher  Unterschied  der  Mittelwerte  ergeben. 
Wenn  andererseits  Q  und  Q'  außerhalb  22  liegen,  so  müssen  sich  die 
entsprechenden  Werte  von  tp  um  weniger  als 

•■w 

unterscheiden,  denn  s  ist  nach  Definition  die  obere  Grenze  für  das 
Gefalle  von  tp.  Folglich  müssen  die  Mittelwerte  von  tp  über  den 
beiden  Kugelflächen  sich  um  weniger  als  s  ■  QQ'  unterscheiden.  Da  Q$ 
endlich  ist,  während  e  beliebig  klein  gemacht  wird,  indem  man  22 
groß  genug  nimmt,  so  kann  die  Differenz  der  Mittelwerte  unendlich 
klein  gemacht  werden,  wenn  P  in  genügender  Entfernung  ange- 
nommen wird. 

Nun  haben  wir  in  den  §§  38  und  39  gesehen,  daß  der  Mittel- 
wert von  tp  über  die  innere  Kugel  gleich  dessen  Werte  in  P  ist,  und 
daß  der  Mittelwert  über  die  äußere  Kugel  (d&M—  0)  gleich  der 
konstanten  Größe  C  ist.  Daraus  ergibt  sich  schließlich,  daß  der  Wert  tp 
im  Unendlichen  überall  der  konstanten  Große  C  zustrebt. 

Derselbe  Satz  gilt  auch,  wenn  die  Normalkomponente  der  Ge- 
schwindigkeit an  der  inneren  Grenzfläche  nicht  0  ist;  denn  in  dem 
Satz  des  §  39  ist  M  durch  r  dividiert,  welches  in  unserem  Falle  un- 
endlich ist. 

Wenn  also  in  allen  Punkten  der  inneren  Begrenzung  ,  -  =  0  isl^  und 
wenn  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht,  so  folgt,  daß  sie  Überall 
in  Ruhe  ist.  Denn  es  können  keine  Stromlinien  an  der  inneren 
Grenzfläche  beginnen  oder  endigen.  Wenn  also  Stromlinien  vorhanden 
sind,  so  müssen  sie  aus  unendlicher  Ferne  kommen,  die  Flüssigkeit 
durchsetzen  und  wieder  in  das  Unendliche  gehen,  d.  h.  sie  müssen 
unendlich  lange  Linien  zwischen  Gebieten  bilden,  wo  9,  bis  auf  eine 
unendlich  kleine  Größe,  den  gleichen  Wert  C  besitzt,  was  unmöglich  ist. 
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Aas  denselben  Gründon,  wie  in  §  40,  folgt  der  Satz,  daß  die 
Bewegung  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  die  Flüssigkeit  im  Unend- 
lichen in  Robe  ist  und  der  Wert  von  —  ~*  auf  der  inneren  Begrenzung 
vorgeschrieben  ist. 

Der  Green  sähe  Säte. 

§  42.  In  den  Lehrbüchern  über  Elektrostatik  usw.  werden  viele 
wichtige  Eigenschaften  des  Potentials  gewöhnlich  mit  Hilfe  des 
Greenschen  Satzes  hergeleitet.  Von  diesen  Eigenschaften  haben  wir 
die,  die  von  unserem  Standpunkt  aus  am  wichtigsten  erscheinen,  bereits 
gegeben.  Aber  da  der  Satz  unter  anderem  zu  einem  sehr  zweck- 
mäßigen Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  in  irgend  einem  Falle 
rotationsloser  Bewegung  führt,  so  soll  eine  Darstellung  desselben  hier 
Platz  finden. 

Es  seien  U,  V,  W  drei  beliebige  Funktionen,  welche  endlich,  ein- 
deutig und  differenzier  bar  in  allen  Punkten  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Raumes  sind,  der  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen 
Flächen  S  vollständig  begrenzt  ist;  es  sei  öS  ein  Element  einer 
dieser  Flächen,  und  l,  m,  n  seien  die  Richtungskosinusse  der  nach 
Innen  gerichteten  Kormalen.     Wir  wollen  zunächst  beweisen,  daß 

ffilU  +  »7+  nW)iS  -  -///(gl  +  fi+Jj)  ixili;    (1) 

wo  das  dreifache  Integral  Über  den  ganzen  Raum  und  das  Doppel 
integral  über  dessen  Begrenzung  zu  erstrecken  ist. 

Wir  denken    uns   eine  Schar  von  Flächen  so   gezogen,  daß  sie 

den  Raum  in  eine  Anzahl  einzelner  Teile  zerlegen;  dann  ist  das 
Integral 

ff{lü+mV+nW)dS,  (2) 

über  die  ursprüngliche  Grenzfläche  erstreckt,  gleich  der  Summe 
ähnlicher  Integrale,  deren  jedes  über  die  ganze  Begrenzung  eines 
dieser  Teile  zu  nehmen  ist.  Denn  für  jedes  Element  So  einer  dieser 
Schnittflachen  haben  wir  in  den  Integralen  Elemente 

(lU+mV+nW)8a  bezw.  (l'U+mV+nW)da, 
welche    den   Teilen   entsprechen,    die   auf   den   beiden    Seiten   dieser 
Fläche  liegen.    Da  aber  die  Normalen,  zu  denen  l,  m,  n  und  V,  m,  »' 
gehören,  stets  nach  Innen  zu  gezogen  sind,  so  haben  wir 


Bilden  wir  darum  die  Summe  der  genannten  Integrale,  so  verschwinden 
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alle  Elemente,  die  von  den  Schnittflächen  herrühren,  und  es  bleiben 
nur  die  übrig,  die  der  ursprunglichen  Grenzfläche  entsprechen. 

Wir  wollen  nnn  annehmen,  daß  die  Schnittflächen  aus  drei 
Systemen  von  Ebenen  besteben,  die  in  unendlich  kleinen  Abständen 
parallel  zu  den  Koordinatenebenen  gezogen  sind.  Sind  x,  y,  2  die 
Koordinaten  des  Mittelpunktes  eines  der  hierdurch  gebildeten  recht- 
winkligen Räume,  und  ö x,  3y,  Se  dessen  Kantenlängen,  so  ist  der  Teil 
des  Integrals  (2),  der  von  der  dem  Koordinatenanfangspunkt  zunächst 
gelegenen  j?- Fläche  herrührt, 

{ü-^Sx)SySz, 

und  derjenige,  der  von  der  entgegengesetzten  Seite  herrührt,  ist 

Die  Summe  beider  ist: 

—  -„—  •  öxaydz. 

Berechnen  wir  auf  die  gleiche  Weise  die  Teile  des  Integrals,  die  von 
den  übrigen  Paaren  von  Flächen  herrühren,  so  erhalten  wir  als 
Endresultat: 


Daher  drückt  Gleichung  (1)  einfach  die  Tatsache  aus,  daß  das  Ober- 
flächenintegral (2),  genommen  über  die  Begrenzung  des  Gebietes, 
der  Summe  ähnlicher  Integrale  gleich  ist,  die  Über  die  Grenzen  der 
Elemente  erstreckt  sind,  in  die  wir  uns  den  Raum  geteilt  dachten. 
Es  geht  aus  (1)  hervor,  oder  kann  durch  eine  Koordinatentrans- 
formation direkt  bewiesen  werden,  daß  der  Ausdruck 

du     dr     dw 

~dx  ~*~  dy  ~l~  3j 
eine  ^kalare"  Größe  ist,  wenn  (U,V,W)  einen  „polaren"  Vektor  dar- 
stellt; d.  h.  sein  Wert  wird  bei  einer  Koordinatentransformation  nicht 
geändert.    Dieser  Ausdruck  wird  jetzt  gewöhnlich  als  die  „Divergent" 
des  Vektorfeldes  im  Punkte  (x,  y,  z)  bezeichnet. 

Wenn  (ET,  V,  W~)  die  Geschwindigkeit  einer  kontinuierlichen  Sub- 
stanz darstellt,  so  ist  die  Deutung  einfach.  In  dem  speziellen  Falle 
einer  wirbelfreien  Bewegung  erhalten  wir  ferner: 

Z/*!*  dS fff^V  äxdyde,  (3) 

wo    dn    ein    Element    der    nach    Innen    gerichteten    Normale    der 
Fläche  S  ist. 

Digmzed^y  G00gle 
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Wenn  wir 

U=QU, 
W—QW 

setzen,  so  kommen  wir  wieder  zu  der  Untersuchung  des  §  8. 
Ein  anderer  wichtiger  Schluß  wird  gewonnen,  wenn  man 

ü-utp, 

V-t,9t 

W=w<p 
setzt,  wo  m,  v,  w  die  Beziehung 

innerhalb  des  Raumes  erfüllen,  und  an  der  Grenze 

lu  +  tnv  -\-  nw  —  0 
machen.    Wir  finden: 

Die  Funktion  tp  ist  hier  nur  den  Einschränkungen  unterworfen,  im 
ganzen  Gebiet  endlich,  eindeutig  und  stetig  zu  sein,  und  endliche 
erste  Ableitungen  zu  haben. 

§  43.  Es  seien  jetzt  <p  und  <p'  zwei  behebige  Funktionen, 
welche,  zusammen  mit  ihren  ersten  und  zweiten  Ableitungen,  im 
ganzen  betrachteten  Raum  endlich  and  eindeutig  sind;  wir  wollen 

TT       -      Sf' 


V-<p 

dtp 
'  di 

setzen,  so  daß 

W+mV  +  « 

,W-f%. 

Durch  Einsetzen  in 

Gleichung  (l)  finden  wir: 

//"»£«■ 

-fim 

+%%+'?,%)***'*> 

—  CCCtpt^tp'dxdydz.         (5) 

Digmzed^y  G00gle 
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Durch  Vertauschen  von  <p  und  y   erhält  man 

ffw'lt  dS ff  ff*  ^  +  f?  |*  +  c>  ?/)  dxdyd* 

JJ*  cn  JJJ\Sx  öx  T  cy  cy        cz    d»l  y 

— //  jfp'Afpdzdydz.         (6) 

Die  Gleichungen  (5)  und  ((!)  bilden  zusammen  den  Greenschen  Satz.1) 

§  44.  Wenn  <p  und  ip'  die  Geschwindigkeitspotentiale  zweier  ver- 
schiedener Arten  von  wirbelfreier  Bewegung  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  sind,  sodaß 

Av=0)  (i) 

so  erhalten  wir 


ffig*s-fß-gäs. 


Wenn  wir  uns  an  die  in  §  18  gegebene  physikalische  Deutung  des 
Geschwindigkeitspotentiales  erinnern,  indem  wir  uns  die  Bewegung  aus 
der  Ruhe  durch  Impulse  hervorgebracht  denken,  so  erkennen  wir,  daß 
diese  Gleichung  ein  besonderer  Fall  des  bekannten  Satzes  der  Dynamik 
ist,  daß 

£prqr'  —  2:pr'gri 

wo  pT  qT  und  pr'  qr'  generalisierte  Komponenten  von  Impuls  und  Ge- 
schwindigkeit für  zwei  beliebige  mögliche  Bewegungen  des  Systems 
bezeichnen.  ') 

Nehmen  wir  ferner  in  §  43  (6) 

<P  =  f, 
wo   <p    das   Geschwindigkeitspotential   einer   inkompressiblen   Flüssig- 
keit ist,  so  erhalten  wir: 

flfm'+ ©)'+ ©>**«•  -  -ffi  P, «    m 

Um  dies  zu  deuten,  multiplizieren  wir  beide  Seiten  mit  ^p.  Dann 
bezeichnet  auf  der  rechten  Seite  —  ^  die  Normalkomponente  der 
Geschwindigkeit  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit,  während  pip  (nach 
§  18)  der  impulsive  Druck  ist,  der  nötig  ist,  um  die  Bewegung  zu 
erzengen.  Ein  Satz  der  Dynamik')  sagt,  daß  die  von  einer  impul- 
siven Kraft  geleistete  Arbeit  gleich  dem  Produkt  des  Impulses  mit 
der  halben  Summe  der  in  der  Richtung  des  Impulses  genommenen 

1)  G.  Green,  Essay  on  Ekctricity  and  Magnetüm,  Nottingham  1828,  g  8 
(Mathematieal  Papers  [ed.  Fiirrers],  Cambridge  1871,  8.  23). 

2}  Thomoon-Tait,  Natural  Philosophy,  §  813,  Gleichung  (11). 
3)  Thomsou-Tait,  Natural  Philosoph^,  g  308. 
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Anfangs-  and  Endgeschwindigkeit  des  Punktes  ist,  auf  welchen  er 
gewirkt  hat.  Daher  drOckt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  in  der 
angegebenen  Modifikation  die  Arbeit  aus,  die  von  einem  System  von 
impulsiven  Drucken  geleistet  wird,  welches  die  tatsächliche  Bewegung 
erzeugen  würde,  wenn  es  auf  die  Oberfläche  S  wirken  würde;  die 
linke  Seite  hingegen  gibt  die  kinetische  Energie  dieser  Bewegung.  Die 
Formel  besagt,  daß  beide  Größen  gleich  sind.  Wenn  darum  T  die 
gesamte  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  so  haben  wir 
das  wichtige  Resultat: 

M—nffigdS.  (4) 


der  Gleichung 

dx 
genügt,  und  den  daraus  folgenden  Satz  auf  den  Raum  anwenden,  der 
Ton  einer  Kugel  mit  dem  Radius  r  und  einem  beliebigen  Mittelpunkt 
(x,  y,  z)   eingeschlossen  wird,  dann  haben  wir  in  derselben  Schreib- 
weise wie  in  §  39: 

q'  -  h»  +  va  +  wa 


Wenn  wir  folglich 
setzen,  ist: 

Da  der  letztere  Ausdruck  wesentlich  positiv  ist,  bo  wächst  der  Mittel- 
wert von  q\  der  auf  einer  Kugel  mit  beliebigem  Zentrum  genommen 
ist,  mit  wachsendem  Radios  der  Kugel.  Folglich  kann  q*  in  keinem 
Punkte  der  Flüssigkeit  ein  Maximum  haben,  was  auf  andere  Weise 
in  §  37  bewiesen  worden  ist. 

Erinnern  wir  uns  überdies  an  die  Formel  für  den  Druck  in  dem  Falle 
einer  wirbellosen  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit,  nämlich 

*-|T-«-*«*+no,  («) 

so  schließen  wir  daraus,  falls  das  Potential  il  der  äußeren  Kräfte  die 
BedüunTDff 

"-""*""<?  A«-0  (7) 

erfüllt,   daß   der  Mittelwert   von   p   auf   einer  Kugel,  die   um    einen 
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Punkt  im  Timern  der  FlÜBBigkeit  beschrieben  ist,  mit  wachsendem 
Radius  abnimmt.  Die  Stelle  geringsten  Druckes  wird  deshalb  irgend- 
wo an  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  liegen.  Dies  steht  in  Be- 
ziehung zu  dem  in  §  23  erörterten  Punkte. 

§  46.  In  diesem  Zusammenhang  wollen  wir  einen  bemerkens- 
werten Säte  anführen,  der  von  Lord  Kelvin1)  entdeckt  und  später 
von  ihm  als  eine  allgemeine  Eigenschaft  dynamischer  Systeme  ver- 
allgemeinert wurde,  die  aus  der  Ruhe  unter  vorgeschriebenen  Ge- 
schwindigkeiten durch  Impulse  in  Bewegung  gesetzt  werden.1) 

Die  wirbellose  Bewegung  einer  iukompressiblen  Flüssigkeit  in 
einem  einfach  zusammenhängenden  Raum  besitzt  geringere  kinetische 
Energie  als  jede  andere  Bewegung,  die  die  gleiche  Geschwindigkeit 
normal  zur  Grenzfläche  hat. 

Es  sei  T  die  kinetische  Energie  der  rotationslosen  Bewegung, 
auf  welche  das  Geschwindigkeitspotential  <p  sich  bezieht,  und  T,  die- 
jenige einer  anderen  Bewegung,  die  durch 


df 


(«) 


gegeben    ist,   wo    zufolge    der   Kontinuitätsgleichung    und    der    vor- 
geschriebenen Grenzbedingung 

das  +  Sjf  +  dt  U 
im  ganzen  Baum  gilt,  und 

lu0  +  mv0  +  nw0  —  0 
auf  der  Begrenzung  sein  muß.    Wir  sehreiben  ferner: 

T0  -  toJXfi**  +  v«'  +  O«**«*»1*'-  (9) 

Dann  finden  wir: 

T.-T+T,-  „fffa  ll  +  .„ f;  +  »„  '*)  ixdyd,. 
Da  gemäß  §~42  (4)  das  letzte  Integral  verschwindet,   so  haben  wir: 
T,=  r+T0,  (10) 

wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 


1)  W.  Thomson,    „On    the  Vis-Viva   of   a   Liquid   in   Motion",   Camb.  and 
Dub.   Math.  Journ    1B49  (Matkematical  and  Phygical  Papen  I,  S.  107). 
3)  ThomBon-Tail,  Natural  Phüofophg,  §  812. 
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§  46.  Wir  müssen  später  wissen,  wie  sich  der  Ausdruck  (4) 
für  die  kinetische  Energie  gestaltet,  wenn  sich  die  Flüssigkeit  bis 
in  das  Unendliche  erstreckt  and  sich  dort  in  Ruhe  befindet,  während 
sie  nach  Innen  zu  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen  Flächen  S 
begrenzt  ist.  Nehmen  wir  an,  daß  eine  große  geschlossene  Fläche  £ 
so  beschrieben  sei,  daß  sie  die  Flächen  S  sämtlich  einschließt.  Die 
Energie  der  Flüssigkeit,  die  sich  zwischen  S  und  £  befindet,  ist 

-HJÖT»i3"-Hj(jr»JS«.  <"> 

in  dem   ersten  Ausdruck  über 
1  ist.     Da  infolge  der  Kontini 

kann  die— Gif  ich  img  (5f)  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

-uffir-0)l&*S-i,fßp-C)giz,         (12) 

wo  C  irgend  eine  Konstante  sein  mag,  hier  aber  den  bestimmten 
Wert  haben  soll,  dem  tp  (nach  §  39)  in  unendlicher  Entfernung 
ron  S  zustrebt.  Wir  können  uns  nun  den  ganzen  von  Flüssigkeit 
erfüllten  Ranm  aus  Stromfaden  zusammengesetzt  denken,  deren  jeder 
von  einem  Punkte  der  inneren  Grenzfläche  entweder  zu  einem  andern 
Punkt  derselben  oder  in  das  Unendliche  gehen  muß.  Deshalb  muß 
der  Wert  des  Integrals 

Tis- 


M 


d£, 


erstreckt  über  eine  beliebige  in  dem  Gebiet  liegende  Fläche,  endlich 
sein,  gleichviel  ob  sie  offen  oder  geschlossen,  endlich  oder  unendlich  ist. 
Wenn  wir  £  unendlich  groß  und  in  unendlicher  Entfernung  von  S  an- 
nehmen, so  folgt  schließlich,  daß  das  zweite  Glied  von  (12)  ver- 
schwindet, und  wir  haben: 


2T  = 


■9fJ(<P-C)?*d8,  (13) 


wo  die  Integration  nur  über  die  innere  Begrenzung  zu  erstrecken  ist. 
Ist  der  gesamte  Fluß  durch  die  innere  Fläche  Null,  so  haben  wir: 


M 


°£d8-0, 

sodaß  Gleichung  (13)  einfach  geschrieben  werden  kann: 


'ffifc 


(14) 
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Über  mehrfach  Busammenhimgimde  Bäume. 

§  47.  Ehe  wir  die  Eigenschaften  der  wirbellosen  Bewegung  in 
mehrfach  zusammenhängenden  Räumen  untersuchen,  müssen  wir  die 
Eigenschaften  und  Einteilung  solcher  Räume  genauer  erörtern.  In 
der  folgenden  Übersicht  über  diesen  Zweig  der  Geometrie  der  Lage 
wiederholen  wir  der  Vollständigkeit  wegen  einige  bereits  gegebene 
Definitionen. 

Wir  betrachten  einen  zusammenhängenden  Kaum,  der  von  Flächen 
begrenzt  wird.  Ein  Kaum  heißt  zusammenhängend",  wenn  es  möglich 
ist,  von  irgend  einem  Punkte  desselben  zu  einem  anderen  auf  unendlich 
vielen  Wegen  zu  gelangen,  von  denen  jeder  ganz  in  dem  Räume  liegt. 

Irgend  zwei  solche  Wege,  oder  zwei  geschlossene  Kurven  heißen 
„■ineinander  überführbar1'  oder  „vereinbar",  wenn  sie  durch  stetige  Ver- 
änderung zum  Zusammenfallen  gebracht  werden  können,  ohne  daß  der 
Raum  irgendwo  Überschritten  wird.  Irgend  eine  geschlossene  Kurve, 
die  zu  einem  Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  ohne  daß  dabei 
der  Raum  irgendwo  verlassen  wird,  heißt  „redueierbar".  Zwei  inein- 
ander überführbare  Wege  bilden  zusammen  eine  reduzierbare  ge- 
schlossene Kurve.  Wenn  zwei  Wege  oder  zwei  geschlossene  Kurven 
ineinander  überführbar  sind,  so  muß  es  möglich  sein,  sie  durch  eine 
stetige  Fläche  zu  verbinden,  welche  gänzlich  in  dem  Räume  liegt, 
und  deren  vollständige  Begrenzung  sie  bilden,  und  umgekehrt. 

Es  ist  weiter  passend,  zwischen  „einfach"  und  „mehrfach"  un- 
reduzierbaren  Kurven  zu  unterscheiden.  Eine  „mehrfach"  geschlossene 
Kurve  ist  eine  solche,  die  man  durch  stetige  Veränderung  ganz  oder 
teilweise  als  die  mehrfache  Wiederholung  einer  anderen  geschlossenen 
Kurve  darstellen  kann.  Eine  „einfach"  geschlossene  Kurve  ist  eine  solche, 
wo  dies  nicht  möglich  ist. 

Ein  „QuerscJinitt"  oder  eine  „Scheidewand"  ist  eine  Fläche,  die 
durch  den  Raum  gezogen  ist  und  von  der  Linie  oder  von  den  Linien  be- 
grenzt wird,  in  denen  sie  sich  mit  der  Begrenzung  des  Raumes  schneidet. 
Folglich  ist  ein  Querschnitt  notwendig  eine  zusammenhängende  Fläche, 
und  kann  nicht  aus  zwei  oder  mehr  getrennten  Flächen  bestehen. 

Ein  „einfach  zusammenhängender"  Raum  ist  ein  solcher,  wo  alle 
Wege,  die  zwei  beliebige  Punkte  verbinden,  ineinander  überführbar 
sind,  oder  wo  alle  geschlossenen  Kurven,  die  in  ihm  gezogen  sind, 
reduzier  bar  sind. 

Ein  zweifach  zusammenhängender"  Raum  ist  ein  solcher,  wo 
zwei  und  nicht  mehr  Linien  zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  A 
und  S  desselben  gezogen  werden  können,  die  sich  nicht  ineinander 
überfuhren  lassen;  d.  h.  jede  andere  Linie,  die  A  mit  B  verbindet, 
läßt  sich  in  eine  von  diesen  überführen,  oder  in  eine  Kombination  der 
beiden,  wobei  jede  eine  bestimmte  Anzahl  Male  genommen  ist.     Mit 
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anderen  Worten:  Der  Raum  ist  ao  beschaffen,  daß  eine  einfache,  nicht 
reduzierbare  geschlossene  Kurve  in  ihm  gezogen  werden  kann,  während 
alle  anderen  geschlossenen  Kurven  entweder  in  diese  übergeführt  werden 
können  oder  reduzierbar  sind.  Als  Beispiel  eines  zweifach  zusammen- 
hängenden Raumes  können  wir  auf  den  Raum  hinweisen,  der  von  einer 
Ringfläche  eingeschlossen  wird,  oder  auf  den  Raum,  der  außerhalb  dieser 
Fläche  liegt  und  sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt. 

Allgemein  heißt  ein  Raum  ,#i-fach  gusammeiihängend'1,  wenn  n 
und  nicht  mehr  nicht  überführbare  Linien  zwischen  zwei  beliebigen 
Punkten  gezogen  werden  können,  oder  wenn  («  —  1)  und  nicht  mehr 
einfache  onreduzierbare  nnd  nicht  überführbare  geschlossene  Kurven 
in  ihm  gezogen  werden  können. 

Der  schraffierte  Teil  der  Figur  auf  S.  42  ist  ein  zweidimensionaler 
dreifach  zusammenhängender  Raum. 

Es  kann  bewiesen  werden,  daß  die  obige  Definition  eines  mehrfach 
zusammenhängenden  Raumes  folgerichtig  ist.  In  den  einfachen  Fällen, 
wie  n  =■  2,  n  =  3,  ist  dies  ohne  weiteres  klar. 

§  48.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  ein  «-fach  zusammen- 
hängender Raum  vorliegt,  in  dem  n  —  1  unabhängige  unreduzier- 
bare  geschlossene  Kurven  gezogen  sind.  Es  ist  dann  möglich,  einen 
Querschnitt  zu  ziehen,  der  eine  beliebige  dieser  Kurven  nur  in  einem 
Punkte,  die  anderen  n  —  2  aber  garnicht  trifft.  Ein  solcher  Quer- 
schnitt stört  den  Zusammenhang  des  Raumes  nicht,  denn  die  durch- 
schnittene Kurve  bleibt  als  ein  Weg,  der  von  einer  Seite  nach  der 
anderen  führt.  Die  Zusammenhangszahl  des  Raumes  ist  jedoch  um  1 
vermindert;  denn  jede  geschlossene  Kurve,  die  in  dem  veränderten 
Räume  gezogen  wird,  muß  sich  in  eine  oder  mehrere  der  n  —  2 
Kurven  überführen  lassen,  welche  den  Querschnitt  nicht  treffen. 

Ein  zweiter,  in  derselben  Weise  gezogener  Schnitt  wird  die  Zu- 
sammenhangszahl wieder  um  1  vermindern  usw.;  folglich  können  wir 
durch  m  —  1  Querschnitte  den  Raum  auf  einen  einfach  zusammen- 
hängenden zurückführen. 

Ein  einfach  zusammenhängender  Raum  wird  durch  einen  Schnitt 
in  zwei  getrennte  Teile  geteilt;  denn  sonst  wäre  es  möglich,  von 
einem  Punkte  auf  einer  Seite  des  Querschnittes  zu  einem  Punkt  auf 
der  anderen  Seite  vermittels  eines  Weges  zu  gelangen,  der  ganz  in 
dem  Räume  liegt  und  in  dem  ursprünglichen  Raum  eine  unreduzier- 
bare  geschlossene  Kurve  gebildet  hätte. 

Folglich  kann  man  in  einem  »-fach  zusammenhängenden  Raum 
n  —  1  und  nicht  mehr  Querschnitte  ziehen,  ohne  den  Zusammenhang 
des  Raumes  zu  zerstören.  Diese  Eigenschaft  ist  bisweilen  zur  Defini- 
tion des  n-fach  zusammenhängenden  Raumes  verwendet  worden. 

Digmzed^y  G00gle 
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Wirbelfreie  Bewegung  in  mehrfach  zusammenhängenden  Bäumen. 
§  40.  Die  Zirkulation  ist  die  gleiche  in  zwei  ineinander  über- 
führbaren Kurven  ABCA  und  A'B'CA',  die  in  einem  Raum  gezogen 
sind,  der  von  einer  wirbelfrei  bewegten  Flüssigkeit  erfüllt  ist.  Die 
beiden  geschlossenen  Kurren  nämlich  können  durch  eine  stetige,  ganz 
in  diesem  Raum  liegende  Fläche  verbunden  werden;  und  wenn  wir 
den  Satz  des  §  32  auf  diese  fläche  anwenden  und  uns  der  Regel 
über  die  Richtung  der  Integration  um  die  Berandung  erinnern,  so 
haben  wir: 

J(ABCA)  +  J{A'CB!A)  =  0 
oder 

J(ABCA)  =  J(A  B'CA'). 

Wenn  eine  geschlossene  Kurre  ABCA  in  zwei  oder  mehrere  geschlossene 
Kurven  A'B'CA,  A"B"C'A"  usw.  zusammengenommen  übergeführt 
werden  kann,  so  können  wir  alle  diese  Kurven  durch  eine  stetige 
Fläche  verbinden,  die  ganz  in  diesem  Raum  liegt,  und  deren  voll- 
ständige Begrenzung  sie  bilden.     Daher  ist 

J{ABGA)  +  J{ÄCBA)  +  J(A"C'B"A")  -f 0 

oder 

J(ABCA)  =  J(A'BCA')  +  J(A"B"C'A")  +  ■  ■  ■; 

d.  h.  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve  ist  gleich  der 
Summe  der  Zirkulationen  in  den  einzelnen  Gliedern  irgend  einer  Reihe 
von  Kurven,  in  die  dieselbe  übergeführt  werden  kann. 

Es  sei  die  Zusammenhangszahl  des  Raumes  n ■  -\-  1,  sodaß  »  un- 
abhängige nicht  reduzierbare  geschlossene  Kurven  al)  u3,  ■  ■  -,  a„  in 
ihm  gezogen  werden  können;  ferner  seien  die  Zirkulationen  in  diesen 
Kurven:  xl,  Xg,  xi7  -  -  -,  *„.  Das  Vorzeichen  jedes  x  hängt  natürlich 
von  der  Richtung  der  Integration  längs  des  entsprechenden  Kreises 
ab;  die  Richtung,  für  welche  x  berechnet  wird,  soll  die  positive 
Richtung  der  geschlossenen  Kurve  heißen.  Der  Wert  der  Zirkulation 
für  eine  andere  geschlossene  Kurve  kann  jetzt  ohne  weiteres  gefunden 
werden.  Denn  die  betreffende  Kurve  kann  notwendig  in  eine  Kom- 
bination der  geschlossenen  Kurven  ai}  Oj,  ■•■,  a„  übergeführt  werden; 
hierbei  mag  alt  p:  mal,  o^,  psmal  usw.  genommen  werden,  wo  p  negativ 
ist,  wenn  die  entsprechende  geschlossene  Kurve  in  negativer  Richtung 
genommen  wird.    Die  gesuchte  Zirkulation  ist  dann: 

Da  irgend  zwei  Linien,  die  zwei  Punkte  A  und  B  des  Raumes  ver- 
binden, zusammen  eine  geschlossene  Kurve  bilden,  so  folgt,  daß  die 
Werte  der  Strömung  läncs  diesen  beiden  Linien  sich  um  eine  Größe 
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der  Form  (1)  unterscheiden,   wobei    natürlich   in    besonderen   Fällen 
einige  oder  alle  Größen  p  zu  Null  werden. 

§  50.    Wir  bezeichnen  mit  —  <p  die  Strömung  von  einem  festen 
Punkte  A  zu  einem  variablen  Punkte  P,  nämlich: 


tp f(udx+  vdy+wdz).  (2) 

Solange  der  Integrationaweg  von  A  nach  P  nicht  angegeben  ist,  wird 
tp  bis  auf  eine  Größe  von  der  Form  (1)  bestimmt. 

Wenn  jedoch  nach  der  in  §  48  angegebenen  Weise  n  Querschnitte 
gezogen  werden,  um  den  Raum  in  einen  einfach  zusammenhängenden  zu 
verwandeln,  und  wenn  der  Integrationsweg  in  Gleichung  (2)  die  Ein- 
schränkung erfährt,  daß  er  nur  in  dem  so  veränderten  Räume  liegen, 
d.  h.  keinen  der  Querschnitte  kreuzen  darf,  dann  wird  tp  eine  eindeutige 
Funktion  wie  in  §  35.  Es  ist  in  dem  veränderten  Raum  stetig,  aber  seine 
Werte  an  zwei  benachbarten  Punkten  auf  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Querschnittes  unterscheiden  sich  um  ±  sc.  Um  den  Wert  von  tp 
zu  bestimmen,  wenn  die  Integration  über  einen  Weg  im  unveränderten 
Räume  ausgeführt  wird,  müssen  wir  die  Größe  (1)  abziehen,  wobei 
p  angibt,  wie  viele  Male  dieser  Weg  die  entsprechenden  Querschnitte 
kreuzt.  Ein  Durchkreuzen  in  der  positiven  Richtung  der  geschlossenen 
Kurven,  die  vom  Querschnitt  getroffen  werden,  wird  hier  positiv,  ein 
Durchkreuzen   in  der  entgegengesetzten  Richtung   negativ  gerechnet. 

Verschiebt  man  P  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  parallel  zu 
den  Koordinatenachsen,  so  findet  man: 
dq>  1 


w"-|fl 

sodaß  tp  der  Definition  des  Geschwindigkeitspotentiales  (§  17)  ge- 
nügt. Es  ist  jetzt  aber  eine  „mehrdeutige?  oder  zyklische"  Funktion, 
d.  h.  es  ist  nicht  möglich,  jedem  Punkt  des  ursprünglichen  Raumes 
einen  einzigen  bestimmten  Wert  von  g>  so  zuzuordnen,  daß  diese  ein 
stetiges  System  bilden.  Im  Gegenteil,  wenn  P  eine  nicht  reduzier- 
bare geschlossene  Kurve  beschreibt,  wird  tp  im  allgemeinen  nicht  zu 
seinem  ursprünglichen  Werte  zurückkehren,  sondern  wird  sich  von  ihm 
durch  eine  Größe  der  Form  (1)  unterscheiden.  Die  Größen  x,,  «j,  ■*■,  xn, 
welche  die  Beträge  angeben,  um  die  <p  abnimmt,  wenn  P  die  ver- 
schiedenen unabhängigen  geschlossenen  Kurven  des  Raumes  durch- 
läuft, werden  als  die  .zyklischen  Konstanten"  von  q>  bezeichnet. 
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Eb  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Zirkulationssatzes  (§  33), 
daß  unter  den  dort  angenommenen  Bedingungen  die  zyklischen  Kon- 
stanten von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Die  Notwendigkeit  dieser 
Bedingungen  ist  an  der  Aufgabe  des  §  29  illustriert,  wo  das  Potential 
der  äußeren  Kräfte  selbst  eine  mehrdeutige  Punktion  ist. 

Die  vorstehende  Theorie  kann  durch  den  Fall  des  §  27  (Gleichung  2) 
erläutert  werden,  wo  der  Raum  zweifach  zusammenhängend  ist,  da 
die  Umgebung  des  Anfangspunktes  auszuschließen  iaf^  wo  die  Formeln 
eine  unendlich  große  Geschwindigkeit  ergeben  würden;  daher  können 
wir  irgend  zwei  Punkte  A  und  B  des  Raumes  durch  zwei  Wege,  die 
nicht  ineinander  überfuhrbar  sind,  ver- 
binden, indem  wir  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  st- Achse  gehen,  z.  B.  auf  AGB 
■  und  auf  ABB  in  der  Figur.  Der  Teil  der 
ÄZ-Ebene,  für  den  x  positiv  ist,  kann  als 
Querschnitt  genommen  werden,  und  der 
Raum  wird  auf  diese  Weise  in  einen  ein- 
fach zusammenhängenden  verwandelt.  Die  Zirkulation  in  irgend  eiuer 
geschlossenen  Kurve,  die  den  Querschnitt  nur  einmal  trifft,  z.  B.  in 


/* 


rdß,    oder    2xp,. 


In  einer  geschlossenen  Kurve,  die  den  Querschnitt  nicht  trifft,  ist 
sie  Null.  In  dem  umgewandelten  Räume  kann  <p  gleich  einer  ein- 
deutigen Funktion,  z.  B.  —  p.6,  gesetzt  werden,  aber  deren  Wert  auf 
der  positiven  Seite  des  Querschnittes  ist  Null,  der  in  einem  benach- 
barten Punkt  der  negativen  Seite  ist  —  2  xp. 

Kompliziertere  Beispiele  der  wirbellosen  Bewegung  in  mehr- 
fach zusammenhängenden  zweidimensionalen  Räumen  werden  sich  im 
nächsten  Kapitel  darbieten. 

§  51,  Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  kurz  ein  etwas  anderes 
Verfahren  zur  Darstellung  der  obigen  Theorie  angeben. 

Wir  wollen  von  der  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  aus- 
gehen, als  dem  charakteristischen  Merkmale  für  die  Klassen  von  Be- 
wegungen, mit  denen  wir  uns  beschäftigen,  und  wir  wollen  die  zweite 
Definition  des  n  +  1-fach  zusammenhängenden  Raumes  zu  Grunde  legen, 
die  in  §  48  angedeutet  ist.  Wir  beachten,  daß  in  einem  einfach 
zusammenhängenden  Raum  jede  Äquipotentialfläche  entweder  eine 
geschlossene  Fläche  sein  oder  andernfalls  einen  Querschnitt  bilden 
muß,  der  den  Raum  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt.  Denken  wir 
uns  daher  das  ganze  System  dieser  Flächen  gezeichnet,  so  sehen 
wir,  daß  eine  geschlossene  Kurve,  die  eine  Äquipotentialfläche  einmal 
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durch  schneidet,  sie  noch  ein  zweites  Mal  durchsetzen  muß,  und  zwar  in 
der  entgegengesetzten  Richtung.  Deshalb  entspricht  jedem  Element 
der  Karre,  das  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Äquipotentialflächen 
eingeschlossen  ist,  ein  zweites  Element,  das  so  beschaffen  ist,  daß  die 
Strömung  längs  desselben,  die  gleich  der  Differenz  der  entsprechenden 
Werte  von  tp  ist,  gleich  und  entgegengesetzt  der  Strömung  längs  des 
ersteren  ist;  daher  ist  der  Betrag  der  Zirkulation  in  der  ganzen 
Kurve  —■  0. 

Wenn  jedoch  der  Raum  mehrfach  zusammenhängend  ist,  so  kann 
eine  Äquipotentialfläche  einen  Querschnitt  bilden,  ohne  den  Baum  in 
zwei  getrennte  Teile  zu  teilen.  Wir  wollen  so  viele  Querschnitte 
ziehen,  als  möglich  sind,  ohne  den  Zusammenhang  des  Baumes  zu  zer- 
stören. Die  Zahl  derselben  kann  nach  Definition  nicht  größer  als  n 
sein.  Jede  andere  Äquipotentialfläche,  welche  nicht  geschlossen  ist, 
kann  offenbar  in  einen  oder  mehrere  dieser  Querschnitte  übergeführt 
werden.  Wird  eine  Kurve  von  einer  Seite  eines  Querschnittes  nach 
der  anderen  gezogen,  ohne  einen  der  übrigen  Querschnitte  zu  treffen, 
so  wird  sie  jede  Äquipotentialfläche,  die  in  den  ersteren  Querschnitt 
überführbar  ist,  eine  ungerade  Anzahl  Male  treffen,  und  jede  andere 
Flache  eine  gerade  Anzahl  Male.  Deshalb  wird  die  Zirkulation  in 
dieser  geschlossenen  Kurve  nicht  verschwinden,  <p  wird  eine  zyklische 
Funktion  sein. 

Bei  der  vorigen  Methode  haben  wir  die  ganze  Theorie  auf  fol- 
gende Gleichungen  gegründet: 


3y  " 
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(3) 


und  wir  haben  die  Existenz  und  die  Eigenschaften  des  Geschwindig- 
keitspotentiales  in  den  verschiedenen  Fällen  als  notwendige  Folgen 
dieser  Gleichungen  abgeleitet.  In  der  Tat  können  die  §§  34,  35, 49,  50 
als  eine  Abhandlung  über  die  Integration  dieses  Svstemes  von  Diffe- 
rentialgleichungen betrachtet  werden. 

Die  Integration  der  Gleichungen  (3)  für  den  Fall,  daß  auf  der 
rechten  Seite  statt  0  bekannte  Funktionen  von  x,  y,  s  stehen,  wird 
in  Kap.  VII  behandelt  werden. 

§  63.  Wir  gehen  jetzt,  wie  in  §  36,  zu  dem  besonderen  Fall 
einet  inkompressiblen  Flüssigkeit  über.  Gleichviel  ob  <p  mehrwertig 
ist  oder  nicht,  so  sind  doch  offenbar  die  ersten  Ableitungen 

eqj     dtp     d<p 
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and  darum  alle  höheren  Ableitungen  eindeutige  Funktionen,  sodaß  a> 
stets  der  Kontinuitätsgleichung 

Atp  =  0  (1) 

oder  deren  gleichbedeutendem  Ausdruck 

r.dS-°  (2> 

genügt,  wo  das  Doppel  integral  über  die  ganze  Begrenzung  eines 
Teiles  der  Flüssigkeit  zu  erstrecken  ist 

Nach  Satz  (1)  des  §  40  muß  <p  für  jeden  Punkt  im  Inneren 
eines  Raumes  konstant  sein,  für  den  Gleichnng  (1)  gilt,  wenn  es  auf 
der  Begrenzung  konstant  ist.  Dieser  Satz  gilt  auch  für  einen  mehr- 
fach zusammenhängenden  Raum.  Weil  daher  ff  auf  der  Grenzfläche 
konstant  ist,  so  ist  es  notwendig  eindeutig. 

Die  übrigen  Sätze  des  §  40,  die  auf  der  Annahme  beruhen,  daß- 
die  Stromlinien  keine  geschlossenen  Kurven  bilden  können,  erfordern 
eine  Modifikation.  Wir  müssen  die  Bedingung  hinzunehmen,  daß  die 
Zirkulation  in  jeder  geschlossenen  Kurve  des  Baumes  Null  ist. 

Lassen  wir  diese  Einschränkung  weg,  so  haben  wir  den  Satz, 
daß  die  wirbelfreie  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  die  einen  k-fach  zu- 
sammenhängenden Baum  erfüllt,  bestimmt  ist,  wenn  in  jedem  Punkte 
der  Grenzfläche  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  vor- 
geschrieben ist,  ebenso  wie  der  Wert  der  Zirkulation  in  jeder  der 
n  unabhängigen  und  unredu zierbaren  geschlossenen  Kurven,  die  in 
dem  Räume  gezogen  werden  können.  Denn  wenn  <pt  und  tpt  die 
mehrdeutigen  Geschwindigkeitspotentiale  zweier  Bewegungen  sind,  die 
den  obigen  Bedingungen  genügen,  dann  ist  g>  =  <pl—  tpt  eine  eindeutige 
Funktion,  welche  der  Gleichung  (1)  in  jedem  Punkt  des  Baumes  ge- 
nügt, und  den  Wert  *~  für  jeden  Punkt  der  Grenzfläche  =  0  macht. 
Daher  ist  nach  dem  Satze  von  (§  40)  ip  konstant,  und  die  durch  <px 
und  <p,  bestimmten  Bewegungen  sind  identisch. 

Die  Theorie  der  mehrfach  zusammenhängenden  Räume  scheint 
zuerst  von  Riemann1)  für  zweidimensionale  Räume  entwickelt  worden 
zu  sein,  bei  Gelegenheit  seiner  Untersuchungen  über  die  Theorie  der 
Funktionen  einer  komplexen  Variablen,  wobei  zyklische  Funktionen 
auftreten,  die  der  Gleichung 

cx>  "•"  ~8y> 
in  mehrfach  zusammenhängenden  Räumen  genügen. 


1)  Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Funktionen  einer  veränder- 
lichen komplexen  Große,  Göttinnen  1851  (Mathematische  Werke,  Leipzig  1879, 
S.  3).  Außerdom:  „Lehrslitze  aus  der  Analysis  Situs",  Crelles  Journ.,  64,  1861 
(Werke.  S.  84). 
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Die  Bedeutung  dieser  Theorie  für  die  Hydrodynamik  und  die 
Existenz  mehrwertiger  Geschwindigkeitspotentiale  iß  gewissen  Fällen 
ist  zuerst  von  Heimholte1)  hervorgehoben  worden.  Die  zyklische 
wirbelfreie  Bewegung  in  mehrfach  zusammenhängenden  Räumen  ist 
später  von  Lord  Kelvin")  wieder  aufgenommen  und  in  seiner  schon 
genannten  Abhandlung  über  Wirbelbewegung  vollständig  untersucht 
worden. 

Lord  Kelvins  Erweiterung  des  Greenschen  Satzes. 
§  53.  Es  wurde  beim  Beweis  des  Greenschen  Satzes  an- 
genommen, daß  91  und  tp'  beides  eindeutige  Funktionen  seien.  Die 
Fassung  des  Satzes  muß  abgeändert  werden,  wenn  eine  der  beiden 
Funktionen  zyklisch  ist,  wie  es  der  Fall  sein  kann,  wenn  der  Kaum, 
über  den  sich  die  Integration  in  §  43  erstreckt,  mehrfach  zusammen- 
hängend ist.  Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  tp  zyklisch  ist;  das 
Oberflächenintegral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (5)  des  §  43 
und  das  zweite  Raumintegral  auf  der  rechten  Seite  sind  dann  un- 
bestimmt, wegen  der  Unbestimmtheit  des  Wertes  <p  selbst.  Um  diese 
Unbestimmtheit  zu  beseitigen,  ziehen  wir  die  Querschnitte,  die  nötig 
sind,  um  den  Raum  in  einen  einfach  zusammenhängenden  zu  ver- 
wandeln, wie  es  in  §  48  auseinandergesetzt  ist.  Wir  können  dann 
annehmen,  daß  9?  in  dem  so  veränderten  Räume  überall  stetig  und 
einwertig  ist;  die  betreffende  Gleichung  wird  dann  gelten,  voraus- 
gesetzt, daß  die  beiden  Seiten  jedes  Querschnittes  als  ein  Teil  der 
Begrenzung  des  Raumes  gerechnet  und  somit  in  das  Oberflächen- 
integral  der  linken  Seite  eingeschlossen  werden.  Es  sei  da1  ein 
Element  eines  der  Querschnitte,  x,  die  zyklische  Konstante,  die 
sich  auf  diesen  Querschnitt  bezieht,  -„-  die  Ableitung  von  tp'  in  der 
positiven  Richtung  der  Senkrechten  zu  äav  Da  in  den  Teilen  des 
Oberflächenintegrals,  welche  von  den  beiden  Seiten  von  Set  her- 
rühren, -?  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  während 
der  Wert  von  91  auf  der  positiven  Seite  denjenigen  auf  der  negativen 
Seite  um  xx  übertrifft,  so  erhalten  wir  schließlich  für  das  Element 
des  Integrals,  das  von  (Jff,  herrührt,  den  Wert: 

«■■IE-**- 

Deshalb  geht  unter  diesen  Umständen  die  Gleichung  (5)  des  §  43  in 

1)  Crdka  Journ.,  65,  1868  (Ges.  Abh.  I,  S.  101). 

3)  Vergl.  auch  Kirchhoff,  „über  die  Kräfte,  welche  zwei  unendlich  dünne 
rtnre  Singe  in  einer  Flüssigkeit  scheinbar  aufeinander  ausüben  kOnnen",  Creües 
Ja*™.,  71,  1869;  auch  Ges.  Abh.,  8.  404. 
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über,  wo  von  den  linksstehenden  Oberfläcbenintegralen  das  erste  Ober 
die  ursprüngliche  Begrenzung  des  Raumes  allein,  die  übrigen  über  die 
verschiedenen  Querschnitte  zu  erstrecken  sind.  Der  Koeffizient  jedes  x 
ist  offenbar  der  negative  gesamte  Fluß  durch  den  entsprechenden 
Querschnitt  bei  einer  Bewegung,  wo  tp'  das  Geschwindigkeitspotential 
ist.  Die  Werte  von  <p  in  dem  ersten  and  letzten  Glied  der  Gleichung 
sind  auf  die  in  §  50  angegebene  Weise  zu  bestimmen. 

Ist  auch  tp'  eine  mehrdeutige  Funktion  mit  den  zyklischen  Kon- 
stanten x,',  Kj',  -  ■  -,  dann  wird  in  derselben  Weise  aus  Gleichung  (6) 
des  §  43: 

--j(F(BK+^+SJTÖ*'»*-j(Jör^''**fc» 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  bilden  zusammen  die  Kolvinsche  Er- 
weiterung des  Greenschen  Satzes. 

§  54.  Sind  <p  und  tp'  beides  Geschwindigkeitspotentiale  einer 
Flüssigkeit,  so  haben  wir: 

A*-°[  (S) 

und  deshalb: 

Um  eine  physikalische  Deutung  dieses  Satzes  zu  erhalten,  ist  es 
nötig,  zunächst  eine  Methode  auseinanderzusetzen,  die  zuerst  von 
Lord  Kelvin  ersonnen  ist,  um  in  einem  mehrfach  zusammenhangenden 
Baume  eine  gegebene  zyklische  und  wirbellose  FlOssigkeitsbewegung 


Wir  wollen  annehmen,  die  Flüssigkeit  sei  in  eine  vollkommen 
glatte  und  biegsame  Membran  eingeschlossen,  die  die  Lage  der  Be- 
grenzung einnimmt,  ferner  wollen  wir  n  Querschnitte  nach  der  Weise 
des  §  48  ziehen,  die  den  Raum  in  einen  einfach  zusammenhängenden 
verwandeln,    und   wir   wollen    an    deren   Stelle    ähnliche,    unendlich 
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dünne  und  masselose  Membranen  setzen.  Während  die  Flüssigkeit 
anfänglich  in  Ruhe  ist,  soll  sich  jetzt  jedes  Element  der  erstgenannten 
Membran  plötzlich  mit  der  gegebenen  (positiven  oder  negativen) 
Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  —  ^  nach  Innen  bewegen, 
während  gleichmäßige  impulsive  Drucke  je,p,  x,p,  ■  ■  •,  x,p  gleich- 
zeitig auf  die  negativen  Seiten  der  entsprechenden  Qnerschnitta- 
Membranen  wirken.  Die  erzeugte  Bewegung  wird  durch  die  folgenden 
Eigenschaften  charakterisiert  sein.  Sie  ist  wirbelfrei,  da  sie  auB 
dem  Ruhezustände  heraus  hervorgebracht  wurde;  die  Normalkompo- 
nente der  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkt  der  ursprünglichen  Grenz- 
fläche wird  den  vorgeschriebenen  Wert  haben;  die  Werte  der  im- 
pulsiven Drucke  in  zwei  Nachbarpunkten  auf  gegenüberliegenden 
Seiten  einer  Membran  werden  sich  durch  den  entsprechenden  Wert  *p 
unterscheiden,  und  die  Werte  des  GeschwindigkeitspotentiaU  unter- 
scheiden sich  deshalb  um  den  entsprechenden  Wert  von  x;  schließ- 
lich ist  die  Bewegung  auf  einer  Seite  eines  Querschnittes  stetig  mit 
derjenigen  auf  der  anderen  Seite.  Um  den  letzten  Satz  zu  be- 
weisen, bemerken  wir  zuerst,  daß  die  Geschwindigkeiten  normal  zum 
Querschnitt  in  zwei  Nachbarpunkten  auf  gegenüberliegenden  Seiten 
die  gleichen  sind,  da  jede  gleich  der  Normalkomponente  der  Ge- 
schwindigkeit deB  anliegenden  Teiles  der  Membran  ist.  Wenn  ferner  P 
und  Q  zwei  Nachbarpuokte  auf  einem  Querschnitte  sind,  und  wenn 
die  entsprechenden  Werte  von  ip 

auf  der  positiven  Seite     ff>p    und     tp 
und  auf  der  negativen  Seite     cp),    und     <p' 
sind,  so  haben  wir: 

V,—  VP  —  *  —  V«  —  9q> 
und  deshalb: 

9>«  —  VP  —  Vq  —  9r> 

Daher  stimmen  die  Tangentialkomponenten  der  Geschwindigkeit  in 
zwei  Nachbarpunkten  auf  verschiedenen  Seiten  der  Membran  auch 
miteinander  überein.  Wenn  wir  daher  annehmen,  daß  die  Querschnitts- 
Membranen  unmittelbar  nach  dem  Stoß  wieder  flüssig  werden,  so  er- 
balten wir  die  gesuchte  wirbelfreie  Bewegung. 

Die  physikalische  Bedeutung  der  Gleichung  (4)  nach  Multipli- 
kation mit  p  folgt  ähnlich  wie  in  §  44.  Die  Werte  von  px  sind 
Zusatzglieder  der  Komponenten  des  Momentes,  und  diejenigen  von 


-M 
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DigmzedsyLiOOgle 


70  HI.  Wirbelfreie  Bewogung. 

die  Durchgangs™  engen  durch  die  verschiedenen  Öffnungen  des  Raumes, 
sind  die  entsprechenden  generalisierten  Geschwindigkeiten. 

§  55.    Wenn  wir  in  Gleichung  (2) 


setzen  und  annehmen,  daß  <p  das  Geechwindigkeitspotentjal  einer  in 
kompressiblen  Flüssigkeit  bezeichnet,  so  finden  wir: 

Das  letzte  Glied  dieser  Formel  erhält  eine  einfache  Deutung  ver- 
mittels der  eben  dargelegten  Methode  der  künstlichen  Erzeugung 
einer  zyklischen  Bewegung.  Den  ersten  Ausdruck  haben  wir  bereite 
als  die  doppelte  Arbeit  bestimmt,  die  von  dem  impulsiven  Drucke  po> 
geleistet  wird,  der  auf  alle  Teile  der  ursprünglichen  Begrenzung  der 
Flüssigkeit  wirkt.  Ferner  ist  p^  der  impulsive  Druck,  der  in  posi- 
tiver Richtung  auf  die  unendlich  dünne,  masselose  Membran  wirkt, 
durch  die  wir  une  den  ersten  Querschnitt  ersetzt  dachten;  folglich 
bezeichnet  der  Ausdruck 


-*iKfc 


de. 


die  Arbeit  der  auf  die  Membran  wirkenden  impulsiven  Kräfte.  Daher 
drückt  Gleichung  (5)  die  Tatsache  aus,  daß  die  Energie  der  Bewegung 
gleich  der  Arbeit  ist,  die  von  dem  gesamten  System  der  impulsiven 
Kräfte,  durch  die  wir  uns  die  Bewegung  erzeugt  denken  können,  ge- 
leistet wird. 

Wenden  wir  Gleichung  (5)  auf  den  Fall  an,  wo  die  Flüssigkeit 
sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt  und  dort  in  Ruhe  ist,  so  können 
wir  den  ersten  Ausdruck  des  dritten  Gliedes  durch 

0)  t|  dS  (6) 

ersetzen,  wo  die  Integration  über  die  innere  Grenzfläche  allein  zu  er- 
strecken ist.  Der  Beweis  ist  derselbe  wie  in  §  46.  Wenn  der  ge- 
samte Fluß  durch  diese  Begrenzung  Null  ist,  so  reduziert  sich  dies  auf 


*ffa- 


<ffi£* 


(?) 

Der  in  §  45  gegebene  Satz  von  Lord  Kelvin  kann  jetzt  folgender- 
maßen erweitert  werden: 
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Eine  Flüssigkeit,  die  sieb  in  einem  mehrfach  zusammenhängenden 
Baume  rotationslos  bewegt,  besitzt  eine  geringere  kinetische  Energie 
als  jede  andere  Bewegung,  die  die  gleiche  Geschwindigkeit  normal 
zur  Grenzfläche  sowie  den  gleichen  Wert  des  gesamten  Flusses  durch 
jeden  der  verschiedenen  unabhängigen  Kanäle  des  Raumes  hat, 

Der  Beweis  ist  dem  Leser  überlassen. 


Quellen  und  Senken. 

§  B6.  Die  Analogie  mit  den  Theorien  der  Elektrostatik,  der 
Wärmeleitung  uaw.  kann  mittels  der  Vorstellung  von  Quellen  und 
Senken  noch  weiter  vervollständigt  werden. 

Eine  „einfache  Quelle"  ist  ein  Punkt,  von  dem  aus  man  sich  die 
Flüssigkeit  nach  allen  Seiten  gleichmäßig  fließen  denkt.  Ist  m  der 
gesamte  Fluß  durch  eine  kleine  geschlossene  Fläche  nach  Außen,  die 
den  Punkt  umgibt,  so  heißt  m  die  „Ergiebigkeit"  der  Quelle.  Eine 
negative  Quelle  heißt  eine  „Senke".  Das  beständige  Vorhandensein 
einer  Quelle  oder  Senke  erfordert  natürlich  eine  beständige  Zuführung 
oder  Wegführung  von  Flüssigkeit  in  diesem  Punkte. 

Das  Geschwindigkeitspotential  in  einem  Punkte  P  einer  Flüssig- 
keit, die  im  Unendlichen  ruht,  infolge  einer  einfachen  Quelle  ist 

f  -  Üf  (!) 

wo  r  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der  Quelle  bezeichnet.  Es 
existiert  nämlich  eine  Strömung  von  diesem  Punkte  aus  in  radialer 
Richtung,  und  wenn 

SS-rt-dG 

ein  Element  einer  Kugelfiache  ist,  die  ihren  Mittelpunkt  in  der  Quelle 
hat,  so  haben  wir: 

As»* 


-M 


dS=m, 


also  eine  Konstante,  sodaß  die  Kontinuitätsgleichung  erfüllt  ist,  und 
der  Fluß  nach  außen  den  gleichen  Wert  wie  die  Ergiebigkeit  der 
Quelle  besitzt. 

Eine  Kombination  von  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten 
Quellen  -j-  m  und  —  m'  im  Abstand  äs  voneinander,  wo  im  Grenz- 
fall  Ss  unendlich  klein  und  in  unendlich  groß  zu  denken  ist,  aber 
so,  daß  das  Produkt  m'Ss  endlich  und  gleich  u  ist,  heißt  eine  „Doppel- 
quelle"  oder  ein  „Quellpaar"  von  der  Ergiebigkeit  u-,  und  die  Linie  Ss, 
in  der  Richtung  von  —  m'  zn  +  m    gezogen,  heißt  deren  Achse. 

Um  das  Geschwindigkeitspotential  in  einem  Punkte  (x,  y,  e)  zu 
finden,   das  von   einer  Doppelquelle    im   Punkte  (pf,  y,  e')  herrührt, 
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deren  Stärke  ji   ist,  und  deren  Achse  die  Richtung  (l,  m,  »)  hat,  sc- 
beachten  wir,  daß 

f{x"  +  lä8t^+  mos,  /  +  n9s)  -  f{x',  y,  /) 
wenn  f  eine  stetige  Funktion  igt.     Setzen  wir  also: 


r  _>/(„  -*■)'  +  (J  -  j,7  +  (,  -  »■)■, 

so  finden  wir: 

T       4ji\  ox    '       dy    '      dt  1  t  ' 

(2) 

(3) 

(i   coaff 
"  4w  ~r*~' 

(4) 

wo  in  dem  letzten  Ausdruck  &  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Linie  r, 
in  der  Richtung  von  (x,  y,  /)  nach  {x,  y,  z)  gezogen,  mit  der 
Achse  (l,  m,  n)  einschließt. 

Wir  könnten  in  dieser  Weise  fortfahren  (siehe  §  83),  Quellen 
von  komplizierterer  Zusammensetzung  zu  bilden,  aber  obiges  ist  für 
unseren  jetzigen  Zweck  genügend. 

Schließlich  können  wir  uns  vorstellen,  daß  einfache  oder  doppelte 
Quellen  stetig  über  Linien,  Flächen  oder  Räume  verteilt  sind,  anstatt 
nur  in  einzelnen  Punkten  vorzukommen. 

§  57.  Wir  können  jetzt  beweisen,  daß  eine  stetige  eindeutige 
rotationslose  Bewegung  einer  Flüssigkeit  als  die  Wirkung  von  ein- 
fachen und  doppelten  Quellen  betrachtet  werden  kann,  die  auf  der 
Grenzfläche  verteilt  sind. 

Dies  hängt  von  dem  in  £  44  bewiesenen  Satze  ab,  daß  für  zwei 
beliebige  eindeutige  Funktionen  y  und  q>,  welche  den  Bedingungen: 
&?  -0, 

in  einem  gegebenen  Räume  genügen,  die  Beziehung: 

Jfi^dS-fft'gdS  (6) 

gilt,  wo  die  Integration  über  die  gesamte  Begrenzung  zu  erstrecken 
ist     Im    vorliegenden   Falle    nehmen    wir  91    als    Geschwindigkeits- 
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Potential  der  fraglichen  Bewegung  und  setzen  a/  —  — ,  also  gleich 
dem  reziproken  Werte  der  Entfernung  eines  Punktes  der  Flüssigkeit 
von  einem  festen  Punkte  P. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  daß  P  in  dem  von  Flüssigkeit  er- 
füllten Räume  liegt.  Da  dann  tp'  in  P  unendlich  werden  würde,  ist 
es  nötig,  diesen  Punkt  von  dem  Räume  auszuschließen,  auf  den 
Formel  (5)  augewendet  wird;  dies  kann  geschehen,  indem  wir  eine 
kleine  KugeHäche  um  diesen  Punkt  P  als  Zentrum  legen.  Wenn 
wir  jetzt  annehmen,  daß  SS  sich  auf  diese  Fläche  bezieht,  und  SS 
auf  die  ursprüngliche  Grenzfläche,  so  gibt  die  Formel: 

An  der  Fläche  £  haben  wir 


setzen  wir  also 

ÖS^r'-Sw 
und  machen  schließlich 

r-0, 

so  wird  das  erste  Integral  auf  der  linken  Seite 

wenn  tpp  den  Wert  von  tp  im  Punkte  P  bezeichnet,  während  das 
erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  verschwindet.     Folglich: 

Dies  gibt  den  Wert  tp  für  einen  Punkt  P  der  Flüssigkeit,  aus- 
gedrückt durch  die  Werte  von  (p  und  *p  auf  der  Begrenzung.  Durch 
Vergleich  mit  den  Formeln  (1)  und  (2)  erkennen  wir,  daß  der  erste 
Ausdruck  das  Geschwindigkeitapotential  infolge  von  einfachen  Quellen 
ist,  die  auf  der  Fläche  verteilt  sind,  wo-^  die  Dichte  pro  Flächen- 
einheit JBt;  der  zweite  Ausdruck  hingegen  ist  das  Geschwindigkeits- 
potential einer  Verteilung  von  Doppelquellen,  wo  die  Achsen  senk- 
recht zur  Fläche  sind  und  die  Dichte  tp  ist.  Es  wird  sich  aus 
Gleichung  (10)  unten  ergeben,  daß  dies  nur  eine  von  einer  unendlich 
großen  Zahl  Oberflächen  Verteilungen  ist,  welche  denselben  Wert  <p 
im  Innern  ergeben. 

Wenn    die    Flüssigkeit    sich    bis    in    das    Unendliche    erstreckt 
und  dort  in  Ruhe  ist,   kann  man   annehmen,   daß    die  Oberflächen- 
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integrale  (7)  sich  über  die  innere  Begrenzung  allein  erstrecken. 
Um  dies  zu  erkennen,  können  wir  als  äußere  Begrenzung  eine  un- 
endlich große  Kugel  mit  P  ab  Zentrum  nehmen.  Der  entsprechende 
Teil  des  ersten  Integrals  in  (7)  verschwindet  dann,  während  der- 
jenige des  zweiten  Integrals  gleich  C  ist,  d.  h.  dem  konstanten 
Werte,  dem  sich  q>  im  Unendlichen  nähert,  wie  wir  in  §  41  ge- 
sehen haben.  Zur  Vereinfachung  des  Satzes  ist  es  passend,  C  —  0  zu 
setzen;  dazu  sind  wir  berechtigt,  da  wir  stets  zu  tp  eine  willkürliche 
Konstante  addieren  können. 

Wenn  P  außerhalb  der  Fläche  liegt,  so  ist  tp'  in  dem  ganzen  ur- 
sprünglichen Baume  endlich,  und  die  Formel  (5)  gibt  sofort: 

wo  ferner  im  Falle  einer  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  und  dort 
ruhenden  Flüssigkeit  die  Ausdrücke  weggelassen  werden  können,  die 
von  dem  unendlich  entfernten  Teile  der  Fläche  herrühren. 

§  58.  Die  Verteilung,  die  durch  (7)  dargestellt  ist,  kann  femer 
durch  eine  solche  von  einfachen  Quellen  allein  oder  von  Quellpaaren 
allein  ersetzt  werden,  die  sich  auf  der  Grenzfläche  befinden. 

Es  sei  (p  das  Geachwindigkeitspotential  einer  Flüssigkeit,  die  einen 
bestimmten  Raum  erfüllt,  und  es  sei  tp'  das  Geschwindigkeitspotential 
einer  möglichen  azyklischen  und  wirbellosen  Bewegung  in  dem  übrigen 
Teile  des  unbegrenzten  Raumes,  mit  der  Bedingung,  daß  je  nach  den 
Umständen  tp  oder  tp'  im  Unendlichen  verschwindet  Wenn  dann  der 
Punkt  P  innerhalb  des  ersten  und  außerhalb  des  zweiten  Gebietes 
liegt,  so  haben  wir: 


(9) 


wo  Ön,  oV  Elemente  der  Normalen  von  dS  bedeuten,  die  jedesmal 
nach  der  Innenseite  des  ersten  oder  zweiten  Gebietes  gerichtet  sind, 
sodaß 

Addition  gibt: 

Die  Funktion  tp'  wird  durch  die  Werte  von  tp'  oder  y-,  an  der  Ober- 
fläche bestimmt,  über  die  wir  bisher  noch  verfügen  können. 
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Wir  wollen  zunächst  tp'  ==  tp  machen.  Die  T&ngentialkomponenten 
auf  den  beiden  Seiten  der  Grenzfläche  sind  dann  stetig,  aber  die 
Normalkomponenten  sind  unstetig.  Um  der  Vorstellung  zu  Hilfe  zu 
kommen,  nehmen  wir  an,  daß  eine  Flüssigkeit  einen  unbegrenzten 
Raum  erfüllt  und  durch  eine  unendlich  dünne  Fläche  in  zwei  Teile 
geteilt  wird,  auf  welche  ein  impulsiver  Druck  p<p  wirkt,  sodaß  die 
gegebene  Bewegung  von  der  Ruhe  aus  erzeugt  wird.  Das  letzte 
Glied  von  (10)  verschwindet,  sodaß 

fc— «Jjfvß+K)"'  <u> 

d.  h.  die  Bewegung  auf  beiden  Seiteu  ist  so,  als  wenn  sie  von  einer 
Obernachen  Verteilung  von  Quellen  herrührte,  deren  Dichte 

Zweitens  wollen  wir  annehmen,  daß 

d<f>'  _  9? 

cn  —  tn 

Dies  bedeutet,  daß  auf  der  ursprünglichen  Begrenzungsfläche  die 
Nonnalkomponente  der  Geschwindigkeit  stetig,  die  Tangentialkompo- 
nente  unstetig  ist.  Man  kann  sich  in  diesem  Falle  vorstellen,  daß 
die  Geschwindigkeit  dadurch  erzeugt  wird,  daß  man  die  vorgeschriebene 
Normalkomponente 


jedem  Punkte  einer  unendlich  dünnen  Membran  zuerteilt,  deren  Lage 
mit  derjenigen  der  Grenzfläche  zusammenfällt.  Das  erste  Glied  von 
(10)  verschwindet  jetzt,  und  wir  haben: 

man  kann  sich  demnach  vorstellen,  daß  die  Bewegung  auf  beiden 
Seiten  durch  eine  Oberflächenverteilung  von  Doppelquellen  von  der 
Dichte 

9  —  9 
erzeugt  wird. 

Es  kann  gezeigt  werden,  daß  die  obigen  Darstellungen  von  <p, 
durch  einfache  Quellen  allein  oder  durch  Quellpaare  allein,  eindeutig 
sind;  hingegen  ist   die  in  §  57   gegebene  Darstellung  unbestimmt.*) 

1}  Diese  Untersuchung  stammt  von  Green,  der  sie  vom  Standpunkt  der 
Elektrostatik  ans  anstellte,  l.  c,  S.  66. 

8)  Vergl.  Larmor,  „On  the  Mathematical  Expression  of  the  Principle  of 
Huyghens",  Proc.  Land.  Math.  Soc.,  (2)  1,  S.  1,  1808. 


google 


76  HL  Wirbelfreie  Bewegung. 

Es  ist  klar,  daß  eine  zyklische  wirbellose  Flüssigkeitsbewegung 
nicht  durch  einfache  Quellen  dargestellt  werden  kann.  Man  sieht 
jedoch  leicht,  daß  sie  durch  eine  bestimmte  Verteilung  von  Doppel 
quellen  auf  der  Begrenzung,  zugleich  mit  einer  gleichförmigen  Ver- 
teilung tod  Doppelquellen  auf  jedem  der  Querschnitte  wiedergegeben 
werden  kann,  die  nötig  sind,  nm  den  von  der  Flüssigkeit  erfüllten 
Raum  einfach  zusammenhängend  zu  machen.  In  derselben  Schreib- 
weise wie  in  §  53  finden  wir: 

»,-^-»0A(f)«+^^W+^(>.+"-.(i»> 

wo  qj:  das  eindeutige  Geschwindigkeitspotential  bezeichnet,  welches 
in  dem  veränderten  Räume  existiert,  und  tp  das  Geschwindigkeits- 
potential  der  azyklischen  Bewegung  ist,  die  in  dem  äußeren  Räume 
erzengt  wird,  wenn  die  zugehörige  Normalkomponente  der  Geschwindig- 
keit —  |^  für  jedes  Element  öS  einer  Membran  gegeben  ist,  die  mit 
der  ursprünglichen  Grenzfläche  zusammenfällt. 

Eine  andere  Weise,  die  wirbelfreie  Bewegung  einer  Flüssigkeit, 
gleichviel  ob  zyklisch  oder  nicht,  darzustellen,  wird  sich  in  dem  Kapitel 
über  „Wirbelbewegung"  darbieten. 

Wir  schließen  hiermit  die  Darstellung  der  Theorie  der  wirbel- 
freien Bewegung.  Der  mathematisch  gebildete  Leser  wird  ohne 
Zweifel  das  Fehlen  einiger  wichtiger  Glieder  in  der  Kette  unserer 
Schlüsse  bemerkt  haben.  Abgesehen  von  physikalischen  Erörterungen 
ist  z.  B.  kein  Beweis  erbracht  worden,  daß  eine  Funktion  <p  existiert, 
welche  den  Bedingungen  des  §  36  in  einem  gegebenen  einfach 
zusammenhängenden  Raum  genügt,  und  welche  willkürliche  Werte 
auf  der  Grenzfläche  besitzt.  Auf  den  regelrechten  Beweis  derartiger 
„Eatistential-Sätze"  ist  in  diesem  Buch  verzichtet  worden.  Um  einen 
Überblick  über  die  Literatur  dieses  Gegenstandes  zu  gewinnen,  mag 
der  Leser  in  den  unten  genannten  Arbeiten  nachschlagen.1) 

1)  H.  Burkhardt  und  W.  F.  Meyer,  „Potentialtheorie",  und  A.  Sommerfeld, 
,, Randwertaufgaben  in  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen",  Enzykl. 
d.  math.  Win.,  Bd.  II,  Leipzig  1900. 
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Zweidimensionale  Flusslgkeitsbewegung. 

§  69.  Wenn  die  Geschwindigkeitskomponenten  w  und  v  Funk- 
tionell von  x  und  y  allein  sind,  während  w  =  0  ist,  geht  die  Be- 
wegung in  einer  Reihe  von  Ebenen  vor  sich,  die  parallel  zur  xy-Ebene 
sind,  und  sie  ist  in  jeder  dieser  Ebenen  die  gleiche.  Die  Untersuchung 
der  Bewegung  einer  inko  mpregsiblen  Flüssigkeit  unter  diesen  Um- 
ständen ist  durch  gewisse  analytische  Eigentümlichkeiten  ausgezeichnet, 
und  die  Lösungen  einiger  höchst  interessanter  Probleme  werden  leicht 
erhalten. 

Da  die  ganze  Bewegung  bekannt  ist,  wenn  man  diejenige  in  der 
Ebene  s  =  0  kennt,  so  wollen  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  diese 
Ebene  beschränken.  Wenn  wir  von  Funkten  und  Linien  in  ihr 
sprechen,  so  wollen  wir  annehmen,  daß  sie  gerade  Linien  parallel  zur 
«-Achse  bzw.  Zylinderflächen  vertreten,  deren  Erzeugende  parallel  zur 
x-Achse  liegen,  und  deren  Spuren  sie  sind. 

Unter  dem  Fluß  durch  eine  Kurve  wollen  wir  das  FlüsBigkeits- 
volumen  verstehen,  welches  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Teil  der 
Zylinderfläche  fließt,  welche  diese  Kurve  als  Basis  hat,  und  die 
zwischen  den  Ebenen 

0  —  0    und     *  =  1 
liegt 

Es  seien  A  und  P  zwei  beliebige  Funkte  der  z</- Ebene.  Der 
Fluß  durch  irgend  zwei  Linien,  welche  A  und  P  verbinden,  ist  stets 
derselbe,  vorausgesetzt,  daß  sie  ineinander  übergeführt  werden  können, 
ohne  daß  der  von  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  verlassen  wird;  denn 
sonst  würde  das  zwischen  beide  Linien  eingeschlossene  Gebiet  Sub- 
stanz gewinnen  oder  verlieren.  Wenn  daher  A  fest  und  P  variabel 
ist,  so  ist  der  Fluß  durch  irgend  eine  Linie  AP  eine  Funktion  der 
Lage  von  P.  Diese  Funktion  werde  mit  V  bezeichnet;  oder  genauer: 
m  sei  ^  der  Fluß  durch  AP  von  der  rechten  zur  linken  Seite  für 
einen  Beobachter,  der  sich  auf  der  Kurve  befindet  und  auf  ihr  von 
A  ans   in   der   Richtung   nach  P  blickt.     Mathematisch   formuliert: 
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Sind  l,  m  die  Richtungakosinusse  der  nach  links  gezogenen  Normalen 
eines  Elementes  Ss  der  Kurve,  so  haben  wir: 

F 

t  =  f  (la  +  mv)  ds.  (1) 

Wenn  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Kaum  aperiphraktisch  (vergl. 
S.  48)  ist,  so  ist  $>  notwendig  eine  eindeutige  Funktion,  aber  in  peri- 
phraktischen  Räumen  kann  der  Wert  ty  von  der  Natur  des  Weges  AP 
abhängen.  Ein  zweidimensionaler  periphraktischer  Baum  ist  jedoch 
gleichzeitig  auch  mehrfach  zusammenhängend,  sodaß  die  Eigenschaften 
von  fy,  wenn  dasselbe  eine  mehrwertige  Funktion  ist,  in  Bezug  auf  die 
Beschaffenheit  des  von  Flüssigkeit  erfällten  Raumes  aus  §  50  hergeleitet 
werden  können,  wo  wir  die  gleiche  Frage  im  Hinblick  auf  <p  erörtert 
haben.  Wenn  das  Gebiet  periphraktisch  ist,  so  sind  die  zyklischen 
Konstanten  von  0  die  Werte  des  Flusses  durch  die  geschlossenen 
Kurven,  welche  die  verschiedenen  Teile  der  inneren  Begrenzung  bilden. 

Eine  Verlegung  des  Punktes  (z.  B.  von  A  nach  B),  von  dem  aus 
i>  gerechnet  wird,  bedingt  die  Addition  einer  Konstanten  zu  dem 
Werte  von  i>,  nämlich  den  Fluß  durch  die  Linie  HA.  Darum  können 
wir  iL»  als  bia  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt  betrachten. 

Wenn  der  Punkt  P  sich  derart  bewegt,  daß  $  unverändert  bleibt, 
so  beschreibt  er  eine  Kurve,  durch  welche  keine  Flüssigkeit  strömt, 
d.  h.  eine  Stromlinie.     Daher  sind  die  Kurven 

t!>  =  konst. 
die  Stromlinien,  und  #  heißt  die  „Stromlinienfunktion". 
Wenn  P  eine  unendlich  kleine  Verrücknng 

PQ-Sy 

parallel  zur  y  Achse  erfährt,  so  ist  der  Zuwachs  von  i<  der  Fluß 
durch  PQ  von  der  rechten  zur  linken  Seite,  nämlich: 


»•p«, 


(2) 


Verrücken  wir  andererseits  P  parallel  zu  x,  so  finden  wir  auf  die 
gleiche  Weise: 

v      dZ  V*> 

Die  Existenz  einer  Funktion  tf>,  die  mit  w  und  v  in  dieser  Beziehung 
steht,  hätten  wir  auch  aus  der  Kontinnitätsgleichnng  erschließen  können, 
welche  in  diesem  Falle  die  Form 

DfrtizedDy  GOOgie 
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£+&-»  w 

anDimmt,  was  die  analytische  Bedingung  dafür  ist,  daß 

udy — vdx 
ein  vollständiges  Differential  ist.1) 

Die  vorangehenden  Erörterungen  gelten  sowohl  für  die  Wirbel- 
bewegung wie  für  die  wirbellose  Bewegung.  Die  Formeln  für  die 
Komponenten  der  Winkelgeschwindigkeit,  die  in  §  30  gegeben  wurden, 
werden 

6-0  > 

1  —  0  l 


(5) 


sodaß  wir  im  Falle  einer  wirbelfreien  Bewegung 

haben. 

§  60.  Im  folgenden  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  der 
roüttionslosen  Bewegung,  die,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  durch 
das  Vorhandensein  eines  Geschwindigkeitspotentials  charakterisiert  ist, 
welches  mit  u  und  v  durch  die  Beziehung 

M=~f!  CD 

dy  > 
verknüpft  ist  und  der  Kontinuitätsgleichung 

genügt,  da  wir  nur  die  Bewegung  von  inkompressiblen  Flüssigkeiten 
betrachten. 

Die  Theorie  der  Funktion  <p  sowie  die  Beziehung  zwischen  ihren 
Eigenschaften  und  der  Beschaffenheit  des  zweidimensionalen  Raumes, 
in  dem  die  wirbellose  Bewegung  stattfindet,  kann  leicht  aus  den  ent- 
sprechenden Sätzen  abgeleitet  werden,  die  im  vorigen  Kapitel  für  drei 
Dimensionen  bewiesen  sind.    Die  Änderungen  in  dem  Wortlaut  und  in 

1)  Die  Funktion  iji  ist  auf  diesem  Wege  von  Lagrange  eingeführt  worden: 
•Votir.  Mim.  de  YAcad.  dt  Berlin,  1781  [CEwrea  IV,  S.  2T0J.  Die  kinematische 
Deutung  stammt  von  Rankine,  „On  Plane  Water-Lines  in  two  Dimension*", 
HW.  Trans-  1864  [MigceUaneous  Scientific  Papers,  London  1881,  8.  405]. 
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dem  Beweis  der  Sätze,  die  nötig  sind,  um  diese  der  zweidimensionalen 
Bewegung  anzupassen,  sind  hauptsächlich  rein  formal. 

Eine  Ausnahme,  die  wir  kurz  erörtern  wollen,  tritt  jedoch  im 
Falle  des  §  38  und  der  davon  abhängenden  Sätze  ein. 

Es  sei  ös  ein  Element  auf  der  Randlinie  irgend  eines  Teiles  der 
zy-Ebene,  welcher  ganz  von  bewegter  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  und  es 
sei  in  ein  Element  der  nach  Innen  gezogenen  Normale  zu  <Ts;  dann 
haben  wir  nach  §  36: 

"~±dB-0,  (3) 


f\ 


wo  die  Integration  über  die  ganze  Grenzlinie  zu  erstrecken  ist.  Diese 
Grenzlinie  sei  ein  Kreis,  und  r,  0  seien  Polarkoordinaten,  die  sich 
auf  das  Zentrum  P  dieses  Kreises  als  Anfangspunkt  beziehen;  dann 
kann  man  die  letzte  Gleichung  folgendermaßen  schreiben: 

»ä  In 

f^rdO-O,    oder     ^fyde-O. 
Daher  ist  das  Integral 


hff">- 


d.  h.  der  Mittelwert  von  a>  auf  einem  Kreis  mit  dem  Zentrum  P  und 
dem  Radius  r,  unabhängig  von  r,  und  bleibt  deshalb  unverändert, 
wenn  r  unbegrenzt  abnimmt;  dann  erhält  das  Integral  den  Wert  von  tp 
für  den  Punkt  P. 

Es  sei  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  periphraktisch, 
und  wir  wollen  Formel  (3)  auf  das  Gebiet  anwenden,  das  von  einer 
der  inneren  Grenzlinien  sowie  von  einem  Kreis  mit  dem  Zentrum  P 
und  dem  Radius  r  eingeschlossen  wird,  wobei  letzterer  diese  Be- 
randung  umgibt  und  vollständig  in  der  Flüssigkeit  liegt ;  wir 
haben  dann: 


SP, 


■rd$  -  -  M,  (4) 


wobei  die  Integration  über  den  Kreis  allein  auszudehnen  ist,  und  M 
den  Fluß  in  das  Gebiet  durch  die  innere  Begrenzung  bezeichnet 
Darum  ist: 


was  integriert 


>y  Google 
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In 

h fr"  — £**'+<>  <5> 

gibt;  d.  h.  der  Mittelwert  von  91  auf  einem  Kreis  mit  dem  Zentrum  P 
and  dem  Radius  r  ist  gleich 

-~iogr+C, 

wo  C  unabhängig  von  r  ist,  aber  mit  der  Lage  von  P  variieren  kann. 
Diese  Formel  gilt  natürlich  nur  so  lange,  als  der  Kreis  die  innere 
Orenze  einschließt  and  selbst  ganz  in  der  Flüssigkeit  liegt 

Wenn  der  Raum  nach  außen  unbegrenzt  ist,  and  wenn  der 
Kreis  die  gesamten  inneren  Grenzlinien  umschließt,  und  wenn  ferner 
die  Geschwindigkeit  überall  im  Unendlichen  Null  ist,  so  ist  C  eine 
absolute  Konstante;  der  Beweis  ist  ähnlich  dem  des  §  41  zu  führen. 
Man  kann  dann  zeigen,  daß  der  Wert  von  <p  in  großem  Abstände  r 
»on  der  inneren  Grenzlinie  sich  dem  Wert 

-~logr+C 
nähert.     In  dem  speziellen  Falle 

Jtf-0 
ist    die    Grenze,   welcher    sich    o;    im   Unendlichen    nähert,    endlich. 
Wir  schließen  wie  früher,  daß  es  nur  eine  eindeutige  Funktion  gibt, 
•welche 

1.  der  Gleichung  (2)  in  jedem  Punkte  der  zy- Ebene  genügt, 
welcher  außerhalb  eines  gegebenen  Systems  von  geschlossenen 
Kurven  liegt, 

2.  den  Wert  ~  für  jeden  Punkt  dieser  Kurven  einer  willkürlich 
gegebenen  Größe  gleich  macht,  und 

3.  im  Unendlichen  verschwindende  erste  Differentialquotienten  hat. 

Wenn  wir  uns  punktförmige  Quellen  von  der  in  §  56  beschrie- 
benen Art  gleichmäßig  längs  der  «-Achse  verteilt  denken,  finden  wir 
leicht,  daß  die  Geschwindigkeit  in  einer  Entfernung  r  von  dieser  Achse 
die  Richtung  von  r  besitzt,  und  gleich 


ist,  wo  m  eine  Konstante  bedeutet.  Diese  Anordnung  bildet  eine 
sogenannte  „lineare  Quelle",  and  ihr  Geschwindigkeitspotential  kann 
gleich 

V ^  %  r  (6) 

gesetzt  werden. 

Limb,  HjdjodjnMÜfc  6 
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Der  Leser,  der  sieb  hierfür  interessiert,  wird  ohne  Mflhe  eine 
Theorie  der  zweidimensionalen  Quellen  und  Senken  aufstellen  können, 
die  derjenigen  in  den  §§  56 — 58  analog  ist1) 

§  61.  Ein  Teil  der  Flüssigkeit  werde  von  einer  Zylinderfläche, 
deren  Erzeagende  parallel  zur  z-  Achse  sind,  und  von  zwei  zur 
«Achse  senkrechten  Ebenen  begrenzt,  die  den  Abstand  1  voneinander 
haben;  die  kinetische  Energie  wird  dann  durch  die  Formel 

"-t0is9'+©,j*,*--»jr»K*    (i> 

gegeben,  wo   das  Oberflächenintegral  Über  den  Teil  der  zy- Ebene, 
der  von  der  Zylinderfläche  ausgeschnitten  wird,  zu  erstrecken  ist,  und 
das  Linienintegral  über  die  Grenzlinie  dieses  Teiles. 
Da 

d<p     _  d*t> 

3n~        dl 

i8t,  so  kann  Formel  (1)  folgendermaßen  geschrieben  werden: 


QJipdi>, 


wo  die  Integration  in  der  positiven  Richtung  längs  der  Grenzlinie 
auszuführen  ist. 

Wenn  wir  durch  ein  ähnliches  Verfahren  wie  in  §  46  die  Energie 
in  dem  Falle  zu  berechnen  suchen,  wo  das  Gebiet  sich  bis  in  das 
Unendliche  erstreckt,  so  finden  wir,  daß  ihr  Betrag  unendlich  groß' 
wird,  ausgenommen,  wenn  der  gesamte  Floß  (M)  nach  außen  Null 
ist.  Denn  wenn  wir  einen  Kreis  mit  großem  Radius  r  als  äußere 
Grenze  des  betr.  Teiles  der  #t/-Ebene  einführen,  finden  wir,  daß  der- 
entsprechende  Teil  des  Integrals  von  (1)  mit  r  unbegrenzt  wächst. 
Die  einzige  Ausnahme  ist  der  Fall  M  =  0,  wo  wir  das  Linienintegral 
in  (1)  über  die  innere  Begrenzung  allein  ausdehnen  können. 

Wenn  die  zylindrische  Grenzfläche  aus  zwei  oder  mehr  getrennten 
Teilen  besteht,  von  denen  einer  alle  übrigen  einschließt,  so  ist  der  um- 
schlossene Raum  mehrfach  zusammenhängend,  und  die  Gleichung  (1) 
bedarf  einer  Korrektion,  welche  genau  wie  in  §  56  ausgeführt, 
werden  kann. 

§  62.     Die  Funktionen  tp  und  i>  Bind  durch  die  Beziehungen 

dx=~       dy 

dy  di!> 

verknüpft  l*  ~      U 


(1) 


1)  Dieser  Gegen  stand  ist  sehr  vollständig  von  C.  Neumann  behandelt  worden :. 

Google 


Über  Au  logarithm'nchc  und  Newtonsche  Potential,  Leipzig  1STT. 
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Diese  Bedingungen  werden  erfüllt,  wenn  man 

tp  +  il>, 

wo  t,  wie  gewöhnlich,  für  ")/—  1   gebraucht  ist,  einer   gewöhnlichen 
algebraischen  oder  transzendenten  Funktion  von 

*  +  »» 

gleichsetzt,  z.  B.: 

<f>  +  i*  -  f(x  +  iy).  (2) 

Dann  ist  nämlich: 

/„  (V  +•'»)-  >T (*  +  <»)  -  »•  f,  (?  +  •*),  (3) 

woraus  wir   ersehen,   daß   die  Gleichungen  (1)   erfüllt  werden,  wenn 
man  die  reellen  und  die  imaginären  Teile  einzeln  einander  gleich  setzt. 
Daher  gibt  jede  beliebige  Form   von  (2)   einen   möglichen  Fall 
der  wirbelfreien  Bewegung.     Die  Kurven 

tp  —  konat. 
sind  die  Äquipotentiallinien,  und  die  Kurven 

4>  —  konst. 
sind  die  Stromlinien.     Da  nach  (1) 


3g°  dip  ■  d<p  dy 
dx  dx   '   dy  dy 


=  0, 


so  sehen  wir,  daß  diese  beiden  Kurvensysteme  einander  unter  rechten 
Winkeln  schneiden,  wie  wir  bereits  bewiesen  haben.  Da  die  Glei- 
chungen (1)  ungeändert  bleiben,  wenn  wir 

-^    für     9) 
und       tp     für     ip 
schreiben,  so  können  wir,  wenn  wir  wollen,  auch  die  Kurven 

ty  =  konst. 
als  die  Aquipotentialkurven,  und  die  Kurven 

tp  —  konst 
als  die  Stromlinien  betrachten;  darum  gibt  jede  der  genannten  Annahmen 
zwei  mögliche  Fälle  der  wirbelfreien  Bewegung. 

Der  Kurze  wegen  wollen  wir  im  folgenden  Teile  dieses  Kapitels 
die  gewöhnliche  Schreibweise  der  Funktionentheorie  gebrauchen,  und 

e  —  x  +  iy,  (4) 

w  —  tp  +  iv  (5) 

KixBn-  c^.Cooglc 
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Vom  modernen  Standpunkt  ans  können  wir  sagen:  die  Grund- 
eigenschaft einer  Funktion  einer  komplexen  Variablen  besteht  darin, 
daß  sie  einen  bestimmten  Differentialquotienten  nach  dieser  Variablen,  be- 
sitzt.1) Wenn  tp  and  j>  irgend  welche  beliebige  Funktionen  von  x  und  y 
bezeichnen,  so  müssen  jedem  Werte  von  x  \-  iy  ein  oder  mehrere 
bestimmte  Werte  von  <p  +  ity  entsprechen;  aber  das  Verhältnis  des 
Differentiale«  dieser  Funktion  zu  dem  von  x  -\-  iy,  nämlich 

dx  +  iSy  Sx  +  iStf  ' 

hängt  im  allgemeinen  von  dem  Verhältnisse  3x :  3y  ab.  Die  Bedingung, 
daß  es  für  alle  Werte  des  letzteren  das  gleiche  sein  soll,  ist 

was  den  obigen  Gleichungen  (1)  äquivalent  ist.  Diese  Eigenschaft 
wurde  von  Riemann  als  die  Definition  der  Funktion  einer  komplexen 
Variablen  x  +  iy  genommen;  d.  h.  eine  solche  Funktion  muß  für 
jeden  bestimmten  Wert  der  Variablen  nicht  nur  einen  bestimmten  Wert 
oder  ein  System  von  bestimmten  Werten  haben,  sondern  für  jeden 
dieser  Werte  anch  einen  bestimmten  Differentialquotienten,  Der  Vorteil 
dieser  Definition  ist  der,  daß  sie  von  der  Existenz  eines  analytischen 
Ausdruckes  für  die  Funktion  völlig  unabhängig  ist. 

Wenn  die  komplexen  Größen  s  und  w  nach  der  Methode  von 
Argand  und  Gauß  geometrisch  dargestellt  werden,  so  kann  der  Diffe- 
rentialquotient -j  als  der  Operator  angesehen  werden,  welcher  einen 
unendlich  kleinen  Vektor  9e  in  den  entsprechenden  Vektor  9u>  über- 
fuhrt. Aas  der  oben  genannten  Eigenschaft  folgt  dann,  daß  ent- 
sprechende Figuren  der  z-  und  w- Ebene  einander  in  den  kleinsten 
Teilen  ähnlich  sind. 

Es  seien  z.  6.  in  der  w-Ebene  die  geraden  Linien 

<p  =  konst. 

Tp  —  konst., 

wo  die  Eonstanten  eine  Reihe  von  Werten  in  arithmetischer  Pro- 
gression bezeichnen,  deren  gemeinschaftliche  Differenz  unendlich  klein 
und  in  jedem  Fall  dieselbe  ist;  diese  Geraden  bilden  zwei  Systeme, 
die  rechtwinklig  zu  einander  stehen  und  die  Ebene  in  unendlich  kleine 
Quadrate  teilen.     Daher  werden  in  der  ry- Ebene   die  entsprechenden 


1)  VergL  i.  B.  Fonyth,   Theory  of  Function»,  2.  Auü.,   Cambridge  1900, 
Kap,  I  und  IL 
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Kurven  <p  —  konst,  v  —  tonet.,  wenn  die  Konstanten  dieselbe  Bedeutung 
wie  früher  haben,  einander  unter  rechten  Winkeln  schneiden  (wie  be- 
reits auf  andere  Weise  bewiesen  ist)  und  die  Ebene  in  unendlich  kleine 
Quadrate  teilen. 

Wenn  umgekehrt  <p  und  i>  zwei  beliebige  Funktionen  von  x  und  y 
sind,  derart,  daß  die  Kurven  tp  —  ms,  w  —  tu,  wo  e  unendlich  klein 
ist  und  m,  n  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  die  icy-Ebene  in  quadratische 
Elemente  teilen,  so  ist  offenbar 

dx  dy 

Wenn  wir  die  oberen  Zeichen  nehmen,  so  ist  dies  die  Bedingung 
dafür,  daß  x  +  iy  eine  Funktion  von  tp  +  inj  sein  würde.  Der  Fall 
der  unteren  Zeichen  wird  auf  diese  zurückgeführt,  wenn  man  das 
Vorzeichen  von  f  umkehrt  Daher  enthält  Gleichung  (2)  die  voll- 
ständige Lösung  des  Problems  der  winkeltreuen  Abbildung  von  einer 
Ebene  auf  eine  andere.1) 

Die  Ähnlichkeit  entsprechender,  unendlich  kleiner  Teile  der  w- 
und  «-Ebene  hört  in  den  Punkten  auf,  wo  der  Differentialquotient 
-T-  null  oder  unendlich  ist.    Da 

*£     IL*  j.  ,■  ^*  n\ 

dt        Sa:'"1"     dx  V' 

ist,  so  ist  bei  der  Anwendung  in  der  Hydrodynamik  der  entsprechende 
Wert  der  Geschwindigkeit  null  oder  unendlich. 

Bei  allen  physikalischen  Anwendungen  muß  w  eine  einwertige 
oder  höchstens  zyklische  Funktion  von  e  im  Sinne  des  §  50  für  das 
ganze  Gebiet  sein,  mit  dem  wir  uns  beschäftigen.  Daher  muß  im 
Falle  einer  „mehrdeutigen"  Funktion  das  Gebiet  auf  ein  einzelnes  Blatt 
der  entsprechenden  Riemannschen  Fläche  beschränkt  werden,  und 
„  Vereu-eigungspunkte"   dürfen   also   in   dessen  Inneren  nicht  auftreten. 

§  03.     Wir  können  jetzt  zu  einigen  Anwendungen  des  voran- 
stehenden Verfahrens  übergeben. 
Wh*  wollen  zuerst 

mj  =  J.  ■  if 

nehmen,  wo  A  reell  ist     Führen  wir  Polarkoordinaten  r,  8  ein,  so 

haben  wir:  „      j.*™-«* 

q>  —Ar*  cos  nd\ 

4i<=At*amn6)'  "* 

1)  Lagrange,  „Snr  la  conitruction  des  cartes  gäograpbiqueB",  Nouv  mein. 
de  l'Aeod.  de  Berlin,  1779  {{Eueres  IV,  8.  686).  Betreffs  der  weiteren  Geschichte 
des  Problem!  vergl.  Forsyth,  Theitry  of  Functions,  Kap    XIX. 
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Die  folgenden  Fälle  sollen  besonders  behandelt  werden: 

1.  Wenn  n  —  1  ist,  so  bilden  die  Stromlinien  ein  System  von 
Parallelen  zur  x-Achse,  nnd  die  Äquipotentiallinien  ein  entsprechendes 
System  von  Parallelen  zur  j/-Achse.  In  diesem  Falle  sind  irgend- 
welche entsprechende  Figuren  in  der  «'-Ebene  und  in  der  «-Ebene 
einander  ähnlich,  gleichviel  ob  sie  endlich  oder  unendlich  klein  sind. 

2.  Wenn  n  «-  2  ist,  so  sind  die  Kurven  tp  —  konst.  ein  System 
von  rechtwinkligen  Hyperbeln,  welche  die  Koordinatenachsen  als 
Hauptachsen  haben,  und  die  Kurven  ij>  —  konst.  bilden  ein  ähnliches 
System,  wo  die  Koordinatenachsen  Asymptoten  sind.  ■  Die  Linien 

ff-0,  6  —  ix 

sind  Teile  derselben  Stromlinie  i>  =  0,  sodaß  wir  die  positiven  Seiten 
der  Koordinatenachsen  als  feste  Grenzen  betrachten  können  und  so  den 
Fall  einer  FIüsBigkeitsbewegung  in  dem  Winkel  zwischen  zwei  zu- 
einander senkrechten  Wänden  erhalten. 

3.  Wenn  n  —  —  1  ist,  so  erhalten  wir  zwei  Systeme  von  Kreisen, 
welche  die   Koordinatenachsen  im  Anfangspunkt  berühren.     Da  jetzt 

tp  = COB  0, 

so  ist  die  Geschwindigkeit  im  Ursprungspunkt  unendlich;  wir  müssen 
daher  annehmen,  daß  das  Gebiet,  für  welches  unsere  Formern  gelten, 
im  Innern  durch  eine  geschlossene  Kurve  begrenzt  ist. 

4.  Wenn  n  —-  —  2  ist,  so  ist  jedes  System  von  Kurven  aus  einem 
doppelten  System  von  Lemniskaten  zusammengesetzt.  Die  Achsen 
des  Systems  <p  —  konst.  fallen  mit  den  Koordinatenachsen  zusammen; 
diejenigen  des  Systems  ip  —  konst.  halbieren  die  Winkel  zwischen 
diesen  Achsen. 

5.  Wenn  wir  den  Wert  von  «  passend  wählen,  erhalten  wir  den 
Fall  einer  wirbellosen  Bewegung,  bei  der  die  Grenze  von  zwei  festen 
Wänden  gebildet  wird,  die  sich  anter  einem  beliebigen  Winkel  a 
treffen.     Die  Gleichung  der  Stromlinien  ist 

f*  sin  n$  =  konst.;  (2) 

darum  müssen  die  Linien 

$  -  0,  0  -  i 
Teile  der  gleichen  Stromlinie  bilden.     Wenn  wir  also  n  —  —  setzen, 
so  erhalten  wir  die  gesuchte  Lösung  in  der  Form: 

aj-^r'cos^,  if-Ar'nn~-  (3) 

Die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  parallel  und  senkrecht  zu  r 
•md  4>h.r: 


sie  sind  deshalb  im  Anfangspunkt  0,  endlich,  oder  unendlich,  je 
nachdem  a  kleiner,  gleich  oder  größer  als  it  ist 

§  6*.   Wir  betrachten  weiter  einige  Fälle  zyklischer  Funktionen. 

1.  Die  Annahme 

w u-logs,  (1) 

wo  n  reell  ist,  gibt: 

Die    Geschwindigkeit    in   einem  Abstände  r   vom    Ursprungspunkte 
ist  — ;  dieser  Punkt  muß  deshalb  durch  eine  geschlossene  Kurve,  die 
wir  um  ihn  ziehen,  isoliert  werden. 
Wenn  wir  die  Radien 

0  —  konst. 

als  Stromlinien  nehmen,  erhalten  wir  den  Fall  einer  zweidimensionalen 
Quelle  im  Ursprungspunkte  (vergL  §  60). 
Wenn  die  Kreise 

r  =  konst. 

als  Stromlinien  genommen  werden,  haben  wir  den  Fall  des  §  27;  die 
Bewegung  ist  jetzt  zyklisch,  und  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen 
Kurve,  die  den  Eoordinatenanfangspnnkt  umgibt,  ist  2np. 

2.  Wir  wollen 

u>  ~  -  iL\og~_"a  (3) 

setzen. 

Wenn  wir  mit  r,,  r,  die  Abstände  eines  Punktes  in  der  xy-Ebene 
von  den  Punkten  (±  o,  0)  und  mit  öj ,  0t  die  Winkel  bezeichnen, 
welche  diese  Linien  mit  der  positiven  Richtung  der  x-  Achse  bilden, 
so  haben  wir: 


w 


bilden  zwei  rechtwinklige  Systeme  von  ,Jcoach8icUen"  Kreisen. 

Jedes   dieser   Systeme    kann   als    Äquipotentiallinien   genommen 


g  — 

a  ■= » 

l ' e  *» 

!  + 

a  =  t 

i  ■  4\ 

»*■ 

—  P 

log^      J 

*,- 

—  ft- 

Ä-öoi 

konst. 

und 

$  =-  konst. 
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werden,  sodaß  das  andere  System  dann  die  Stromlinien  bildet.  In 
jedem  Falle  ist  die  Geschwindigkeit  in  den  Paukten  (±  a,  0)  unend- 
lich. Wenn  diese  Punkte  den  gemäß  durch  geschlossene  Kurven 
umgeben  werden,  so  wird  der  Rest  der  xy-Ebene  ein  dreifach- 
zusammenhängender  Raum. 

Wenn  die  Kreise  0,  —  0,  =  konst.  als  Stromlinien  genommen 
werden,  so  haben  wir  den  Fall  einer  Quelle  und  einer  Senke  von 
gleicher  Intensität,  die  in  den 
Punkten  (+  a,  0)  gelegen  sind. 
Wenn  a  unbegrenzt  abnimmt 
während  ua  endlich  bleibt,  so 
bringen  wir  die  Annahme  Ton 
§  63,  3  zur  Darstellung,  welche 
also  dem  Falle  einer  doppelten 
Quellenlinie  im  Anfangspunkt  ent- 
spricht (vergl.  die  erste  Figur 
des  §  68). 

Wenn  wir  andererseits  die 
Kreise  -  —  konst.  als  Stromlinien 
nehmen,  so  erhalten  wir  den  Fall 
einer  zyklischen  Bewegung,  ins- 
besondere ist  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve,  die  mü- 
den ersten  der  obigen  Punkte  umschließt,  2xfi,  diejenige  in  einer  ge- 
schlossenen Kurve,  die  nur  den  zweiten  umgibt,  —  2aj*:  dagegen  ist 
diejenige  in  einer  Kurve,  die  beide  umschließt,  gleich  0.  Dieses  Beispiel 
wird  für  nns  besonderes  Interesse  haben,  wenn  wir  in  Kap.  Vit  znr 
Behandlung  der  „geradlinigen  Wirbel"  kommen. 

§  66,  Wenn  w  eine  Funktion  von  z  ist,  folgt  sogleich  aus  der 
Definition  des  §  62,  daß  s  auch  Funktion  von  w  ist.  Die  letztere 
Formulierang  der  Annahme  ist  mathematisch  zuweilen  bequemer  als 
die  frühere. 

Die  Gleichungen  (1)  des  §  62  werden  dann  durch 

S<P  ™       **  I  fl> 


dx 

_dy 

8> 

d<p 

ersetzt. 

Da  auch 

dw 
dz 

=  3i 

+ 

-«  + 

-  m  +  iv  ist,  so  haben  wir 

-r ^--(-  +  i-\ 

dv>       »  — *t>        q  \q  qP 

q    die    resultierende    Geschwindigkeit    im    Punkte    (x,    v)    ist. 

*  IzPdayCiÖdgle 


(5) 


Inverse  Formeln.  (J9 

Wenn  wir  daher 

t— £  <2> 

schreiben  und  uns  die  Eigenschaften  der  Funktion  £  in  der  eben  aus- 
einandergesetzten Weise  graphisch  dargestellt  denken,  so  wird  der 
Vektor,  der  vom  Ursprungspunkt  zu  einem  Punkte  in  der  £  Ebene 
gezogen  iBt,  in  der  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit,  und  der 
Größe  nach  mit  deren  reziproken  Werte  im  entsprechenden  Funkte  der 
«-Ebene  übereinstimmen. 

Da  ferner  —  der  Modulus  von  -.-,  d.  h.  von  «-  +  i  ^   ist,  so 

q  dw'  dtp  dtp        ' 

haben  wir: 

F-0+(H)'.  » 

was  wegen  der  Gleichung  (1)  in  die  entsprechenden  Formen 
_l       röMi     (d*\*     (Sg \i,  (dy\*     flxV.pmV    dxdy      Sx  dy    ,« 

S1'      VW       WM      W  "*"  W      VW  i"  W      $<fH     2$d<p   w 
gebracht  werden  kann. 

Die  letzte  Formel,  nämlich 

i      »fr,  y) 

3'        3(9,*)' 

drückt  die  Tatsache  ans,  daß  entsprechende  Flächenelemente  der  e- 
und  to -Ebene  sich  wie  das  Quadrat  des  Modulus  von  3  ■  zur  Einheit 
verhalten. 

§  66.     Die    folgenden    Beispiele    dieses  Verfahrens    sind    sehr 
wichtig. 

1.  Wir  nehmen  an,  daß 

»  —  c  cosh  w  (1) 

oder 

x  =  e  cosh  tp  cos  t^| 

y  =  c  sinh  q»  nn  a>  J  ^  ' 

Die  Kurven  91  —  kernst.  Bind  die  Ellipsen : 

-.-■"!;.-  +  ■.  -''tr. 1.  (3) 

c'cosh'gj    '    c'sinh'qp  '  v  ' 

und  die  Kurven  i>  «-  konst  sind  die  Hyperbeln: 

diese  Kegelschnitte  haben  die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte  (+  c,0). 
Die  beiden  Systeme  von  Kurven  sind  in  der  nächstfolgenden  Figur 
fegatdtt. 
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Da  wir  in  den  Brennpunkten 

(p  «=  0,  $  -=  n« 

haben,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ersehen  wir  aas  Gleichung  (2) 
des  vorangehenden  Paragraphen,  daß  die  Geschwindigkeit  dort  un- 
endlich ist.  Wenn  die  Hyperbeln  als  Stromlinien  genommen  werden, 
so  können  die  Teile  der 
x-Achse,  welche  außerhalb 
der  Punkte  (±  e,  0)  liegen, 
als  fest«  Wände  betrachtet 
werden.  Wir  erhalten  auf 
diese  Weise  den  Fall  einer 
Flüssigkeit,  die  von  einer 
Seite  einer  dünnen  ebenen 
Scheidewand  anf  die  andere 
durch  eine  Öffnung  von  der 
Breite  2c  fließt;  die  Ge- 
schwindigkeit an  den  Kan- 
ten ist  jedoch  anendlich. 
Wenn  die  Ellipsen 
als  Stromlinien  genommen 
werden,  erhalten  wir  den 
Fall  einer  Flüssigkeit,  die 
um  einen  elliptischen  Zylinder  herumfließt,  oder  im  Grenzfall  um 
eine  starre  Lamelle,  deren  Querschnitt  die  Verbindungslinie  der  Brenn- 
punkte (±  c,  0)  ist 

In  unendlicher  Entfernung  vom  Anfangspunkt  ist  a>  anend- 
lich von  der  Ordnung  log  r,  wo  r  der  Radiusvektor  ist;  die  Ge- 
schwindigkeit ist  unendlich  klein  von  der  Ordnung  — 

2.  Es  sei 

e  _  «,  +  (*  (6) 


X  =  f  +  C*  •  «OB  i>  1 

y  —  *  +  gt  ■  sin  i>  ) 


(6) 


Die  Stromlinie  i/>  =  0  fällt  mit  der  z-Achse  zusammen.    Ferner  bildet 

der  Teil  der  Linie  y  —  %  zwischen  x  =  —  oo  und  x 1,  als  eine 

in  sieh  selbst  zurücklaufende  Linie  betrachtet,  die  Stromlinie  i>  —  x; 
d.  h.  in  dem  Maße,  wie  <p  von  +  °°  durch  0  bis  zu  —  oo  abnimmt, 
wächst  x  von  —  oo  bis  zu  —  1  und  nimmt  dann  wieder  bis  za  —  oo 
ab.    Ahnliches  gilt  für  die  Stromlinie  $  =  —  x. 
Da 


%,-- 


-  e*  cos  ^  —  i'e*  sin  «V, 


v  Google 
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bo  folgt,  daß  für  große  negative  Werte  von  <p  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit  mit  der  negativen  x-Achse  zusammenfällt,  und  ihr  Be- 
trag gleich  1  ist,  während  er  für 
große  positive  Werte  0  ist. 

Die  obigen  Formeln  repräsen- 
tieren demnach  die  Bewegung  einer 
Flüssigkeit,  die  ans  einem  offenen 
Raum  in  einen  Kanal  fließt,  der  von 
zwei  dünnen  parallelen  Wänden  be- 
grenzt wird.  An  den  Enden  dieser 
Wände  haben  wir 


nj  =  0 


and  deshalb 

s-o, 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  unend- 
lich.    Die  Richtung  der  Strömung 

wird  umgekehrt,  wenn  wir  das  Vorzeichen  von  vo  in  Gleichung  (6) 
ändern.  Wenn  wir  die  Stromlinien,  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen 
dieses  Kapitels,  für  äquidistante  Werte  von  i>  ziehen,  so  bilden  sie 
die  gezeichnete  Figur.1) 

§  67.  Es  ist  bekannt,  daß  eine  Funktion  f(g),  welche  endlich, 
stetig  und  eindeutig  ist  und  endliche  erste  Ableitungen  besitzt,  für 
alle  Punkte  zwischen  zwei  um  den  Ursprungspunkt  gezogenen  kon- 
zentrischen Kreisen  in  die  Reihe 


(1) 


f{e)  -Ait  +  Aie  +  Atst  +  ---  +  A«-1  +  fy*-*  +  ■ 
entwickelt  werden  kann. 

Wenn  die  obigen  Bedingungen  für  alle  Punkte  innerhalb  eines 
Kreises  erfüllt  sind,  welcher  den  Koordinatenanfangspunkt  als  Zentrum 
hat,  so  behalten  wir  nur  die-  aufsteigende  Reihe  übrig;  wenn  aber  für 
alle  Punkte  außerhalb  dieses  Kreises,  so  ist  die  fallende  Reihe  ge- 
nügend, wobei  noch  die  Konstante  A0  zu  addieren  ist.  Wenn  die 
Bedingungen  für  alle  Punkte  der  xy-  Ebene  ausnahmslos  erfüllt  sind, 
so  kann  f(e)  nichts  anderes  als  die  Konstante  AQ  sein. 

Setzen  wir 

f(e)  -y  +  if, 

fuhren  Polarkoordinaten  ein,  und  schreiben  die  komplexen  Kon- 
stanten Am  und  Bn  in  der  Form  Pn  +  iQn)  bezw.  Bn  +  iSK,  so  er- 
halten wir: 


1)  Dieses  Beispiel  Ut  von  Heimholte  gegeben,  Berl.  Monatsber.,  88.  April 
1868  (l%il.  Mag.,  November  1868,  Ges.  Abh.  I,  S.  164). 

Digmzed  Dy      >  ^ 
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$—Qa+2:?tM(QncoBn6  +  Pnawn6)+£?r-n(Sm<ioBne— Besinne)]  ^  * 

Diese  Formeln  sind  bequem,  wenn  der  Wert  von  <p  oder  von  g~ 
auf  den  kreisförmigen  Grenzlinien  vorgeschrieben  ist.  Dieser  Wert 
kann  nach  dem  Fourierschen  Satze  für  jede  Grenze  in  einer  Reihe 
von  Sinussen  und  Kosinussen  der  Vielfachen  von  0  entwickelt 
werden.  Die  so  gefundene  Reihe  muß  derjenigen  von  (2)  äquivalent 
Bein;  wenn  man  daher  die  Koeffizienten  von  ein  nd  und  cos  n$  einzeln 
gleich  setzt,  so  erhält  man  Gleichungen,  aus  denen  man  P„,  Qa,  R%,  S„ 
bestimmen  kann. 

§  68.  Als  ein  einfaches  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  eines  un- 
endlich langen  Kreiszylinders  vom  Radius  a  betrachten,  der  sich  mit 
der  Geschwindigkeit  U  senkrecht  zu  seiner  Achse  in  einer  unbegrenzten 
Flüssigkeit  bewegt,  welche  im  Unendlichen  in  Rohe  ist. 

Der  Koordinatenanfangspunkt  mag  in  der  Achse  des  Zylinders 
liegen,  und  die  x-  und  y-Achsen  in  einer  Ebene,  die  zur  Achse  senk- 
recht ist.  Ferner  soll  die  x-Achse  mit  der  Richtung  der  Geschwindig- 
keit U  zusammenfallen.  Da  die  Bewegung  von  der  Ruhe  ausgegangen 
ist,  wird  sie  notwendigerweise  wirbelfrei  sein,  und  tp  ist  eindeutig. 
Da  ferner 

ff-:-"»- 

über  den  Rand  des  Querschnittes  des  Zylinders  erstreckt,  0  ist,  bo 
ist  <l>  einwertig  (§  59),  sodaß  die  Formeln  (2)  gelten.  Da  überdies 
~  in  jedem  Punkte  der  inneren  Begrenzung  der  Flüssigkeit  gegeben 
ist,  nämlich: 

-l^-r/coBÖ,  für  r  =  a,  (3) 

und  da  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht,  so  ist  die  Aufgabe  nach 
§  41  völlig  bestimmt.    Diese  Bedingungen  geben 

und 

ücos  &  —  Z?na-*-l(Rncoa  nO  +  S,  Bin  nö), 

was  nur  erfüllt  werden  kann,  wenn  man 

und  alle  übrigen  Koeffizienten  gleich  0  setzt.  Die  vollständige 
Lösung  ist  deshalb: 

6  DigmzedoyLiOOgie 


ft 


Bewegung  eine«  Krois  Zylinders. 
ip  =-        -  ■  008  0 


"-    ■  »I  (4) 

*  --■ —  ■  sin  Öj 

Die  Stromlinien  ii>  —  konst.  sind  Kreise,  wie  die  folgende  Figur  zeigt 
Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  wird  durch  die  Formel  (2) 
des  §  61  gegeben,  nämlich: 

m 
2T-q  ffpdt-elPa'fco&ede-M'ü*,  (5) 

wenn  M'  —  jca'o  die  Masse  der  Flüssigkeit  ist;,  welche  von  der  Längen- 
einheit des  Zylinders  verdrängt  wird.  Dieses  Resultat  zeigt,  daß  die 
ganze  Wirkung,  welche  von  dem  Vorhandensein  der  Flüssigkeit  her- 
rührt, durch  Addition  der 
Größe  M'  zu  der  Träg- 
heit des  Zylinders  pro 
Längeneinheit  dargestellt 
werden  kann.  Wenn  wir 
also  im  Falle  der  gerad- 
linigen Bewegung  eine 
äußere  Kraft  X  pro  Längen- 
einheit haben,  die  auf  den 
Zylinder  wirkt,  so  gibt 
die  Energiegleichung 

oder 

(Jf  +  Jf)^-Z,(6) 

wo  M  die  Masse  des  Zylinders  selbst  darstellt, 
Schreiben  wir  dies  in  der  Form 


du 

-■*-■«    dJ> 

dU 


M^  =  X 


ao  erkennen  wir,  daß  der  Flüssigkeitadruck  einer  Kraft  —  M'  -tz  pro 
Längeneinheit  in  der  Bewegungsrichtimg  gleich  ist.  Dies  verschwindet, 
wenn  U  konstant  ist 

Das  obige  Ergebnis  muß  natürlich  eine  Verifikation  durch  direkte 
Rechnung  gestatten.    Der  Druck  wird  durch  die  Formel 

E_||_  j,. +  *■(,)  (7) 

gegeben,  wo  wir  das  Glied  weggelassen  haben,  das  von  den  etwaigen 

Digti.ti.iy       i  V£ 
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äußeren  Kräften  herrührt,  die  auf  die  Flüssigkeit  wirken,  weil  deren 
Wirkung  durch  die  Gesetze  der  Hydrostatik  gefunden  werden  kann. 
Der  Ausdruck  -^  repräsentiert  hier  die  Zunahme  von  <p  in  einem  be- 
stimmten Punkte  des  Raumes  pro  Zeiteinheit,  während  der  Wert  von  tp  in 
Gleichung  (4)  auf  einen  UrBprungspnnkt  bezogen  ist,  welcher  sich  mit 
der  Geschwindigkeit  U  bewegt.  Infolgedessen  wachst  der  Wert  von  r 
für  einen  festen  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  —  V  cos  6,  und  derjenige 
von  9  mit  der  Geschwindigkeit  —  sin  0.    Daher  müssen  wir  schreiben: 


s*" 


»E  + 


Urin  6  8<p       dU 


_—„.„  +  -' 


so  ist  der  Druck  in  einem  beliebigen  Punkte  der  zylindrischen  Ober- 
fläche (r  —  o): 

p  _  p  (a  ™  cos  6  +  ü*  cos  2  0  -  iU*  +  F(t)).  (8) 

Die  resultierende  Kraft  pro  Längeneinheit  des  Zylinders  ist  offenbar 
parallel  zu  der  ursprünglichen  Linie  6  =  0;  um  ihren  Betrag  zu  finden, 

multiplizieren    wir    mit 

~~  ~  —  odÖcosÖ  und  inte- 

grieren in  Bezug  auf  6 
zwischen  den  Grenzen 
0  und  x.  Das  Ergebnis  ist 


-  Jf 


-,dU 

dt ' 


wie  vorher. 

Wenn  wir  in  dem 
obigen  Beispiele  der  Flüs- 
sigkeit und  dem  Zylinder 
eine  Geschwindigkeit  —  Ü 
erteilen,  so  haben  wir  den 
Fall  eines  Stromes,  der 
mit  der  allgemeinen  Geschwindigkeit  U  an  einem  festen  zylindrischen 
Hindernis  vorüberfließt.  Addieren  wir  zu  <p  und  iji  die  Ausdrücke 
Ur  cos  0  bezw.  Ur  sin  0,  so  erhatten  wir: 


(9) 


o>  =  ü  (r  +  ~\  cos  0,  #  —  U(r-  ~\  sin  0. 


Wenn  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  und  wenn  U  konstant  ist,  so  ist 
die  resultierende  Kraft  auf  den  Zylinder  gleich  0.    VenrL  8  92. 

J         *  i  =,i£v5.oögle 
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§  89.  Um  die  Formel  (1)  des  §  67  fähig  zu  machon,  jede  Art 
von  kontinuierlicher  wirbelfreier  Bewegung  in  dem  Baume  zwischen 
zwei  konzentrischen  Kreisen  darzustellen,  müssen  wir  auf  der  rechten 
Seite  den  Ausdruck 

Alog*  (1) 

addieren. 

Wenn  A  =  P  +  i  Q  ist,  so  sind  die  entsprechenden  Ausdrücke 
in  a>  und  #: 

Phgr-fl« 

P8+Q\ogrl  W 

Die  Bedeutung  dieser  Ausdrücke  iBt  klar;  nämlich  2xP,  die  zyklische 
Konstante  von  ip,  ist  der  Fluß  durch  den  inneren  (oder  äußeren)  Kreis; 
und  2  n  Q,  die  zyklische  Konstante  von  (p,  ist  die  Zirkulation  in  irgend 
einer  geschlossenen  Kurve  um  den  Ursprungspunkt. 

Kehren  wir  z.  B.  zu  der  Aufgabe  des  letzten  Paragraphen  zurück, 
und  nehmen  wir  an,  daß  zu  der  vom  Zylinder  erzeugten  Bewegung 
eine  unabhängige  Zirkulation  am  ihn  hinzugefügt  wird,  wo  die  zyklische 
Konstante  x  ist.     Die  Grenzbeding  img  wird  dann  durch 

V  —  U*cob$-~0  (3) 

erfüllt 

Die  Wirkung  der   zyklischen  Bewegung,  die  derjenigen,  welche 
vom  Zylinder  herrührt,  superponiert  wurde,  besteht  darin,  daß  sie  die 
Geschwindigkeit  auf  der  einen  Seite  vermehrt  und  die  auf  der  anderen 
vermindert,  oder  unter  Umständen  auch  umkehrt     Wenn  daher  der 
Zylinder  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  in  einer  geraden  Linie 
bewegt,  so  findet  eine  Ab- 
nahme   des    Druckes    auf 
der  einen  Seite  und  eine 
Vermehrung  deB   Druckes 
auf    der     anderen    Seite 
statt,  Bodaß  eine  Zwangs- 
kraft     rechtwinklig     zur 
Bewegungsrichtung   ange- 
bracht werden  muß. 

Die  Figur  zeigt  die 
Stromlinien.  In  einiger  Ent- 
fernung vom  Ursprungs- 
punkt nähern  sie  sich  der 
Gestalt  von  konzentrischen 
Kreisen,  da  die  Störung, 
die  vom  Zylinder  verursacht  wird,  im  Verhältnis  zur  zyklischen  Be- 
wegung klein  wird.    Wenn,  wie  in  dem  dargestellten  Falle,  D"  >-»——, 

88  Tr„,  ooögk- 
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so  existiert  ein  Punkt  in  der  Flüssigkeit,  wo  die  Geschwindigkeit  0 
ist  Das  Stromliniensystem  hat  in  allen  Fällen  dieselbe  Konfiguration; 
die  einzige  Wirkung  einer  Veränderung  des  Wertes  U  besteht  darin, 
den  Maßstab  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  des  Zylinders  zu  ändern. 
Um  die  Wirkung  der  Flüssigkeitsdrucke  auf  den  Zylinder  zu 
berechnen,  wenn  er  sich  in  irgend  einer  Weise  bewegt,  schreiben  wir: 

„_?»-*  COS  (6 -;,)-£  8,  (4) 

wo  %  der  Winkel  ist,  den  die  Bewegungsrichtung  mit  der  «-Achse 
bildet.  In  der  Formel  für  den  Druck  [§  68,  Gleichung  (7)]  müssen 
wir  für  r  =-  a 

|S_B^M.(»-i)  +  air*dn(«-I)-l7eo.(9-i)|f  +  ?™(9-z)|| 

-4?eoi(»-i)  +  airgAi(»-j)-H),»»»(»-I)-yiiDBm(»-jr)(e) 

und  t 

|äi_|D»  +  1-J-1  +  ii-Pn»(8-i)  (6) 

setzen.  Die  resultierende  Kraft  auf  den  Zylinder  besteht,  wie  man 
findet,  aus  einer  Komponente 

-*■%  P) 

in  der  Bewegungsriebtang,  und  einer  Komponente 

xpU-M'U^  (8) 

senkrecht  dazu,  wobei  wie  vorher  M1  —  npa*.  Wenn  daher  P  und  Q 
die  Komponenten  der  etwaigen  äußeren  Kräfte  bezeichnen,  die  auf 
den  Zylinder  in  Richtung  der  Tangente  bzw.  der  Normalen  zu  der 
Bahn  wirken,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  des  Zylinders 

yr+jr,   f-P        j 
(Jr+Jf)  u%-  *<,v+q\ 

Wenn  also  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden  sind,  so  ist  U  konstant, 
und  schreiben  wir: 

dx_U 


wo  R  der  Krümmungsradius  der  Bahn  ist,  so  finden  wir: 

B-X±K.u.  (10) 


.yLaOogle 
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Die  Bahn  ist  also  ein  Kreis,  der  in  der  Richtung  der  zyklischen  Be- 
wegung beschrieben  wird.1) 

Wenn  |,  rt  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Zylinderachse  sind, 
so  sind  die  Gleichungen  (9)  mit 


(Jf+JT)£  --*M+  x\ 


(ii) 


äquivalent,  wo  X,  Y  die  Komponenten  der  äußeren  Kräfte  sind.    Um 
die  Wirkung  einer  konstanten  Kraft  zu  finden,  können  wir  schreiben: 

*:™'}  (12) 

Die  Lösung  ist  dann 

|  =—  a  +  C  cos  (m  (  +  e)  j 

v  —  ß  +  l  t  +  e  sin  (»*+«))'  ^    ' 

wo  a,  ß,  c,  e  willkürliche  Konstanten  sind,  und 

W=°  K'+W  *• 

Dies  zeigt,  daß  die  Bahn  eine  Trochoide  ist,  welche  mit  einer 
mittleren  Geschwindigkeit  —  senkrecht  zur  x- Achse  beschrieben 
wird.*)  Es  ist  zu  bemerken,  daß  der  Zylinder  in  der  Richtung  der 
äußeren  Kräfte  keine  dauernde  Translation  erfährt.  In  dem  besonderen 
Falle  c  =—  0  ist  seine  Bahn  eine  gerade  Linie,  die  senkrecht  zur 
Kraftrichtung  steht.  Diese  Aufgabe  ist  ein  Beispiel  für  die  Theorie 
der  „gyrostatischen"  Systeme,  worauf  im  Kap.  VI  Bezug  genommen  ist. 

§  70.  Die  Formel  (1)  dee  §  67,  die  durch  Hinzufügung  deB 
Ausdruckes  A  log  z  verbessert  worden  ist,  kann  leicht  so  verall- 
gemeinert werden,  daß  sie  für  jeden  beliebigen  Fall  der  wirbelfreien 
Bewegung  in  einem  Räume  mit  kreisförmigen  Grenzen  gilt,  deren 
eine  alle  übrigen  nmschließst.  Wir  haben  nämlich  für  jede  innere 
Grenzlinie  eine  Reihe  von  der  Form 

^hg(,-,)  +  f-A.  +  5.4?i  +  ..., 

wo  c  =  a  +  ib  sich  auf  das  Zentrum  bezieht,   und  die  Koeffizienten 
A,  Ay,  At,  ■  ■  ■  im  allgemeinen  komplexe  Größen  sind.    Die  Schwierig- 


1)  Lord  Rayleigh,  „On  the  Irregulär  Flight  of  a  Tennis  Ball",  Mess.  of 
Math.,  7,  1678  (Sc.  Popen  1,  S.  8*4);  Greeohill,  Mets,  of  Math.,  9,  8.  113,  1880. 
S)  GreeuhiTi,  l  c 

Limb,  HyirodTiiunlk.  D'a  F °(l :':'' 
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keit  jedoch,  diese  Koeffizienten  so  zu  bestimmen,  daß  sie  gegebene 
Grenzbedingungen  erfüllen,  ist  so  groß,  daß  die  Methode  eine  sehr 
beschränkte  Anwendbarkeit  besitzt. 

Tatsächlich  ist  die  Bestimmung  der  wirbellosen  Bewegung  einer 
Flüssigkeit,  die  gegebenen  Grenzbedingongen  unterworfen  ist,  eine 
Aufgabe,  deren  exakte  Lösung  anf  direktem  Wege  nur  in  sehr  wenigen 
Fällen  gegeben  werden  kann.1)  Die  meisten  der  Fälle,  für  welche 
wir  eine  Lösung  kennen,  sind  durch  ein  indirektes  Verfahren  gewonnen 
worden;  nämlich  anstatt  einen  Wert  von  «p  oder  i>  za  suchen,  wel- 
cher die  Gleichungen 

A9  —  0     oder     A*  —  0 

und  gegebene  Grenzbedingungen  erfüllt,  nehmen  wir  eine  bekannte 
Lösung  der  Differentialgleichungen  und  suchen,  welche  Grenzbedin- 
gungen durch  sie  erfüllt  werden  können.  Beispiele  dieser  Methode 
sind  bereits  in  den  §§  63  und  64  gegeben  worden,  und  wir  wollen 
sie  weiterhin  in  der  Behandlung  zweier  wichtiger  Fälle  der  allgemeinen 
Aufgabe  für  zwei  Dimensionen  verwenden. 

§  71.  Fall  I.  Die  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  bestehe  aus  einer 
starren  Zylinderflache,  welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit  U  senk 
recht  zu  ihrer  Längsrichtung  bewegt. 

Wir  wollen  als  a; -Achse  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  U 
nehmen,  und  es  sei  8s  ein  Element  der  Schnittkurve  zwischen  der 
Fläche  und  der  xy-Ebene.  Dann  muß  in  allen  Punkten  dieser 
Schnittkurve  die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  in  Richtung  der 
Normalen,  welche  durch  -y  an  »gedrückt  wird,  gleich  der  Ge- 
schwindigkeit der  Grenze  normal  zu  sich  selbst  oder  —  ü -?-  sein. 
Integrieren  wir  längs  der  Schnittkurve,  so  haben  wir: 

4> JJy  +  konst.  (1) 

Wenn  wir  irgend  eine  zulässige  Form  von  i/>  nehmen,  so  bestimmt 

1)  Eine  sehr  umfangreich e  Transformation ,  die  auf  Fälle  anwendbar 
iit,  wo  die  FlüBgigkeitegrenien  ans  festen  ebenen  Wanden  bestehen,  ist  von 
Schwarz  entwickelt  worden:  „Über  einige  Abbildnngeaufgaben",  OreUes  Joum.,  70 
(fies.  Abk.,  Berlin  1890,  Bd.  II,  8.  66);  Christoffel,  „Sul  problema  (teile  tem- 
perature  lUxionarie  e  la  rappressentarione  di  una  data  superScie",  Annali  di 
Mathematica,  Serie  II,  Bd.  1,  S.  89;  Kirchhoff,  „Zur  Theorie  des  Kondensators", 
Bai.  Monatibtr.,  16.  März  1877  (fies.  Abk.,  S.  101).  Verschiedene  der  Losungen, 
welche  anf  diese  Weise  erhalten  werden  können,  sind  für  die  in  mathematischer 
Hinsicht  verwandten  ttebiete  der  Elektrostatik,  Warmeleitung  ubw.  von  großem 
Interesse.  Vergl.  1.  B.  J.  J,  Thomson,  „Rectnt  Reuarehes  in  Electricity  and 
Magnetim,  Oxford  1898,  Kap.  III. 
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diese  Gleichung  ein  System  Ton  Kurven,  deren  jede  bei  ihrer  Bewegung 
parallel  zur  <r-Achse  die  Stromlinien 

$  =  kernst. 
hervorbringen  würde.1)     Wir  gehen  einige  Beispiele. 

1.  Wenn  wir  für  ^>  die  Form  —  Uy  wählen,  so  wird  Gleichung  (1) 
für  alle  Formen  der  Grenze  identisch  erfüllt,  daher  kann  die  Flüssig- 
keit, die  in  einem  Zylinder  irgendwelcher  Gestalt  enthalten  ist,  der 
nur  eine  Translationsbewegung  hat,  sich  wie  ein  fester  Korper  be- 
wegen. Wenn  ferner  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  einfach 
zusammenhängend  ist,  so  ist  dies  die  einzig  mögliche  Art  der  Be- 
wegung. Dies  erhellt  andererseits  aus  §  40;  denn  die  Bewegung 
der  Flüssigkeit  und  des  festen  Körpers  als  einer  Masse  erfüllt  offenbar 
alle  Bedingungen  und  bildet  daher  die  einzige  LSsung,  welche  das 
Problem  zuläßt. 

2.  Es  sei: 

^  —  --  sin  0; 
dann  lautet  Gleichung  (1) 

j  Bin  0 ür  sin  $  +  konst.  (2) 

In    diesem    System    von   Kurven    befindet    sich   ein   Kreis   mit   dem 
Radius  a,  vorausgesetzt,  daß 


Deshalb  ist  die  Bewegung,  die  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeits- 
masse  durch  einen  Kreiszylinder  erzeugt  wird,  der  sich  in  ihr  mit 
der  Geschwindigkeit  U  senkrecht  zu  seiner  Achse  bewegt,  durch 

i>  -  -  2£  sin  $  (3) 

gegeben,  was  mit  §  68  übereinstimmt. 

3.  Wir  wollen  die  elliptischen  Koordinaten  %,  rj  einführen,  welche 
mit  x,  y  durch  die  Beziehung 

x  +  iy  =  c  cosh  (g  +  mj)  (4) 

oder 

x  —  c  cosh  |  cos  ij  1  /£ •. 

tj  =  r.  sinh  £  sin  i\  \ 
verknüpft  sind   (rergl.  §  66),   wobei  angenommen  ist,   daß  £  von  0 
bis  oo  und  ij  von  0  bis  2»  geht.     Wenn  wir  jetzt 

<p  +  fy  -  Ce-G+'i)  .     (6) 

1)  Vergl  Rankine,  I.  c,  S.  79,  wo  die  Methode  angewendet  ist,  um  Kurven 
eh  erhalten,  weiche  den  Schiffslinien  ähnlich  sind.  •.,.,,[  , 

Di(]^d:v,ViOOQK 
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setzen,  wo  C  eine  reelle  Konstante  ist,  so  haben  wir: 

i>  —  —  Ce~t  sin  tj,  (7) 

sod&ß  Gleichung  (1)  folgendermaßen  lautet: 

Cc~*  sin  ij  =  Ue  sinh  \  sin  ij  +  konst. 

In  diesem  System   von  Karren  ist  die  Ellipse  eingeschlossen,  deren 
Parameter  £„  durch  die  Gleichung 

Ce-fc,-  f/c  sinh  |„ 
bestimmt  ist.    Wenn  a  nnd  &  die  Halbachsen  dieser  Ellipsen  sind,  so 
haben  wir: 


sodaß 


-  c  cosh  |0 
■  c  sinh  |0, 


Daher  gibt  die  Formel 

* Üb  £MV<  sin  )/  (fi) 


!±!\K 


die  Bewegung  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,  welche  durch  einen 
elliptischen  Zylinder  mit  den  Halbachsen  a  und  b  erzeugt  wird,  der 
sich  parallel  zur  größeren  Achse  mit  der  Geschwindigkeit  U  bewegt. 

Daß  die  obigen  Formeln  die  Geschwindigkeit  im  Unendlichen 
gleich  0  ergeben,  wird  durch  die  Erwägung  klar,  daß  öx  und  Sy  für 
großes  §  von  derselben  Größenordnung  wie  $S%  oder  e^tfiy  sind,  so- 
d&ß ^-  und  ~  von  der  Größenordnung  e~*{  oder  -s  sind,  wo  r  die 
Entfernung  eines  Punktes  von  der  Zylinderachse  bezeichnet. 

Wenn  die  Bewegung  des  Zylinders  parallel  zur  kleineren  Achse 
vor  sich  ginge,  so  würden  wir  folgende  Formel  haben: 

*-r"&)i'-lc°'"t-  (9> 

Die  Stromlinien  Bind  fOr  alle  konfokalen  elliptischen  Grundflächen 
des  Zylinders  in  jedem  Falle  dieselben,  sodaß  die  Formeln  auch  dann 
gelten,  wenn  der  Querschnitt  sich  auf  eine  gerade  Linie  reduziert,  welche 
die  Brennpunkte  verbindet.    In  diesem  Falle  lautet  die  Gleichung  (9): 

i,  -  Vce-t  cos  7),  (10) 

was  die  Bewegung  darstellen  würde,  welche  von  einer  unendlich 
langen  Lamelle  der  Breite  2c  hervorgebracht  wird,  welche  sich  mit 
der  Breitseite  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  bewegt  Da  jedoch 
diese   Lösung   die   Geschwindigkeit   an    den    Kanten    unendlich    groß 

6  *  Dnlz^XiOO^I? 
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werden   läßt,   so   ist  sie  der  bereits  in   verscliie denen  Beispielen  an- 
gegebenen Beschränkung  unterworfen. ') 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  ist  durch  die  Gleichung 

-WM*"  (11) 

gegeben,    wo    b  die  halbe   Breite   des   Zylinders    senkrecht   zur    Be- 
wegungsrichtung ist. 

Wenn  die  Einheiten  der  Länge   und  der  Zeit  geeignet  gewählt 
sind,  können  wir 

x  +  iy  —  cosh  (£  +  itj) 
tp  +  ts>_  c-rt+*i> 
schreiben,  daher 


Diese  Formeln  sind  ge- 
eignet, um  die  Kurven 

tp  —  konst.,  $  =•  konst. 

zu  zeichnen,  welche  in 
der  nebenstehenden  Fi- 
gur dargestellt  sind. 

Wenn  wir  die  Er- 
gebnisse der  Gleichun- 
gen (8)  n.  (9)  vereinigen, 
erhalten  wir  für  den  Fall 
eines  elliptischen  Zylin- 
ders, der  eine  Trans- 
lationegeschwindigkeit 
mit  den  Komponenten  U 
TindVboaitzt,  die  Formel 


•-^t  {)*«-<  (OT  erntj-VacoB  v). 


Um  die  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Zylinder  zu  finden, 
müssen  wir  den  Aasdruck 

1)  Diese  Untersuchung  ist  von  Larab,  Quart.  Journ.  of  Math.,  14,  1877, 
gegeben.  Gleichwertige  Ergebnisse  wen  jedoch  auf  eine  andere  Weise  schon 
von  Beltrami  erhalten  worden:  „Sui  prineipii  fondamentali  doli'  idrodinamica 
razionale".  Mein,  dell'  Aecad.  delle  Scicnse  di  Bologna,  1878,  S.  394. 
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JJy  -  Vx  -=  c(üsinh  |  sin  tj  -  Fcosh  £  cos  ij)  (13) 

hinzufügen.  Z.  6.  ist  die  Stroiufimktion  fitr  einen  Strom,  der  unter 
einem  Winkel  von  45°  auf  eine  ebene  Lamelle  trifft,  deren  Kanten 
in  den  Punkten  x  —  ±  c  liegen, 

q0c  sinh  |  (cos  i;  —  sin  -q),  (14) 

Dies  erweist  sich 


Vi 


wo   q0    die  Geschwindigkeit    im   Unendlichen    ist. 
unmittelbar  als  richtig,  denn  ee  gibt 


*-0     für     |  = 


'=  (x  -  y)  für  £  -  oo, 


Die  Stromlinien  für  diesen  Fatl  sind  in  der  beigelegten  Figur 
gezeichnet  (aus  Bequemlichkeit  um  45°  gedreht).1)  Dies  wird  dazu 
dienen,  einige  Ergebnisse 
zu  erläutern,  welche  später 
in  Kapitel  VI  gewonnen 
werden.  Wenn  wir  die 
Stromlinie  $  =  0  von 
<p  —  -j-  oo  bis  g>  =  —  oo 
v erfolgen,  so  finden  wir, 
daß  sie  zuerst  aus  dem 
Hyperbelbogen  ij  =  }  x 
besteht,  der  rechtwinklig 
anf  die  Lamelle  trifft;  er  teilt  sich  dann  in  zwei  Teile,  welche  den 
Oberflächen  der  Lamelle  folgen  und  schließlich  als  Hyperbelbogen 
17  —  J  71  wieder  vereinigt  und  fortgesetzt  werden.  In  den  Punkten, 
wo  die  Hyperbelbogen  an  die  Lamelle  angrenzen,  ist  die  Geschwindig- 
keit 0,  und  der  Druck  deshalb  ein  Maximum.  Es  ist  klar,  daß  die 
Flüssigkeitsdrucke  gegen  die  Lamelle  einem  Kräftepaar  äquivalent 
sind,  welches  diese  mit  der  Breitseite  gegen  den  Strom  zu  bringen 
sucht;  es  wird  leicht  gefunden,  daß  das  Moment  dieses  Kräftepaares 
in  Bezug  auf  die  Längeneinheit  gleich  \  %$q£<?  ist.     VergL  §  124. 

§  73.  Fall  II.  Die  Grenze  der  Flüssigkeit  bestehe  aus  einer 
starren  Zylinderfläche,  welche  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ra  um 
eine  Achse  rotiert,  die  ihrer  Längsrichtung  parallel  ist. 

1)  Professor  Hele  Shaw  hat  eine  Anzahl  von  schönen  experimentellen  Dar- 
stellungen der  Stromlinien  für  einige  Falle  einer  stationären  und  wirbellosen 
zweidimensionalen  Bewegung  gegeben,  welche  die  Figuren  anf  den  S.  94  und 
102  enthalten;  vergl.  Traut.  Intl.  Nav.  Arch.,  40,  1898.  Die  Theorie  dieser 
Methode  wird  in  Kap.  XI  Platz  Enden. 
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Wir  verlegen  den  Ursprungspunkt  in  die  Drehungsachse,  und 
die  x-  und  «/-Achsen  in  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene;  in  derselben 
Schreibweise  wie  früher  wird  dann  ~-  der  Normalkomponente  der 
Geschwindigkeit  an  der  Grenzfläche  gleich  Bein,  oder 

d$  dr 

da        mr  ds> 

wenn  r  den  Radiusvektor  nach  dem  Eoordinatenanfttngspunkt  bezeichnet. 
Integrieren  wir,  so  haben  wir  für  alle  Punkte  der  Grenze 

i>  —  %  rar1  +  könnt  (1) 

Wenn  wir  irgend  eine  mögliche  Form  von  ip  nehmen,  so  wird 
uns  diese  die  Gleichung  einer  Kurvenschar  geben,  deren  jede  hei 
Rotation  um  den  Anfangspunkt  das  System  der  Stromlinien  erzeugen 
würde,  welches  durch  ip  bestimmt  ist. 

Wir  wollen  die  folgenden  Beispiele  betrachten: 

1.   Wenn  wir  annehmen,  daß 

i>  =  Ar*  cos  26  =  A  (*•  -  y1),  (2) 

so  lautet  Gleichung  (1): 

(ioi-A)x^  +  ^iD  +  Ä)yt-C, 

was  für  einen  gegebenen  Wert  von  A   eine  Schar  ähnlicher  Kegel- 
schnitte darstellen  würde.     Damit  dieses  System  die  Ellipse 

S+G-i 


-A)V 


-»")  (3) 

die  Bewegung  einer  in  einem  Hohlzylinder  enthaltenen  Flüssigkeit, 
dessen  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  b  ist, 
wenn  derselbe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ra  am  seine  Längsachse 
rotiert  Die  Anordnung  der  Stromlinien  i>  —  konst.  ist  auf  Seite  106 
dargestellt. 

Die  entsprechende  Formel  für  tp  lautet: 


einschließt, 

müssen  wir 

oder 

»■ 

-Ä)<t' 

-(i» 

haben. 

Deshalb 

gibt 

"ST 

—  *'/ 

f  -  -  "  ■  ?+T'  •  *»■ 


,Gc$gIe 
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Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit,  bezogen  auf  die  Längen- 
einheit des  Zylinders,  ist  durch 


»'-•j01©,+  ß»*-*$FS:' 


gegeben.    Dies  ist  kleiner,  als  wenn  die  Flüssigkeit  mit  der  Grenze 
als  feste  Masse  rotierte,  und  zwar  in  dem  Verhältnis 


K=Kf 


Wir  haben  hier  ein  Beispiel  für  Lord  Kelvins  Minimumsatz,  der  in 
§  45  bewiesen  wurde. 

2.  Wir  wollen  annehmen,  daß 

*  -  Ar*  cos  30  =  A(a?  -  3xy*). 
Die  Gleichung  (1)  der  Begrenzung  lautet  dann: 

4  (*■-«*»•) -*«(*■ +  »")-<*  (6) 

Wir  können  die  Konstanten  so  wählen,  daß  die  gerade  Linie  x  =■■■■  a 
einen  Teil  der  Grenze  bildet.    Die  Bedingungen  hierfür  sind 
Aa*  —  %  ma*  =  C 
3Aa  +  $a>    =0. 
Setzen    wir    die    hieraus   gewonnenen  Werte  von   A  und  C  in  Glei- 
chung (6)  ein,  so  haben  wir 

x*  -  a3  -  3xy*  +  3a(xa  -  a*  +  if)  -  0. 
Dividieren  wir  durch  x  —  a,  so  erhalten  wir 
z*  +  4ax  +  4a1  —  3y» 
0dCT  x  +  2a-±Vä.y. 

Der  übrige  Teil  der  Grenze  besteht  also  aus  zwei  geraden  Linien, 
welche  durch  den  Punkt  (—  2a,  0)  gehen  und  um  30°  gegen  die 
x-Achse  geneigt  sind. 

Wir  haben  somit  die  Formeln  für  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit 
erbalten,  die  in  einem  Gefäß  von  der  Form  eines  gleichseitigen  Prismas 
enthalten  ist,  wenn  letzteres  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  um 
eine  Achse  rotiert,  die  parallel  zu  seiner  Längsrichtung  ist  und  durch 
den  Mittelpunkt  seines  Querschnittes  geht;  es  ist  nämlich 

4, £  -  r8  cos  3tf,     y  —  £  "  r8  sin  3ö,  (7) 

wo  2)/3o  die  Länge  einer  Seite  des  Prismas  ist.1) 

1)  Das  Problem  der  FlfiBnigltcitebewegune  im  Falle  eines  rotierenden  Zylinders 
ist  bis  zu  einem  gewissen  Grade  mit  dem  der  Torsion  eines  gleich  förmigen  Stabes 
identisch.  Die  obigen  Beispiele  sind  bloß  Anwendungen  von  zwei  Lüaungen  des 
letzteren  Problems,  die  von  Saint-Venant  «lammen.  Vergl.  Thomson  und  Tait, 
Natural  Philosoph^,  %  704  ff. 
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3.  In  dem  Falle  einer  Flüssigkeit,  die  in  einem  rotierenden 
Zylinder  enthalten  ist,  dessen  Querschnitt  ein  Kreissektor  vom 
Radius  a  und  vom  Winkel  2a  ist,  und  wo  die  Rotationsachse  durch 
das  Zentrum  geht,  können  wir  annehmen,  daß 

*  -  i  •"'  Sh  +  **'■+'  (t)""*"^"08  <2»  + J)  r*>     (8> 

wo  der  mittlere  Radius  als  Anfangslinie  gewählt  ist.  Es  wird 
nämlich 

i>  —  J  or3 

für  8  =  ±a,  and  die  Konstanten  Ai,  +  1  können  nach  der  Fourier- 
achen  Methode  so  bestimmt  werden,  daß  sie  «>  ■=  £  aa1  für  r  —  a 
ergeben.     Wir  finden: 

^.+1_(_l).+.„0.{i_T^„__^+__i_FI_).(9) 

Der  zugehörige  Ausdruck  für  y  lautet: 

9  =,  _  J  mr»  £■?  _  £AiK  +  l  (~)1S"+,J^"sin  (2»  +  1)  j|  •     (10) 

Die  kinetische  Energie  wird  durch 

2T 0  fv^ds  —  2era  /»•'*■  (u) 

gegeben,  wo  <pa  den  Wert  von  <p  für  #  =  a  bezeichnet,  denn  der 
Wert  Ton  .  -  auf  dem  kreisförmigen  Teil  der  Begrenzung  ist  0.1) 

Der  Fall  des  Halbkreises  a  — -J-»  wird  nns  später  nützlich  sein. 
Wir  haben  dann 

A.+1  -  (-  1)-+'£{„L-T  -  ,.'+!  +,.  Vi)-         <12> 
uud  deshalb 

J».'*-v'a.v!i.-((istT-.TTi+iiTl)--V:(»-?)- 
Damm  ist*) 

2  T  =  1 3rpoj,a*  (*>  -  i)  -  0,3106a*  x  £  xft»W.  (13) 

1)  Diese  Aufgabe  wurde  zuerst  von  Stokee  gelost;  „On  the  Critical  Valnes 
of  the  Snms  of  Periodic  Seriw",  Comb.  Trans.,  8,  1847  (Math,  and  Phys.  Paper»  I, 
S.  806).  Vergl.  ferner  Hicks,  Mes*.  of  Math.,  8,  S.  42,  1878;  Greenhill,  eben- 
dort,  Bd.  8,  S.  89,  and  Bd.  10,  S.  83. 

2)  Greenhill,  1.  o. 
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(14) 


(15) 


Dies  ist  kleiner,   als  wenn  die  Flüssigkeit  im  festen  Zustand  wäre, 
und  zwar  im  Verhältnis  von  0,6212  zu  1.    Vgl.  §  45. 

4.   In   derselben   Schreibweise   der   elliptischen  Koordinaten   wie 
in  §  71,  Absatz  3,  wollen  wir  annehmen,  daß 
tp  +  0,  -  C»>-»(H*u), 
Da  nun 

3?  +  f  _  $  c»  (cosh  2£  +  cos^ij), 

so  wird  ans  Gleichung  (1): 

Ce~%t  cos  2if  —  4;  (bc1  (cosh  2|  +  cos  2if)  —  konst. 

Diese  Kurvenschar  schließt  die  Ellipse  ein,  deren  Parameter  ^   ist, 
vorausgesetzt,  daß 

Cr*  -  {  roc*  -  0, 

oder,  wenn  wir  die  Werte  von  a  und  J  aus  §  71  gebrauchen, 

sodaß 

^  =  f  0,(0  +  6)*  e-*fcos2j)l 

q?  —  Imta  +  fi)*«-14  sin  2^(' 
In  großer  Entfernung  vom  Anfangspunkt  ist  die  Geschwindigkeit  von 
der  Größenordnung  -j  • 

Die  obigen  Formeln  geben  also  die  Bewegung  einer  anbegrenzten 
Flüssigkeit,  die  sonst  in  Ruhe  ist,  und  die  durch  die  Rotation  eines 
elliptischen  Zylinders  um 
seine  Achse  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit a  in  Be- 
wegung gesetzt  wird.1)  Die 
Figur  zeigt  die  Stromlinien 
sowohl  innerhalb  wie  außer- 
halb einer  starren  elliptischen 
Zylinderfläche ,  die  um  ihre 
Achse  rotiert. 

Die  kinetische  Energie 
der  äußeren  Flüssigkeit  ist 
durch 

2r  =  |»nc*-G>*     (16) 
gegeben.   Es  ist  bemerkens- 
wert, daß   dieser  Wert  für 
alle  konfokalen  elliptischen  Querschnitte  des  Zylinders  der  gleiche  ist. 
Vereinigen  wir  diese  Resultate  mit  denjenigen  der  §§  66  und  71, 

1)  Lamb,  Quart,  /«irn.  Math.,  14,  1877;  s.  auch  Beltrami,  l  c,  8.  101. 
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so  finden  wir  folgendes:  Wenn  ein  elliptischer  Zylinder  sich  mit  den 
Geschwindigkeitskomponenten  U  nnd  V  parallel  zu  den  Hauptachsen 
seines  Querschnitts  bewegt  und  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a> 
rotiert,  und  wenn  ferner  die  Flüssigkeit  wirbelfrei  um  ihn  zirkuliert, 
wobei  die  zyklische  Eonstante  x  ist,  dann  lautet  die  Stromfunktion 
in  Bezug  auf  die  genannten  Achsen: 

* ]/(^D«-*(CTsinij-Facosij) +  1(0(0+6)' e-^cosSi^  +  ^l. 

Stationäre  Bewegungen  bei  einer  freien  Oberfläche. 

§  73.  Die  erste  Lösung  eines  Falles  zweidimensionaler  Bewegung, 
wo  die  Flüssigkeit  zum  Teil  von  festen  Ebenen  und  zum  Teil  von 
Oberflächen  konstanten  Druckes  begrenzt  wird,  wurde  von  Helmholtz 
gegeben.1)  Kirchhoff1)  u.  a.  haben  dann  eine  allgemeine  Methode 
ausgebildet,  solche  Aufgaben  zu  behandeln.  Wenn  die  Oberflächen 
konstanten  Druckes  als  frei  betrachtet  werden,  erhalten  wir  somit 
eine  Theorie  der  Flüssigkeitsstrahlen,  welche  einige  interessante  Er- 
gebnisse liefert,  die  den  §  24  erläutern.  Da  ferner  der  Raum  jen- 
seits dieser  Flächen  mit  ruhender  Flüssigkeit  erfüllt  werden  kann, 
ohne  daß  die  Bedingungen  des  Problems  verändert  werden,  erhalten 
wir  eine  Anzahl  von  Fällen  ^diskontinuierlicher  Bewegung?1,  welche 
mathematisch  für  vollkommene  Flüssigkeiten  gelten,  aber  deren 
praktische  Bedeutung  weniger  leicht  zu  schätzen  ist.  Wir  werden 
auf  diesen  Punkt  nachher  (§  79)  zurückkommen;  vorläufig  wollen 
wir  nnr  die  Oberflächen  konstanten  Druckes  als  ,frei"  bezeichnen. 
Da  äußere  Kräfte,  wie  die  Schwerkraft,  vernachlässigt  werden  sollen, 
muß  die  Geschwindigkeit  längs  einer  solchen  Fläche  gemäß  Gleichung  (2) 
des  §  21  konstant  sein. 

Die  betreffende  Methode  gründet  sich  auf  die  Eigenschaften  der 
Funktion  £,  welche  in  §  65  eingeführt  wurde.  Es  wird  angenommen, 
daß  die  bewegte  Flüssigkeit  von  Stromlinien 

1>  =  konst. 

begrenzt  wird,  welche  zum  Teil  aus  geraden  Wänden  und  zum  Teil 
aus  Linien  bestehen,  längs  denen  die  Geschwindigkeit  (q)  konstant  ist. 
Wir  wollen  zunächst,  der  Einfachheit  wegen,  annehmen,  daß  die 
Einheiten  der  Länge  und  der  Zeit  so  gewählt  sind,  daß  diese 
konstante  Geschwindigkeit  der  Einheit  gleich  ist.  Dann  werden  in 
der  Ebene  der  Funktion  g  die  Linien  q  —  1  durch  Beigen  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  1  dargestellt,  der  seinen  Mittelpunkt  im  Ur- 

1)  l.  c,  S.  26  und  67. 

s)  „Zur  Theorie  freier  FlüMigkeitaetrahlen",  Greifes  Journ.,  70,  1869  (Ges. 
Abh.,  S.  416);  liehe  auch  seine  Mechanik,  Sl.  nnd  38.  Vorlesung. 
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sprang  hat,  und  die  geraden  Wände  (da  die  Strömungsriehtimg  längs 
jeder  konstant  ist)  durch  Radien,  die  von  der  Peripherie  nach  außen 
laufen.  Die  Punkte,  wo  diese  Linien  den  Kreis  treffen,  entsprechen 
den  Punkten,  wo  die  begrenzenden  Stromlinien  ihren  Charakter 
ändern. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Funktion  £.  In  der  Ebene  dieser 
Funktion  werden  die  Kreisbögen,  für  welche  q=\,  in  Teile  der 
imaginären  Achse,  und  die  Radien  in  Linien  parallel  zur  reellen  Achse 
transformiert;  wenn  nämlich 

£  —  2_1  •  e'a, 
so  haben  wir 

log  {-log  {  +  .8.  (1) 

Es  bleibt  dann  noch  eine  Beziehung  von  der  Form 

logt-««)  (2) 

zu  bestimmen1),  wo  w  —  <p  +  ii>,  wie  gewöhnlich;  diese  muß  so  be- 
schaffen sein,  daß  sie  die  geradlinigen  Begrenzungen  in  der  Ebene  des 
log  £  auf  die  geraden  Linien  V  =  konst.  in  der  te- Ebene  abbildet  Es 
sind  ferner  noch  Bedingungen  des  EntSprechens  zwischen  besonderen 
Punkten,  einer  anf  der  Grenze  und  einer  im  Innern  jedes  Gebietes, 
notwendig,  um  die  Aufgabe  eindeutig  zn  macheu. 

Wenn  der  Zusammenhang  zwischen  der  £-  und  «j- Ebene  hergestellt 
ist,  so  wird  die  Beziehung  zwischen  z  nnd  w  durch  Integration  aus 
der  folgenden  Gleichung  gefunden: 

»— t-  <31 

Die  willkürliche  Konstante,  welche  im  Resultat  auftritt,  ist  durch  die 
willkürliche  Lage  des  Koordinaten -Anfangspunktes  in  der  «-Ebene 
bedingt. 

Die  Aufgabe  ist  somit  auf  diejenige  der  konformen  Abbildung 
zwischen  Ebenen  zurückgeführt,  welche  von  geraden  Linien  begrenzt 
werden.1)  Diese  ist  durch  die  Methode  von  Schwarz  und  Christoffel, 
von  der  bereits  die  Rede  war,  zu  lösen8),  wodurch  beide  Flächen 
nacheinander  auf  eine  und  dieselbe  Kalbebene  abgebildet  werden. 
Es  seien  Z  =  'X  +  iY  und  t  zwei  komplexe  Größen,  die  durch  die 
Relation  B  . 

*€-.*(.- 9" -(>-0"-(.-<)"',  (4) 

verknüpft  sind,   wo  a,b,  c,    ■  ■  reelle  Grotten   bedeuten,   von   denen 

1)  Der  Gebrauch  von  log  £,  anstatt  f,  stammt  von  Planck,  Wied.  Ann., 
21,  1884. 

2)  Siehe  Forgytb,  Theory  of  Function»,  Kap.  20. 

3)  Vergl.  die  Anmerkung  anf  S.  98. 
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jede  größer  als  die  vorhergehende  ist,  während  a,  ß,  y,  ■  ■  ■  Winkel 
sind  (nicht  notwendig  alle  positiv),  die  der  Relation 

a  +  ß  +  y  + 2«  (5) 

genfigen.  Wir  fassen  die  Linie,  die  aus  Teilen  der  reellen  J-Acbse 
und  den  kleinen  halbkreisförmigen  Auszackongen  (auf  der  oberen  Seite) 
um  die  Punkte  a,  b,  c,  ■  -  -  besteht,  ins  Auge.  Wenn  ein  Funkt 
diese  Linie  von  (  =  —  oo  bis  zu  t  =  +  <x>  durchläuft,  so  wird  allein 
der  Modul  des  Ausdruckes  (4)  sich  ändern,  solange  eine  geradlinige 
Strecke  durchlaufen  wird;  dagegen  werden  Faktoren  6**,  4^t  4*,  •  ■  ■ 
nacheinander  eingeführt,  wenn  die  halbkreisförmigen  Teile  in  Rich- 
tung des  Uhrzeigers  durchlaufen  werden.  Betrachten  wir  daher  -.r 
als  einen  Operator,  welcher  St  in  SZ  Überfuhrt,  so  sehen  wir,  daß 
die  obere  Hälfte  der  (Ebene  durch  die  Fläche  eines  geschlossenen 
Polygons  konform  abgebildet  wird,  dessen  äußere  Winkel  a,  ß,  y,  ■■■ 
sind,  und  zwar  durch  die  Formel 

Z=Af(a-l)   *(h-t)    *(c-l)    "■■■dt  +  B,  (6) 

vorausgesetzt,  daß  der  Integrationsweg  in  der  (-Ebene  ganz  innerhalb 
des  Gebietes  liegt,  das  oben  abgegrenzt  wurde.  Wenn  a,b,c,-;u,ß,y,-- 
gegeben  sind,  so  ist  das  Polygon  der  Gestalt  nach  völlig  bestimmt; 
die  komplexen  Konstanten  A  und  B  beeinflussen  nur  seinen  Maßstab 
und  Beine  Orientierung,  bzw.  seine  Lage. 

Wie  bereits  gesagt  war,  haben  wir  besonderes  Interesse  an  der 
konformen  Abbildung  rechtwinkliger  Flächen.  Wenna—  ß^y  =  ä=  •%, 
so  lautet  die  Formel  (6): 

Z=A  f  , gL„=-^  +  B.  (7) 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  das  Rechteck  in  allen  seinen  Dimen- 
sionen bestimmt  ist,  ausgenommen,  wenn  mindestens  zwei  der  Punkte 
a,  b,  c,  d  im  Unendlichen  liegen.  Der  Ausnahmefall  ist  für  uns  be- 
sonders wichtig;  die  beiden  Punkte  im  Endlichen  mögen  dann  aus 
Bequemlichkeit  als  ( =  ±  1  genommen  werden,  sodaß 


JVC-'] 


-Aco*ir't  +  B.  (8) 

Insbesondere  transformiert  die  Annahme 

f-eosh|,  (9) 

wo  h  reell  ist,  den  Baum,  der  von  den  positiven  Hälften  der  Linien 
r-0,     T-itk 


110  17-  Zweidimensionale  Flttssigkaitsbewegung 

und  dem  zwischenliegenden  Teile  der  Y  Achse  begrenzt  wird,  in 
die  obere  Hälfte  der  /-Ebene.     Vergl.  §  66,  1. 

Wenn  ferner  die  beiden  endlichen  Punkte  zusammenfallen,  z.  B. 
im  Anfangspunkte  der  (-Ebene,  so  haben  wir: 

Z  =  äC-  -\-B  =  Alogt  +  B.  (10) 

Diese  Gleichung  transformiert  die  obere  Hälfte  der  i  Ebene  in  einen 
schmalen  Streifen,  der  von  zwei  parallelen  Geraden  begrenzt  wird. 
Wenn  z.  B. 

t-£,  (11) 

wo  k  reell  ist,  so  sind  dies  die  Linien  Y  =  0,   Y  =  ick. 

§  74.  Als  erste  Anwendung  der  vorliegenden  Methode  wollen 
wir  den  Fall  einer  Flüssigkeit  betrachten,  die  aus  einem  großen  Ge- 
fäße durch  einen  geradlinigen  Kanal  ausfließt,  welcher  nach  innen 
hineinragt.1)  Diea  ist  die  zweidimensionale  Form  von  Bordas  Muud- 
atück,  von  dem  in  §  24  gesprochen  wurde. 

Die  Grenzen  der  entsprechenden  Flächen  in  den  Ebenen  von  %, 
log  £   und   w  sind  leicht  darzustellen,   sie  sind  in   den  Figuren   ge- 
zeichnet.1) Es  bleibt  nur 
$  Übrig,  die  Flachen  in  den 
Ebenen  von  log  £  und  w 
mit   der   oberen  Halb- 
ebene  einer  Zwischen- 
variablen  t    zn   ver- 
knüpfen.   Es  folgt  aus 
den  Gleichungen  (8)  und 
(10),  daß  dies  durch  die 
k,  Substitutionen 
A          B                        \otf=A<nB\rH+B\ 

1 -  - — T  w=c\o%t+D    y- ' 

*        v  bewirkt  wird.  Wir  haben 

hier  die  Ecken  A  und  Ä 
in  der  log  g-Ebene  dem  Punkte  t  —  ±  1  entsprechen  lassen,  und  es 
wird  ferner  angenommen,  daß  t  —  0  dem  Punkte  w  —  —  oo  ent- 
spricht, wie  man  ans  den  Figuren  ersieht.  Um  die  Werte  der  zykli- 
schen Funktionen  cosb-'i  und  logt  genauer  zu  bestimmen,  wollen 


/. r 

A 

"*'     » 

f " ' 

1)  Biese  Aufgabe  wurde  zuerst  von  Helmholtz  gelöst,  I.  <r„  S.  SS. 

2)  Die  starken  Linien  stellen  die  festen  Grenzen  dar,  und  die  feinen  aus- 
gezogenen Linien  die  freien  Oberflächen.  Entsprechende  Punkte  in  den  ver- 
schiedenen Figuren  sind  durch  gleiche  Buchstaben  angedeutet. 
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wir  annehmen,  daß  sie  beide  für  t  —  1  verschwinden,  nnd  daß  ihre 
Werte  für  andere  Punkte  der  positiven  Halbebene  durch  Stetigkeits- 
betrachtungen zu  bestimmen  sind.  Es  folgt,  daß  für  t  =  —  1  der 
Wert  jeder  Funktionen  ix  ist.  In  den  Punkten  Ä  und  A  der  log  £- 
Ebene  setzen  wir  am  einfachsten 

log  l  —  0,  bezw.  =2i%; 

wenn  wir  daher  die  Konstanten  der  Gleichung  (1)  hiemach  bestimmen, 
so  haben  wir 

2ix  —  ixA  +  B, 
•odaß 

log  5  — 2  008h-1/.  (2) 

Wenn  wir  ferner  in  der  w- Ebene  die  Linie  IT  als  die  Linie  $  —  0 
nehmen,  und  wenn  die  endliche  Breite  des  herauskommenden  Strahles 
26  ist,  so  werden  die  begrenzenden  Stromlinien  durch  i\>  —  ±  fc  gegeben. 
Wir  können  weiter  annehmen,  daß  durch  qo  =  0  die  Äquipotential 
kurve  dargestellt  wird,  welche  durch  A  und  A!  geht.  Daher  folgt 
aus  Gleichung  (1): 

ib-ixC  +  B 
-  ib  -  D; 
also  schließlich 

»  -  "  log '  -  Ä  (3) 

Es  ist  leicht,  £  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  zu  eliminieren  und 
nachher  die  Beziehung  zwischen  e  und  w  durch  Integration  zu  finden, 
aber  die  Formeln  sind  in  der  vorstehenden  Form  brauchbarer. 

Der  Lauf  jeder  freien  Stromlinie,  z.  B.  A'I,  von  ihrem  Anfangs- 
punkt .4'  an  läßt  sich  jetzt  leicht  verfolgen.  Für  Punkte  dieser  Linie  ist 
t  reell  und  läuft  von  1  bis  0;  nach  Gleichung  (2)  haben  wir  überdies 

tfl  — 2cosh-1( 
oder 

t  —  coß  £  e. 

Daher  ist  gemäß  Gleichung  (3) 

qp  —  —  log  cos  \  8.  (4) 

Da  längs  dieser  Linie 

35— t— i 


ist,  so  können  wir 


,y  Google 
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setzen,   wo   s   der  Bogen   ist,   der  von  Ä  ans   gemessen   wird.     Die 
natürliche  Gleichung  der  Kurve  lautet,  deshalb: 


r  log  b 


(5) 


Hieraus  leiten  wir  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  folgende  Formel  ab: 

x  =  "  (sin»  1  0  -  log  sec  }  6),     y=  *-  (0  -  sin  0),  (G) 

wenn  der  Anfangspunkt  in  Ä  liegt.  Wenn  man  für  0  eine  Reihe  von 
Werten  annimmt,  die  Ton  0  bis  % 
gehen,  so  ist  die  Kurve  leicht  zu 
zeichnen. 

Da  y  den  Grenzwert  b  be- 
sitzt, so  erhellt,  daß  der  Abstand 
zwischen  den  festen  Wänden  gleich 
4h  ist.  Der  Kontraktskoeffizient 
ist  deshalb  \,  in  Übereinstimmung 
mit  Bordas  Theorie. 

§  76.     Die  Lösung  für  den 
Fall    einer  Flüssigkeit,    die  aus 
einem  großen  Gefäße  durch  eine 
Öffnung   in   einer   ebenen  Wand 
ausfließt,    ist    mathematisch    der   vorangehenden   sehr   ähnlich.     Der 
hauptsächlichste   Unterschied   ist   der,   daß    die  Werte   von  log  £  in 
den  Punkten  A  und  Ä  in  den  Figuren  jetzt  gleich  0  bzw.  —  ix  ge- 
nommen werden  müssen,  weshalb  wir  zur  Bestimmung  der  Konstanten 
A  und  S  in  Gleichung  (1)  die  folgenden  Beziehungen  haben: 
0=-  ixA  +  B 
—  ix  =  B, 
sodaß 

log  £  =  cosh-  ^t  —  ix.  (7) 

Die  Beziehung  zwischen  w  und  t  lautet  genau  wie  vorher,  nämlich 


&ymrin£rieliniv 


-  log  t  -  lb, 


(8) 


wo  2  b  die  schließliche  Breite  des  Stromes  zwischen  den  freien  Grenz- 
flächen bedeuset. 

t    ist   für   die   Stromlinie  AI  reell,    und   geht  von   —  1    bis   0. 
Da  ferner 

iß  —  cosh-1 1  —  ix. 


t  =  cos  (fl  +  b) 


,y  Google 
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setzen,   wo   f>   von  0   Mb   ~\x  läuft.     Wir  haben  daher  aus  Glei- 
chung (8),  mit  tp  =  —■  s,  als  die  natürliche  Gleichung  der  Stromlinie 

(9) 


s  =  —  •  log  (—  » 


Hieraus  finden  wir 

x  =  —  sin»  ±  8 


2fc 


{ log  taug  (i  x  +  i 0)  -  sin  6),     (10) 


i  x,  aer  nein  s 

■icht,  ist  — , 

Öffnung    ist  II 


wenn  der  Punkt  A  in  der  ersten  Figur  als  Ursprungspunkt  genommen 
■wird.1)  Die  Kurve  ist  (in  veränderter  Lage)  in  der  folgenden 
Figur  gezeichnet. 

Der  Grenzwert  Ton  x,  der  dem 
Werte  8  —  —  \%  entspricht,  ist  — 
■die    halbe    Breite    der 
(x  +  2)  -  -  -,  und  der  Kontraktions- 
koeffizient ist 

4,-0,611. 

§76.     In   dem   nächsten   Bei- 

■spiel    wird    angenommen,    daß    ein  Sgmmetnditue 

-Strom  von  unbegrenzter  Breite  direkt 

auf  eine  feste  ebene  Lamelle  trifft  und  sich  alsdann  in  zwei  Teile 
«paltet,  welche  nach  Innen  zu  von   freien  Oberflächen  begrenzt  sind. 

1)  Dieses  Beispiel  ist  von  Kirchhoff  gegeben,  I.  c,  und  ausführlicher  von 
Lord  Koyleigh  behandelt  worden:  „Notes  on  Hjdrodvnamice",  PA*).  Mag.,  De- 
zember 1876  Iße.  Paper»  I,  8.  297). 

La-mb,  Hydrodynamik. 


„L.oogie 
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Nachdem  die  mittlere  Stromlinie  die  Lamelle  rechtwinklig  ge- 
troffen hat,  verzweigt  sie  sich  in  zwei  Äste,  welche  derselben  bis 
zu  den  Kanten  folgen  nnd  von  da  an  die  freien  Oberflächen  bilden. 
Diese  sei  die  Linie  ip  =  0,  nnd  ferner  sei  in  dem  Divergenzpunkte- 
<p  —  0.    Die  Formen  der  Grenzen  in  den  verschiedenen  Ebenen  Bind  in 

den  Figuren  gezeich- 
net. Das  von  bewegter 
Flüssigkeit  erfüllte  Ge- 
biet entspricht  jetzt 
der  ganzen  w-Ebene, 
welche  jedoch  als  im 
Innern  von  den  beiden 
Seiten  der  Linie  ^=0, 
q?  <0  begrenzt  betrach- 
tet werden  maß. 

Mit  denselben  Be- 
f  Zeichnungen    wie    im 
Anfange    des   §  75 

(i) 


H< 


haben  wir 

oder 


log  £  —  cosh"1 1  —  ix 
-coA0ogO--i(t+  ■! 


<2> 

Der  Zusammenhang  zwischen  der  w-  und  (-Ebene  wird  am  zweck- 
mäßigsten hergestellt,  wenn  man  zuerst  die  Grenze  in  der  w'-Ebene- 
betrachtet.  Die  Methode  von  Schwarz  nnd  Christoffel  ist  dann  sogleich  , 
anwendbar.     Setzen  wir  in  §  73,  Gleichung  (4), 


-0, 


so  haben  ' 


Im  Punkte  I  ist 


-  =  Ät,     w~1  =  ^Äit  +  B. 


*(S> 


und  daher 

B-0, 
sodaß  wir  schreiben  können: 

•  --£■  » 

Um  C  (welches  offenbar  reell  ist)  mit  der  Breite  l  der  Lamelle 
zu  verknüpfen,  beachten  wir,  daß  längs  CA 

t-r'. 

und  deshalb  nach  Gleichung  (2) 


S-- 


-W- 1), 


(»> 

»Lioogte 


wo  das  Vorzeichen  der  Wurzel  so 
wird.    Ferner  ist: 


Druck  gegen  eine  Lamelle. 

bestimmen  ist,  daß  q  —  0  fÖr  t— 


dm 


Integrieren  wir  also  längs  CA  in  der  ersten  Figur,  so  haben  wir: 


folglich 


Längs  der  freien  Grenze 
AI  ist  log  J  —  i$,  und  des- 
halb nach  den  Gleichungen 

(2)  und  (4) 


<p  —  —  C  8' 


(8) 


Die   natürliche   Gleichung 
der  Kurve  ist  daher 


•-=*1-"' 

(9) 

wo  ö  ron  0  bis  zu  - 

-  +  * 

geht.     Dies  ergibt 

V  -  j^ri  {««e»  taug»  -  logft*  +  i «))  I 


(10) 


wenn  der  Anfangspunkt  im  Zentrum  der  Lamelle  hegt.    Die  Kurve  ist 
in  der  voran  stehenden  Figur  gezeichnet. 

Der  Drucküb  erschoß  auf  der  Vorderseite  der  Lamelle  ist  gemäß 
Gleichung  (7)  des  §  23  gleich  i  ?  (1  —  <?■).  Deshalb  ist  die  resul- 
tierende Kraft,  die  auf  die  Lamelle  wirkt, 


fß-tf&t—wfß- 


4,o/V(('-lj|r'-»?C.  (11) 


Es  erhellt  aus  Gleichung  (7)  des  §  23  und  aus  der  offenbaren 
geometrischen  Ähnlichkeit  der  Bewegung  in  allen  Fällen,  daß  der 
resultierende  Druck  P„  dem  Quadrat  der  allgemeinen  Geschwindigkeit 
des  Stromes  proportional  ist.  Wir  finden  somit  für  eine  willkürliche 
Geschwindigkeit  q^.1) 


•f.-j+l e «.'■*-  "MO  ««•'•  '■ 


(12) 


1)  Kirchhof,  I.  c,  8.  107 ;  Lord  Rnyleigh,  „On  the  ReeUtance  of  Fluid»",  Phü. 
Mag.,  Dezember  1877  (St.  Papers  I,  S.  887). 

*• 
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§  77.  Wenn  der  Strahl  schief  gegen  die  Lamelle  trifft  und  einen 
Winkel  a  mit  ihr  macht,  so  ist  die  Aufgabe  in  der  Weise  verändert, 
wie  es  die  Figuren  zeigen. 

Die  Gleichungen 
ta  (1)  und  (2)  des  vor- 

/  c        ~   ^  angehenden  Paragra- 

jt   cIa  \         i  phen    gelten    noch; 

aber    im    Punkte   1 
ist  jetzt 

.        -«■(*-•) 

i-e  > 

und  deshalb 


SU 


4 _ e 

I 

A'  C 


d4 ,  Folglich    haben   wir 

ui'         ^*"      &    an  stelle   von  Glei- 
chung (4):1) 

—*==*■  <13> 

In  den  Punkten  auf  der  Vorderseite  der  Lamelle  haben  wir,  weil 

»~'-ltl, 

\-±t+V9-v>,  i-±t-V¥-V,         (") 

wo  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je  nachdem 
t^tO,  d.  h.  je  nachdem  der  betreffende  Punkt  links  oder  rechts  von  C 
in  der  ersten  Figur  liegt.     Folglieh: 

Zwischen  A'  und  C  geht  t  von  1  bis  oo,  während  es  zwischen  A.  und  G 
von  —  oo  bis  —  1  geht.     Wenn  wir 


setzen,  so  gehen  die  entsprechenden  Werte  für  a  von  »  bis  a,  bzw. 
von  a  bis  0;  wir  finden 


COR  a  —  Cob  ta 


1)  Bis  hierher  wurde  die  LOenng  schon  von  Kirchhof?  gegeben  (Grelles 
Journ.,  I.  e.);  die  im  Text  folgende  Erörterung  ist,  abgesehen  von  rein  mathe- 
matischen Änderungen,  der  Arbeit  von  Lord  Rajleigh  entnommen. 
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Folglich 

_ .  j-  (1  —  cos  a  cos  m  +  sin  a  sin  ro)  sin  m,  (16) 

und  deshalb 

*—  -j-j-  ( 2  cos  ra  + cos«  sin1«) -f- sin«  sin  a>cosa> -(-(£»—  ö)sin«},    (17) 

wo  der  Anfangspunkt  so  gewählt  ist,  daß  x  entgegengesetzt  gleiche 
Werte  annimmt,  wenn  a  =  0  bzw.  ra  —  «;  d.  h.  er  ist  in  den  Mittel- 
punkt der  Lamelle  gelegt  Folglich  ist  die  ganze  Breite,  durch  0 
ausgedrückt, 

l  -  4^°"  ■  C.  (18) 

Die  Entfernung  des  Punktes  (a>  =*  a),  wo   der  Strom   sich  ver- 
tweigt,  vom  Zentrum  beträgt 

„...HtW.  -0d..,t  (19) 

Um   den   gesamten   Druck   an   der  Yorderfläche    zu    berechnen, 
haben  wir 

t,(i-a')lto-±i,({-g)^-<»-±2tCT/g8=T)(,_%.it). 


Integriert  man  zwischen  den  Grenzen  %  und  0,  so  gibt  dies 
*?£. 

Führen  wir  I  und  die  willkürliche  Geschwindigkeit  j0  des  Stromes 
ein,  so  finden  wir 

p»_*T?JiS  ■»*'■'  '2I> 

Um   den  Druckmittelpunkt  zu   finden,  bilden  wir  die  Momente 
in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Lamelle.     Daher  ist 
o 
±1/1(1  —  q*)xdx  — A—  -  Ixem*  adm 


wenn  man  den  Wert  für  2  aus  Gleichung  (17)  einsetzt.  Der  erste 
Faktor  stellt  den  gesamten  Druck  dar-,  die  Abszisse  S  des  Druck- 
nittelpunktes  wird  also  durch  den  zweiten  Faktor  gegeben,  woraus 
folgt,  daß 


X  -  *  4  +  *  *ü>«  '  l  DWsySogle 
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In  der  folgenden  Tabelle,  die  aus  Lord  Rayleighs  Arbeit  stammt, 
gibt  die  Spalte  I  den  Drucküberschuß  auf  der  Vorderflüche,  auf  die- 
jenige für  a  —  90°  als  Einheit  bezogen-,  die  Spalten  II  und  III  geben 
die  Abstände  des  Druckmittelpunktes  bzw.  des  Punktes,  wo  der  Strahl 
sich  teilt,  vom  Mittelpunkte  der  Lamelle,  ausgedruckt  als  Bruchteile 
der  ganzen  Breite.1) 


- 

I 

n 

m 

90° 

1,000 

0,000 

0,000 

70» 

0,866 

0,087 

0,232 

60» 

0,864 

0,076 

0,402 

80° 

0,641 

0,117 

0,483 

20° 

0,481 

0,18» 

0,496 

10" 

0,378 

0,1(13 

0,600 

%  78.  Eine  interessante  Abändercutg  der  Aufgabe  des  §  76  ist 
von  Bobyleff  erörtert  worden.*)  Es  wird  angenommen,  daß  ein  Strahl 
symmetrisch  gegen  eine  gebogene  Platte  stoße,  deren  Querschnitt  aus 
zwei  gleichen  geraden  Linien  besteht,  welche  einen  Winkel  bilden. 

Wenn  2  a  den  betreffenden  Winkel,  stromabwärts  gemessen,  be- 
zeichnet, so  können  die  Grenzen  in  der  £  Ebene  so  transformiert 
werden,  daß  sie  dieselbe  Form  wie  in  dem  genannten  Paragraphen 
haben,  falls  man  die  folgende  Annahme  macht: 

t-Ap, 

vorausgesetzt,  daß  A  und  n  so  bestimmt  werden,  daß  sie  f  —  1  machen, 

wenn  £  =  e~'^*"~''\  und  £  —  e~'*,  wenn  5  =  e~i\ia'raK     Dies  gibt: 

A  _.-'»—),    „_!f. 

Auf  der  rechten  Seite  der  Lamelle  ist  t  negativ  wie  vorher,  und 
da  q~l  —  \t\,  so  ist: 


r-l-'  +  VC-i))",  s-(-'-VC-i)l". 


(24) 


Folglich: 


1)  Wegen  dos  Vergleiches  mit  experimentellen  Resultaten   siehe  Rayleigh, 
i.  c,  nnd  Naturt,  46,  1891  (Sc.  Paper*  HI,  8.  491). 

2)  Journal  der  Russischen  physiko- chemischen  Gesellschaft,  13,  1881.    (Bei- 
Natter  tu  Wied.  Ann.,  8,  S.  168.)    Es  scheint  jedoch,  daß  die  Aufgabe  vorher  in 

einer  ähnlichen  Weise  von  M.  Rdthy  [Klausenburger  Ber.  1879)  behandelt  worden  ist. 

Dwizedoy  LaOOgie 
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Diese  Ausdrücke  können  durch  die  Substitution 

'--}&  +  *} 

wo  a  ron  0  bis  1  geht,  auf  bekannte  Formeln  zurückgeführt  werden. 
Wir  finden  also: 

Hier  sind  folgende  Formeln  benatzt: 

0  0 

wo  1  >  fr  >  0. 

Da  längs  der  Stromlinie 

ist,  haben  wir   nach   Gleichung  (25),  wenn  6   die   halbe  Breite   der 
Lamelle  bezeichnet, 

»-0!1 +¥+£/£>}•  <2') 

Das  bestimmte  Integral,   das   in   diesem  Ausdruck   vorkommt,    kann 
durch  die  Formel 

/."+-!  *•  -  p-^o-d  +  **  (i  -  w  -  ** a  -  w  (*» 

berechnet  werden,  wo 

T(»)-a^logJT(i»). 
Diese  Funktion  wurde  bekanntlieh  von  Gauß  eingeführt  und  tabuliert.1) 
Die  Normalkompouente  des  Druckes  auf  jede  Hälfte  findet  man 
durch  die  Methode  des  §  76,  nämlich  gleich 


1)   „Diaquieitionea   generale«  circa  seriem  infinitam  . . .",  Werke,  ( 
,W.,Bd.ID,S.m. 
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Der  resultierende  Druck  in  der  Stromrichtung  ist  deshalb 

-  ^  qC.  (30) 

Für  eine   willkürliche  Strahlgeschwindigkeit  q0   ist   der   resultierende 
Druck  folglich: 

r-ra  •»«•'»■  <31> 

wo  £  für  den  Faktor  Ton  C  in  Gleichung  (27)  gesetzt  ist 

Für  a  =  \x  haben  wir  i  =  2  +  i«,  was  zu  demselben  Ergebnis 
wie  §  76  (12)  fuhrt. 

In  der  folgenden  Tabelle,  die  mit  einer  geringfügigen  Abänderung 
der  Bobyleffschen  Arbeit  entnommen  ist,  gibt  die  zweite  Spalte  das 
Verhältnis  =-  des  resultierenden  Druckes  zu  dem,  den  ein  ebener 
Streifen  gleichen  Flächeninhaltes  erfährt.  Das  Verhältnis  ist  ein 
Maximum  für  a  —  100°  ungefähr,  die  Fläche  ist  dann  mit  der  kon- 
kaven Seite  stromaufwärts  gerichtet.  In  der  dritten  Spalte  ist  das 
Verhältnis  von  P  zu  der  Entfernung  (2b  sin  a)  zwischen  den  Kanten 
der  Lamelle  mit  iptfo1  verglichen.  Für  Werte  von  a,  welche  nahe 
bei  180°  liegen,  nähert  sich  dieses  Verhältnis  dem  Werte  1,  wie  zu 
erwarten  war,  da  die  Flüssigkeit  innerhalb  des  spitzen  Winkels  fast 
ruht,  und  der  Drucküberschuß  deshalb  praktisch  gleich  Jp?0B  ist. 
Die  letzte  Spalte  gibt  das  Verhältnis  des  resultierenden  Druckes  zu 
dem,  den  ein  ebener  Streifen  von  der  Breite  26  sin  a  erfährt,  auf 
Grund  der  Gleichung  (12)  berechnet. 


P 

P 

P 

■Po 

gq^bsiaa 

P„sina 

10« 

0,089 

0,199 

0,227 

20" 

0,140 

0,859 

0,409 

80° 

0,278 

0,489 

0,666 

40» 

0,488 

0,698 

0,674 

46° 

0,512 

0.637 

0,724 

60° 

0,589 

0,«T7 

0,769 

80» 

0,783 

0,746 

0,846 

70" 

0,864 

0,800 

0,909 

80° 

0,94ö 

0,844 

0,969 

BO" 

1,000 

0,87» 

1,000 

100» 

1,016 

0,907 

1,081 

110" 

0,996 

0,931 

1,069 

120" 

0,986 

0,960 

1,079 

ISO" 

0,840 

0,964 

1,096 

186* 

0,780 

0,970 

1,108 

140f 

0,718 

0,976 

1,109 

160° 

0,669 

0,984 

1,119 

160» 

0,386 

0,890 

1,126 

170* 

0,197 

0,996 

1,132 

„«»Google 
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Diskontinuierliche  Bewegungen. 

§  79.  Es  maß  genügen,  einige  der  wichtigsten  Beispiele 
stationärer  Bewegung  bei  einer  freien  Oberfläche  besprochen  zu  haben, 
anter  Anwendung  der  vielleicht  systematischsten  Methode.  Bemerkens- 
werte Beiträge  zu  diesem  Gegenstand  haben  Michell1),  Lore1)  und 
andere  Autoren")  geliefert.  Eb  bleibt  noch  einiges  über  die  physi- 
kalischen Erwägungen  za  sagen,  welche  ursprünglich  zu  der  Unter- 
suchung derartiger  Aufgaben  geführt  haben. 

Wir  haben  auf  den  vorangehenden  Seiten  verschiedene  Beispiele 
für  die  Strömung  einer  inkompresBiblen  Flüssigkeit  um  eine  scharfe 
vorspringende  Kante  gehabt,  und  es  ergab  sich  immer,  daß  die  Ge- 
schwindigkeit dort  unendlich  ist.  Dies  ist  in  der  Tat  eine  notwendige 
Folge  des  vorausgesetzten  wirbelfreien  Verhaltens  der  Bewegung,  mag 
die  Flüssigkeit  inkompressibel  sein  oder  nicht;  dies  ist  ersichtlich,  wenn 
man  den  Verlauf  der  Äquipotentialflächen  (welche  die  Grenze  recht- 
winklig treffen)  in  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  betrachtet. 

Das  Auftreten  unendlich  großer  Werte  für  die  Geschwindigkeit 
kann  vermieden  werden,  wenn  man  annimmt,  daß  die  Kante  ein  wenig 
abgerundet  iat,  aber  selbst  dann  wird  die  Geschwindigkeit  nahe  bei 
der  Kante  den  Wert  weit  überschreiten,  den  sie  in  einer  gegen  den 
Krümmungsradius  großen  Entfernung  annimmt. 

Damit  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  sich  solchen  Bedingungen 
anpaßt,  ist  es  nötig,  daß  der  Druck  in  einiger  Entfernung  denjenigen 
an  der  Kante  weit  Übersteigt.  Dieser  Druck  Überschuß  ist  durch  die 
Trägheit  der  Flüssigkeit  bedingt,  welche  nicht  um  eine  scharfe  Krüm- 
mung, der  Zentrifugalkraft  entgegen,  geführt  werden  kann,  ausge- 
nommen bei  einer  Druckverteilung,  wo  nach  außen  hin  ein  sehr  rasches 
Wachsen  stattfindet. 

Wenn  also  der  Druck  in  einiger  Entfernung  nicht  sehr  groß  ist, 
würde  das  Zustandekommen  der  fraglichen  Bewegung  einen  negativen 
Druck  an  der  Ecke  erfordern,  den  aber  Flüssigkeiten  unter  gewöhn- 
lichen Bedingungen  nicht  aushalten  können. 

Um  das  Problem  in  einer  möglichst  bestimmten  Weise  zu  for- 
mulieren, wollen  wir  uns  den  folgenden  Fall  vorstellen.  Eine  gerade 
Rühre,  deren  Länge  groß  im  Vergleich  zum  Durchmesser  ist,  sei  in 
der  Mitte  eines  großen  verschlossenen  Gefäßes  befestigt,  welches  eine 
reibungslose  inkompressible  Flüssigkeit  enthält;  diese  Röhre  mag  in 
einiger  Entfernung  von  den  Enden   einen  gleitenden   Stöpsel  oder 


1)  „On  the  Theory  of  Free  Stream-lineB",  Phil  Tram.  (A.),  181,  1890. 

2)  „On  the  Theory  of  DiBcoiitiniioun   Fluid  Motions    in  IVo  Dimension»", 
Proe.  Camb.  Phil.  SoC,  7,  1891. 

S)  Literaturnachweise   siehe   bei  Love,    Eneykl.  der   math.  Wissenschaften, 
Bd.  IV,  2.  Teil,  S.  97  ff. 
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Kolben  P  enthalten,  welcher  in  erforderlicher  Weise  durch  äußere 
Kräfte  bewegt  werden  kann,  die  auf  ihn  allein  wirken.  Es  wird 
angenommen,  daß  die  Dicke  der  Wände  der  Röhre  im  Vergleich  zum 
Durchmesser  klein  ist;  und  die  Kanten 
an  den  beiden  Enden  Bollen  abgerundet 
sein,  Bodaß  keine  scharfen  Bänder  vor- 
handen sind.  Wir  wollen  weiter  an- 
nehmen, daß  in  einem  Punkte  der  Gefäß- 
wand ein  seitlicher  Ansatz  mit  einem 
Kolben  Q  angebracht  ist,  vermittels  dessen 
der  Druck  im  Innern  beliebig  geregelt 
werden  kann. 

Während  im  Anfang  alles  in  Buhe 
ist,  denken  wir  uns,  daß  dem  Kolben  P 
eine  allmählich  wachsende  Geschwindig- 
keit mitgeteilt  wird,  sodaß  der  Einfachheit  halber  die  Bewegung 
in  einem  Augenblick  als  annähernd  stationär  betrachtet  werden  kann. 
Vorausgesetzt,  daß  eine  genügend  große  Kraft  auf  Q  wirkt,  wird 
zuerst  eine  kontinuierliche  Bewegung  von  der  in  dem  Diagramm 
der  3.  91  angegebenen  Art  in  der  Flüssigkeit  entstehen,  da  in  der 
Tat  nur  ein  Bewegungszustand  möglich  ist,  der  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  genügt.  In  dem  Maße  als  die  Beschleunigung  des 
Kolbens  P  wächst,  kann  der  Druck  auf  Q  sehr  groß  werden,  selbst 
bei  sehr  mäßigen  Geschwindigkeiten  von  P;  und  wenn  Q  nachzugeben 
gestattet,  so  wird  eine  ringförmige  Höhlung  an  jedem  Ende  des 
Rohres  entstehen. 

Es  ist  nicht  leicht,  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  in  einem 
solchen  Falle  vom  theoretischen  Standpunkt  aus  zu  verfolgen,  selbst 
unter  der  Annahme  einer  vollkommenen  Flüssigkeit.  In  wirklichen 
Flüssigkeiten  wird  die  Aufgabe  durch  die  Reibung  verändert,  welche 
jedes  Gleiten  der  Flüssigkeit  unmittelbar  bei  der  Berührung  mit  dem 
Bohr  verhindert  und  weiterhin  einen  beträchtlichen  Einfluß  auf  so 
jähe  Geschwindigkeitsunterschiede  der  Flüssigkeit  ausüben  muß,  wie 
sie  hier  vorkommen. 

Nun  lehrt  die  Beobachtung,  daß  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keiten unter  den  vorausgesetzten  Zustanden  sich  häufig  sehr  von 
den  Arten  unterscheidet,  welche  in  den  Figuren  der  S.  90,  91, 101,  102 
dargestellt  sind.  In  einem  Falle,  wie  dem  eben  beschriebenen,  wird 
die  aus  der  Bohröfinnng  strömende  Flüssigkeit  sich  nicht  unmittelbar 
nach  allen  Richtungen  ausbreiten,  sondern  sie  bildet  jedenfalls  auf 
einige  Entfernung  einen  mehr  oder  weniger  zusammenhängenden 
Strom,  der  auf  allen  Seiten  von  Flüssigkeit  begrenzt  wird,  die  nahezu 
ruht.  Ein  bekanntes  Beispiel  ist  der  mit  Bauch  erfüllte  Gasstrom, 
der  aus  einem  Schornstein  strömt.    In  allen  solchen  Fällen  wird  jedoch 
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bemerkt,  daß  die  Bewegung  in  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  der 
Grenzen  des  Stromes  höchst  unregelmäßig  ist.1) 

Das  Bestreben,  Typen  der  stationären  zweidimensionalen  Bewe- 
gung einer  reibungslosen  Flüssigkeit  aufzufinden,  welche  den  Be- 
obachtungen in  solchen  Fällen  näher  kämen,  fahrte  Heimholte1)  and 
Kirchhoff*)  dazu,  die  Theorie  der  freien  Stromlinien  zu  untersuchen. 
Es  ist  klar,  daß  wir  uns  den  Baum  jenseits  einer  freien  Grenze  etwa 
von  einer  ruhenden  Flüssigkeit  der  gleichen  Dichte  erfüllt  denken 
können,  da  die  Bedingung  konstanten  Druckes  längs  der  Stromlinie 
hierdurch  nicht  geändert  wird.  Auf  diesem  Wege  geben  uns  z.  B. 
die  Aufgaben  der  §§  76  und  77  eine  Theorie  des  Druckes,  der  auf 
eine  feste  Lamelle  von  einem  bei  ihr  fließenden  Strome  ausgeübt 
wird,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  den  Widerstand  einer 
Lamelle,  die  mit  einer  konstanten  Geschwindigkeit  durch  eine  Flüssig- 
keit bewegt  wird,  welche  sonst  in  Ruhe  ist. 

Über  die  praktische  Bedeutung  dieser  Theorie  gehen  die  An- 
sichten auseinander.  Eine  naheliegende  Kritik  ist  die,  daß  die 
unbegrenzte  Menge  „toten  WasserfP,  das  der  Lamelle  folgt,  eine  un- 
endlich große  kinetische  Energie  bedingt;  aber  dies  bedeutet  nur, 
daß  die  fragliche  Bewegung  in  einer  endlichen  Zeit  ans  der  Buhe 
heraus  nicht  vollständig  hergestellt  werden  kann,  obwohl  es  denkbar 
wäre,  daß  sie  asymptotisch  angenähert  würde.  Ein  anderer  Vorwurf 
ist,  daß,  wie  in  Kap.  IX  gezeigt  werden  soll,  Diskontinuitätsnachen 
zwischen  Flüssigkeiten  von  vergleichbarer  Dichte  in  der  Regel  höchst 
labil  sind.  Es  ist  jedoch  von  Lord  Rayleigh  hervorgehoben  worden, 
daß  diese  Instabilität  den  Charakter  der  Bewegung  innerhalb  einer 
gewissen  Entfernung  vom  Ansatz  der  fraglichen  Flachen  nicht  wesent- 
lich beeinflussen  mag. 

Lord  Kelvin  andererseits  behauptet,  daß  die  hier  betrachteten 
diskontinuierlichen  Bewegungsarten  keine  Ähnlichkeit  mit  dem  be- 
sitzen, was  in  wirklichen  Flüssigkeiten  vor  Bich  geht;  nach  ihm 
soll  die  einzige  berechtigte  Anwendung  der  Methoden  von  Helm- 
holtz  und  Kircbboff  auf  den  Fall  freier  Oberflächen  geschehen,  wie 
z.  B.  auf  den  eines  Strahles.9) 

Strömung  in  einer  gekrümmten  Sehloht. 

§  80.  Die  in  den  §§  59  und  60  entwickelte  Theorie  kann 
leicht  auf  die  zweidimensionale  Bewegung  einer  gekrümmten  Flüssig- 
keitsschicht  ausgedehnt  werden,  deren  Dicke  klein  im  Vergleich  zum 

1)  Neuere  Untersu drangen  zeigen  jedoch,  daß  sich  Strahlen  bilden,  bevor 
die  Helmholtssache  Grenzgeschwindigkeit  erreicht  ist,  und  daß  die  Reibung  einen 
wesentlichen  Anteil  an  diesem  Vorgang  hat.  Smolochowaki,  „Snr  la  formation 
dea  veines  d'efflni  dana  lea  liquides",  Bull,  de  l'Acad.  de  Cracovie,  1901. 

X)  I.  c,  8,  26  und  107. 

3)  Jtiature,  SO,  S.  624,  549,  673,  597;  1694. 
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Krümmungsradius  ist.  Diese  Frage  ist  vom  Standpunkt  der  Elek- 
trizitätsleitung ans  von  Boltzmann1),  Kirchhoff s  \  Töpler*)  u.  a.  er- 
örtert worden. 

Wie  in  §  59  nehmen  wir  einen  festen  Punkt  A  nnd  einen 
variablen  Punkt  P  auf  der  Oberfläche,  welcher  die  Form  der  Schicht  be- 
stimmt, und  bezeichnen  mit  ip  den  Fluß  durch  irgend  eine  Kurve  AP 
auf  dieser  Fläche.  Dann  ist  $  eine  Funktion  der  Lage  von  P,  und 
wenn  wir  P  in  irgend  einer  Richtung  um  eine  kleine  Strecke  äs 
verschieben,  so  finden  wir  für  den  Fluß  durch  das  Element  äs  den 
Betrag  -*-  ■  8s.  Die  Geschwindigkeitskomponeute  senkrecht  zu  diesem 
Element  ist  .  '  wo  h  die  Dicke  der  Schicht  ist,  von  der  bisher 
nicht  vorausgesetzt  wurde,  daß  sie  gleichförmig  sei. 

Wenn  ferner  die  Bewegung  wirbelfrei  ist,  so  existiert  noch  ein 
Geschwindigkeitspotential  <p,  nnd  die  Äquipotentialkurven  tp  =  konst. 
werden  die  Stromlinien  V  ■"  konst.  unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

Im  dem  Falle  gleichförmiger  Dicke,  zu  dem  wir  jetzt  fibergehen, 
ist  es  passend,  $  für  j-  zu  schreiben,  sodaß  die  Geschwindigkeits- 
komponente senkrecht  zu'einem  Element  äs  jetzt  gleichmäßig  durch 
v,  und  n  gegeben  ist,  wo  an  ein  Element  bedeutet,  welches  senk- 
recht zn  ös  in  der  passenden  Richtung  gezogen  ist.  Die  weiteren 
Untersuchungen  verlaufen  dann  genau  wie  in  der  Ebene;  insbesondere 
werden  die  Kurven 

f>  =  konst,  fy  —  konst., 

die  für  eine  Reihe  von  Werten  in  arithmetischer  Progression  ge- 
zogen sind,  wo  die  gemeinschaftliche  Differenz  unendlich  klein  nnd 
in  beiden  Fällen  die  gleiche  ist,  die  Fläche  in  Elementarquadrate 
teilen.  Denn  der  orthogonalen  Eigenschaft  zufolge  sind  die  frag- 
lichen Elemente  Rechtecke,  und  wenn  Ssl)  äst  Elemente  einer  Strom- 
linie bzw.  einer  Äquipotentiallinie  sind,  welche  die  Seiten  eines  dieser 
Rechtecke  bilden,  so  haben  wir 

dy  _  d<p 

8st  ~  ds[' 
folglich  ds±  =  tfSj,  da  nach  Konstruktion  A>  =■  afp. 

Jedes  Problem  der  wirbelfreien  Bewegung  in  einer  gekrümmten 
Schicht  von  gleichmäßiger  Dicke  wird  deshalb  durch  konforme 
Abbildung  in  das  entsprechende  Problem  der  Ebene  übergeführt. 
Für  die  Kugel  können  wir  z.  B.  außer  unzählig  vielen  anderen  Me- 
thoden diejenige  der  stereographischen  Projektion  benutzen.     Als  ein 

1)  Wiener  Sitzungsberichte,  52,  S.  214,  1865. 

2)  Berliner  Monatsbcr.,  19.  Juli  1675  (Ges.  Abh.,  S.  56). 
8)  Pogg.  Ann.,  160,  S.  876,  1877. 
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einfaches  Beispiel  hiervon  können  wir  den  Fall  einer  Schicht  von 
gleichförmiger  Tiefe  nehmen,  welche  die  Oberfläche  einer  Kugel  mit 
Ausnahme  zweier  kreisförmiger  Inseln  bedeckt,  welche  beliebige 
Gestalt  nnd  eine  beliebige  relative  Lage  besitzen  können.  Es  ist 
klar,  daß  die  einzige  (zweidimensionale)  wirbelfreie  Bewegung,  welche 
in  dem  von  Flüssigkeit  erfüllten,  zweifach  zusammenhangenden  Räume 
vor  sich  gehen  kann,  so  beschaffen  ist,  daß  die  Flüssigkeit  in  ent- 
gegengesetzten Richtungen  um  die  beiden  Inseln  zirkuliert,  wobei  die 
zyklische  Eonstante  jedesmal  dieselbe  ist.  Da  Kreise  bei  der  Projektion 
in  Kreise  übergehen,  so  ist  dieses  mit  dem  ebenen  Problem  identisch, 
welches  in  Abschnitt  2  des  §  64  gelöst  ist,  d.  h.  die  Stromlinien  bilden 
ein  System  von  koachsialen  Kreisen  mit  reellen  „Grenepunktm"  A  und  B, 
und  die  Äquipotentiallinien  bilden  das  dazu  orthogonale  System  durch 
A  und  B.  Kehren  wir  zur  Kugel  zurück,  so  folgt  aus  wohlbekannten 
Sätzen  der  stereographischen  Projektion,  daß  die  Stromlinien,  ein- 
schließlich der  Umrisse  der  beiden  Inseln,  die  Kreise  sind,  deren  Ebenen 
durch  eine  feste  Linie,  nämlich  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen 
in  den  zu  A  und  B  entsprechenden  Punkten,  geben,  während  die 
Äquipotentiallinien  aus  den  Kreisen  bestehen,  deren  Ebenen  durch 
diese  Punkte  gehen.1) 

In  jedem  Falle  der  Transformation  durch  konforme  Abbildung, 
gleichviel  ob  die  Bewegung  wirbelfrei  ist  oder  nicht,  wird  die  Ge- 
schwindigkeit ~-  in  dem  umgekehrten  Verhältnis  eines  Linienelementes 
verändert,  und  deshalb  sind  die  kinetischen  Energien  der  Teile  der 
Flüssigkeit,  welche  entsprechende  Flächen  erfüllen,  gleich,  natürlich 
vorausgesetzt,  daß  Dichte  und  Dicke  dieselben  sind.  Auf  gleiche  Weise 
findet  man,  daß  die  Zirkulation 


St 


11-  ds 
in   einer  geschlossenen  Kurve  bei  der  Projektion  unverändert  bleibt. 


1)  Das  Beispiel  iit  von  Kirchhoff  gegeben,  und  swar  in  der  elektrischen 
Deutung,  wo  das  betraohtete  Problem  in  der  Verteilung  eines  Stromes  auf 
einex  gleichmäßigen  leitenden  Kngelflache  besteht,  wo  die  Elektroden  in  irgend 
zwei  Funkten  A  und  S  angebracht  sind. 


>y  Google 


Fünftes  Kapitel. 

Wirbelfreie  Bewegung  einer  Flüssigkeit: 

Dreidimensionale  Probleme. 

§  81.     Unter   den   Methoden,    die    zur   Verfügung    stehen,   um 

Lösungen  der  Gleichung 

Av-0  (1) 

in  drei  Dimensionen  zu  erhalten,  besteht  wohl  die  wichtigste  in  der 
Anwendung  der  Kugelfnnktionen.  Diese  ist  besonders  branchbar,  wenn 
die  Grenzbedingungen  sich  auf  kugelförmige  oder  nahezu  kugelförmige 
Flächen  beziehen. 

Hinsichtlich  einer  ausführlichen  Darlegung  dieser  Theorien  müssen 
wir  auf  die  besonderen  Lehrbücher  verweisen l),  aber  da  der  Gegenstand 
sehr  ausgedehnt  ist,  und  von  sehr  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus 
behandelt  worden  ist,  mag  es  gut  sein,  eine  kurze  Übersicht  ohne  regel- 
rechte Beweise  oder  mit  bloßen  Andeutungen  der  Beweise  Über  solche 
Teile  zu  geben,  welche  für  den  vorliegenden  Zweck  am  wichtigsten  sind. 

Da  der  Operator  A  in  Bezug  auf  x,  y,  e  homogen  ist,  so  sieht 
man  leicht,  daß  der  Teil  von  tp  der  Gleichung  (1)  für  sich  genügen 
muß,  welcher  von  einem  besonderen  algebraischen  Grade  ist.  Jede 
solche  Lösung  von  (1)  heißt  eine  „räumliche  Kugdfunktion"  von  dem 
betreffenden  Grade.  Wenn  tp^  eine  räumliche  Kugelfunktion  von  dem 
Grade  n  ist  und  wir 

9»  -  r"    8.  (2) 

schreiben,  dann  ist  S„  eine  Funktion  der  Richtung  allein,  in  welcher  der 
Punkt  (a;,  y,  b)  in  Bezug  auf  den  Ursprungspunkt  liegt ;  in  anderen  Worten: 
es  ist  eine  Funktion  der  Lage  des  Punktes,  in  welchem  der  Radius- 

1)  Todhnnter,  Functions  of  Laplace,  Lame  and  Besse! ,  Cambridge  1875. 
Ferrere,  Spherical  Harmonie»,  Cambridge  1877.  Heine,  Handbuch  der  Kugel 
funktionen,  2.  Aufl.,  Berlin  1878.  Thomson  und  Tait,  Natural  Philosophy,  2.  Aufl., 
Cambridge  181fl,  Bd.  I,  8.  171—218.  Byerly,  Fourier'a  Serie*  and  Spherical, 
Cylittdrical  and  EUipsoidal  Harmonics,  Boston  1893.  Whittaker,  Modern  Ana- 
hjsia,  Cambridge  1902. 

Betreffe  der  Geschichte  dieses  Gegenstandes  siehe  Todhnnter,  ßistory  of  the 
Theories  of  Attractvm  etc.,  Cambridge  1878,  Bd.  IT.  Ferner  Wangerin,  „Theorie 
der  Kugelfnnktionen  usw.",  Enzykl.  der  mathein.  Wissenschaften,  Bd.  II,  1.  Teil,  190*. 
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vektor  eine  Einheitskugel  trifft,  welche  den  UrBprungspunkt  als  Zentrum 
hat  Sie  wird  deshalb  als  „Kugdflächenfunktion"  von  der  Ordnung  n 
bezeichnet.1) 

Jeder  räumlichen  Kugelfunktion  tp„  vom  Grade  n  entspricht  eine 
andere  vom  Grade  —  n— 1,  die  durch  Division  mit  r'"+I  erhalten 
wird;  d.  h.  rp  —  r"**"1  •  <p„  igt  auch  eine  Lösung  der  Gleichung  (1). 
Es  entsprechen  also  jeder  Kugelilächenfunktion  SA  zwei  räumliche 
Kugelfunktionen  r"iSB  und  r~m~1Sn. 

§  82.  Der  wichtigste  Fall  ist  der,  daß  »  ganzzahlig  ist,  and 
daß  die  Kugelflächenfunktion  Sn  weiter  der  Bedingung  unterliegt, 
auf  der  ganzen  Einheitskugel  endlich  zu  sein.  In  der  Fassung,  in  der 
die  Theorie  für  diesen  Fall  von  Thomson  und  Tait,  sowie  von  Max- 
well*)  dargestellt  wird,  gilt  als  prinzipielle  Lösung  der  Gleichung  (1): 

■P-.-T-  (3) 

Dies  stellt,  wie  wir  in  §  56  gesehen  haben,  das  Geschwindigkeits- 
potential dar,  welches  von  einer  punktförmigen  Quelle  im  Koordinaten- 
anfang herrührt.  Da  Gleichung  (1)  stets  erfüllt  bleibt,  wenn  tp  nach 
x,  y  oder  e  differenziert  wird,  so  leiten  wir  folgende  Lösung  ab: 

9_,-A(l*.  +  m£  +  ,>i)±..  (4) 

Dies  ist  das  Geschwindigkeitspotential  einer  Doppelquelle  im  Ur- 
sprungspunkt, deren  Achse  in  der  Richtung  (l,  m,  n)  liegt;  siehe 
Gleichung  (3)  des  §  56.  Das  Verfahren  kann  fortgesetzt  werden,  und 
die  allgemeine  Form  der  räumlichen  Kugelfunktion,  welche  auf  diese 
Weise  erhalten  wird,  ist 

d        t    3    ,  B    ,        3 

dh,        •  dx   '       •  Sy    '      *  6t' 

wenn  \„  m,,  n,  willkürliche  Richtungskosinusse  Bind. 

Dies  kann  als  das  Geschwindigkeitspotential  einer  bestimmten 
Anordnung  einfacher  Quellen  um  den  Ursprungapunkt  angesehen 
werden,  wobei  die  Dimensionen  des  Systemes  klein  im  Vergleich 
zu  r  sind.     Um  dieses  System  zu  konstruieren,  schicken  wir  voraus, 


1)  Di»  symmetrische  Behandlung  der  räumlichen  Kugel  funktionell  ver- 
mittel« karteiischer  Koordinaten  wurde  von  Cleb«cb  in  einer  sehr  vernach- 
lässigten Arbeit  eingeführt:  Grelles  Journ.,  61,  S.  196,  1863.  Dies  wurde  unab- 
hängig von  Thomson  und  Tait  als  die  Grandlage  ihrer  Entwicklung  angenommen. 

S)  Eleetrieity  and  Magnetism,  Kap.  IX. 
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daß  aus  jedem  gegebenen  System  von  Quellen  ein  System  höherer  Ord- 
nung abzuleiten  ist,  indem  wir  es  zuerst  um  die  Strecke  ■£  h,  in  der 
Richtung  (l„  m„  »,)  verschieben,  nnd  dann  das  umgekehrte  System 
superponieren,  wobei  wir  voraussetzen,  daß  es  ans  seiner  ursprüng- 
lichen Lage  nm  die  Strecke  \h,  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
verschoben  wird.  Beginnen  wir  nun  mit  dem  Falle  einer  einfachen 
Quelle  0  im  KoordinatenanfangBpunkt,  so  ergibt  eine  erste  An- 
wendung des  obigen  Verfahrens  die  beiden  Quellen  0+  und  0_,  die 
sich  in  gleicher  Entfernung  vom  UrsprungBpunkt  in  entgegengesetzten 
Richtungen  befinden.  Wird  dasselbe  Verfahren  auf  das  System  0+,  0_ 
angewendet,  so  ergibt  es  uns  vier  Quellen: 

0+  +  ,  Ö„  +  ,  0+_,  0__ 

in  den  Ecken  eines  Parallelogrammes.  Der  nächste  Schritt  gibt  ans 
acht  Quellen  in  den  Ecken  eines  Parallelepideds ,  usw.  Das  Ge- 
schwindigkeitspotential,  das  von  der  Anordnung  von  2*  derartig  er- 
haltener Quellen  herrührt,  ist  in  großer  Entfernung  durch  Gleichung  (5) 
gegeben,  wenn 

AnA  —  m'\hj  -■■&„, 

wobei  tri  die  Ergiebigkeit  der  ursprünglichen  Quelle  in  0  bedeutet. 
Die  Formel  gilt  streng  für  alle  Entfernungen  r,  wenn  hu  A»,  •  -  ■,  fr. 
unendlich  klein,  nnd  m'  unendlich  groß  werden,  aber  so,  daß  A  end- 
lich bleibt. 

Die  Kugelnächenfunktion,  welche  der  räumlichen  Kugelfunktion  (5) 
entspricht,  wird  durch 

8n-At*  +  l  3h,dh,...Bh,  T  (6) 

gegeben,  und  die  komplementäre  räumliche  Eugelfunktion  durch 

ft7B-fpSm-H"+19)_._1.  (7) 

Vermittels  der  Methode  der  „Inversion"1),  auf  die  obige  Anord- 
nung der  Quellen  angewendet,  ließe  sich  zeigen,  daß  die  räumliche 
Kugelfunktion  (7)  von  positivem  Grad  n  als  das  Geschwindigkeits- 
potential betrachtet  werden  kann,  welches  durch  eine  gewisse  An- 
ordnung von  2*  Quellen  im  Unendlichen  bedingt  ist. 

Die  vom  Ursprungspunkt  in  den  verschiedenen  Richtungen 
(l„  m„ «,)  gezogenen  Linien  heißen  die  „Achsen"  der  räumlichen 
Kugelfonktion  (5)  oder  (7),  und  die  Punkte,  in  denen  diese  Linien 
die  Einheitskugel  treffen,  heißen  die  „Pole"  der  Kugelnächenfunk- 
tion &„.  Die  Formel  (5)  enthält  2»  +1  willkürliche  Konstante, 
nämlich  die  Polarkoordinaten  der  n  Pole  (zwei  für  jeden)  und  den 


1)  Anaeinandergeaetzt  von  Thomson  nnd  Tait,   Natural  Philocophy,  §  616. 
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Faktor  A.  Es  kann  gezeigt  werden,  daß  dieser  Aasdruck  der  all- 
gemeinsten Form  der  Kugelflächenfonktion  gleichwertig  ist,  welche 
von  der  Ordnung  n  und  auf  der  ganzen  Einheitskugel  endlich  ist.1) 

§  83.    In  der  ursprünglichen  Untersuchung  von  Laplace*)  wird 
die  Gleichung 

zuerst  durch  die  räumlichen  Polar koordinaten  r,  6,  m  ausgedrückt,  wo 


z  "—  r  sin  b  sin  tu. 

Der  einfachste  Weg,  diese  Transformation  auszuführen,  besteht  in  der 
Anwendung  der  Gleichung  (2)  des  §  36  auf  die  Oberfläche  eines 
Volum enelementeß  rdd  r  em$  Sa  ■  dr.  Die  Differenz  des  Flusses 
durch  die  beiden  Flächen  senkrecht  zu  r  ist 


LI** 

dr\dt  ' 


9da)är. 


Analog  gilt  für  die  beiden  Flachen,  die  senkrecht  zu  einem  Meridian 
(m  —  konst.)  sind, 

und  für  die  beiden  Flächen,  die  senkrecht  zu  einem  Breitenkreis 
(6  —  konst.)  sind, 

jibsmi-'*6  •'')'"■ 

Folglich  wird  durch  Addition: 

sin  8  l  (r<  |S)  +   *  Um  6  Ü)  +  ■ . '  ä  ft  -  0.  (1) 

or\     orl       36  \  39/        fad  da  *■  * 

Dies  hätte  natürlich  aus  Gleichung  (1)  des  §  81  durch  das  gewöhn- 
liche Verfahren  der  Vertauschung  der  unabhängigen  Variablen  ab- 
geleitet werden  können. 

Wenn  wir  jetzt  annehmen,  daß  tp  homogen  vom  Grade  »  ist,  und 
<p  —  r"S„ 
setzen,  so  erhalten  wir 

ab  w(* s  w)  +  ab  w  +  «(«+  i)s.  -o,      (2) 

welches  die  allgemeine  Differentialgleichung  der  Kugelflächenfunktionen 

1)  Sylvester,  Phil.  Mag.,  Oktober  1876. 

S)  „Theorie  de  l'attraetion  des  spheroides  et  de  la  figure  des  planetes", 
Am.  de  l'Acad.  roy.  des  Science«,  1782  {(Euvres  CompUlet,  Paris  1878  .  .  ., 
Bd.  X,  S.  S41);  Meeanique  Celeste,  2.  Buch,  Kap.  II. 
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ist.  Da  das  Produkt  n  («  +  1)  ungeändert  bleibt,  wenn  wir  —  n  —  1 
für  n  setzen,  so  ist  klar,  daß 

<p  =.  jr- "-1ÄB, 

wie  schon  gesagt,  auch  eine  Lösung  der  eben  aufgestellten  Glei- 
chung (1)  ist. 

§  84.    Falls  Symmetrie  um  die  ar- Achse  herrscht,  eo  verschwindet 
der  Ausdruck  -f— f- ,  und  wenn  wir  cos  8  =  p  setzen,  so  erbalten  wir 

Ä(a-c")^)+»c»+i)«--o.  (i) 

die  Differentialgleichung  der  „einfachen"  oder  pönalen'")  Kugelfunk 
tion.  Da  diese  Gleichung  nur  Ausdrücke  von  zwei  verschiedenen 
Dimensionen  in  ji  enthält,  ist  sie  für  die  Integration  durch  Reihen 
geeignet.     Wir  erhalten  auf  diese  Weise: 


+  BU-V- 


18      <*   +     "   _l.t.  84  * 

-0(»-i)(— I 


.il-SIä,'+ü 


1-S-8-. 


Die  Reihen,  die  hier  vorkommen,  sind  von  der  Art,  welche  als  ,^yper- 
geometriscitf?'  bezeichnet  werden;  schreiben  wir  nämlich  nach  Gaufl1): 

\  irt  ir    /  1  ■  J"  1-2/y  +  l 


"^«■-r---,       (3) 


so  haben  wir: 

S,-JF(-}«,  *  +  *»,  i,  tf)  +  -BM-F(*-*»,  1  -i-l«,  |,  ,**).    (4) 

Die  Reihe  (3)  ist  natürlich  wesentlich  konvergent,  wenn  x  zwischen 
0  und  1  liegt;  ffir  x  =  1  ist  sie  dann  und  nur  dann  konvergent,  wenn 

r-«-ß>o. 

In  diesem  Falle  haben  wir 

wo   J7(m)   in   der  Gaußschen   Schreibweise  der  Eulerschen   Funktion 
r(m  +  1)  gleichwertig  ist. 

1}  Diese  Bezeichnung  ist  von  Thomson  und  Tait  eingeführt  worden,  weil 
die  Knotenlinien  (S„  ■=  0)  die  Einheitskugel  in  parallele  Streifen  teilen. 
2)  I-  c,  S.  119. 
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Der  Grad  der  Divergenz  der  Reihe  (3)  für 

y  —  b  —  ß  <  0, 

wenn  a;  sich  dem  Werte  1  nähert,  ist  durch  die  Formel1) 

F(a,  ß,  y,  x)  -  (1  -  xy-*-?ir(y  -  a,  y  -  ß,  y,  x)  (6) 

gegeben.  Da  letztere  Reihe  jetzt  für  x  =  1  konvergent  ist,  so  sehen 
wir,  daß  F(a,  ß,  y,  x)  wie  (1  —  xy~"~?  divergent  wird;  oder  genauer, 
für  Werte  von  X,  die  nahe  der  Einheit  sind,  haben  wir: 

Fi,,  ß, ,, *)  -  Hft^»^=5=a  (i  -  ,y~,.    (7) 

Für  den  Übergangsfall 
können  wir  die  Formel 

n?(«,  0,  ?,  *)  -  f  J(«  + 1,  ß  + 1,  r  + 1, *)         (8) 

benutzen,  welche  zusammen  mit  Gleichung  (6)  in  dem  angenommenen 
Falle 

^F(a,  ß,  ,,  x)-"-I(i  -„)-'. F(r  -  u,r - ß,  r  +  1,  X) 

-"-?  (1 -.)->•*■(«,  0,«  + 0  +  1,*)  19) 

gibt.  Der  letzte  Faktor  ist  für  a;  —  1  konvergent,  sodaß  F(«,  ß,  y,  x) 
wie  log  (1  —  x)  divergiert.  Genauer  ausgedrückt,  wir  haben  für  Werte 
von  x,  die  nahe  bei  dieser  Grenze  liegen, 

*(.,  0,  .  +  0,  «)  -  ^«T?^>  H  i4i-  <10> 

§  86.  Von  den  beiden  Reihen,  welche  in  dem  allgemeinen 
Ausdruck  (2)  des  §  84  für  die  einfache  Kugelfunktion  vorkommen, 
bricht  die  eretere  ab,  wenn  »  eine  gerade,  und  die  letztere,  wenn  n 
eine  ungerade  ganze  Zahl  ist.  Für  andere  Werte  von  n  sind  beide 
Reihen  absolut  konvergent,  wenn  fi  zwischen  +  1  liegt,  aber  da 
wir  in  jedem  Fall  y  —  a  —  ß  —  0  haben,  so  divergieren  sie  an  den 
Grenzen  (t  =  ±  1,  indem  sie  wie  log  (1  —  p')  unendlich  werden. 

Es  folgt,  daß  die  abbrechenden  Reihen,  die  den  ganzzahligen 
Werten  von  n  entsprechen,  die  einzigen  einfachen  Kugelfunktionen 
sind,  welche  auf  der  Einheitskugel  überall  endlieh  sind.     Wenn  wir 

1)  Forsjtb,  Differential  Eqimtions,  8.  Aufl.,  London  1603,  K»p.  VI. 
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die  Reihen  umkehren,  so  finden  wir,   daß  beide  Fälle  (n  gerade  und 
n  ungerade)  in  der  gemeinsame»  Formel1) 

..-(an-l)l    .       n(n-l)     _    , 


**.00-      i.2-8---n         [*"       ata«-!)1* 

»(«-l){n-2)(n-3)    .    4  | 

"•"  2-4-(8n  —  l)(2n  —  8)  ^  | 


(i) 

zusammengefaßt  sind,  wo  der  konstante  Faktor  so  gewählt  ist,  daß 
er  P%  (ft)  —  1  für  n  —  1  ergibt  *)  Die  Formel  kann  auch  folgender- 
maßen geschrieben  werden: 

•P.W-rä^-fr'-1)"-  (2) 

Die  Reibe  (1)  kann  auch  auf  andere  Weise  durch  Entwicklung  der 
Gleichung  (6)  des  §  82  erbalten  werden,  welche  in  dem  Falle  der 
einfachen  Kugelfunktion  folgende  Form  annimmt: 

S„-^"*'£i-  (3) 

Als  besondere  Fälle  von  Gleichung  (2)  haben  wir: 

p.w  - 1 

PM -i(3„'-i) 
AOO-Möe'-ä«). 

Von  verschiedenen  Autoren  ist  P„  durch  andere  Funktionen  von  6 
als  unabhängige  Variable  an  Stelle  von  /*  ausgedruckt  worden.  Wir 
haben  z.  B.: 

P.(TO.8)-l-^+a.m-^  +  ("~'>"!"t."f"  +  8>»mH"  — -(4) 


1)  Für  gerades  n  entspricht  dies  dem  Falle: 

jl_(_l)1.  .i^iife-jü  ,B_0i 

für  ungerades  n  hingegen  haben  wir: 

Siehe  Heine,  I.  c,  Bd.  I,  S.  12  und  147. 

2)  Die  Funktionen  P, ,  i', ,  ■  ■  ■ ,  P,  sind  von  Gl  Bisher  für  Werte  von  jx  mit 
dem  Intervall  0,01  tabuliert  worden  (Brit.  Am.  Report,  1879).  Eine  Tafel  der- 
selben Funktionen  für  jeden  Grad  des  Quadranten,  die  unter  der  Leitung  von 
Prof.  Pcrry  berechnet  wurde,  ist  in  dem  Phil,  Mag.  vom  Dezember  1891  ver- 
öffentlicht worden.  Beide  Tafeln  wurden  von  Byerly  abgedruckt,  welcher  auch 
graphisu he  Darstellungen  der  Funktionen  gibt.  Die  Werte  der  ersten  SO  einfachen 
Kugelfunküonen  in  Intervallen  von  6°  sind  kürzlich  von  Prod.  A.  Lodge  ver- 
öffentlicht worden;   Phil.  Trans.  (A),  203,  1904. 
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Dies  kann  ans  Gleichung  (2)  abgeleitet1)   oder  unabhängig  erhalten 
werden,  wenn  man  in  Gleichung  (1)  des  §  84 


setzt  and  durch  eine  Reihe  integriert. 

Die  Funktion  P,  (fi)  ist  zuerst  von  Legendre*)  in  die  AnalyBis 
eingeführt  worden,  und  zwar  als  Koeffizient  von  k"  in  der  Ent- 
wickeln ug  ron 


Der  Zusammenhang  mit  unserer  Darstellung  ist  folgender.  Wenn  <p 
das  Geachwindigkeitapotential  einer  Einheitsquelle  auf  der  «-Achse 
in  der  Entfernung  c  vom  Ursprungspunkte  ist,  so  haben  wir  nach 
Legendres  Definition  für  Werte  von  r,  die  kleiner  als  c  sind, 

4x<p  =  (<?-2(icr  +  r*)~i 

-  V  +  pi  ?  +  '■  "f  +  "  ■  (5) 

Jedes  Glied  dieser  Reihe  muß  einzeln  der  Gleichung  Aa>  =  0  genügen, 
und  deshalb  muß  der  Koeffizient  P„  eine  Lösung  der  Gleichung  (1)  des 
§  84  sein.  Da  das  so  definierte  P,  offenbar  für  alle  Werte  von  p 
endlich  ist  und  für  p  =  1  gleich  der  Einheit  wird,  so  muß  es  mit 
dem  Ausdruck  (1)  identisch  sein. 

Für  Werte  von  r,  die  größer  als  c  sind,  lautet  die  entsprechende 
Entwickelung: 

Wir  können  hieraus  Ausdrücke  ableiten,  welche  uns  spater  (§  98) 
nützlich  sein  werden,  nämlich  für  das  Geschwindigkeitspotential,  das 
von  einer  Doppelquelle  der  Stärke  1  herrührt,  welche  auf  der  x-Achse 
im  Abstand  c  vom  UrsprungBpankt  gelegen  ist,  und  deren  Achse 
vom  Ursprungspunkt  aus  gerichtet  ist.  Dies  ist  offenbar  gleich  '-, 
wo  (p  eine  der  beiden  obigen  Formen  hat;  daher  ist  das  gesuchte 
Potential  für  r  <  c 

-  h  (i  +  2Pi  i  +  3  p<  S  — )  (7) 

und  für  r  >  c 

ste?*"!  ;.+•••)■ 

1)  Murphy,  EUmentary  Prineipk»  of  thc  Theorits  of  Electrieity  etc.,  Cam- 
bridge 188S,  S.  7  (Thomson  und  Tait,  §  788). 

S)  „Snr  I'attraction  des  sph£roidea  homogenes",  Mim.  des  Savants  Strängen, 
Bd.  X,  1785. 
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Die  zweite  Lösung  der  Gleichung  (1)  des  §  84  in  dem  Falle, 
wo  «  eine  ganze  Zahl  ist,  kann  in  die  folgende  bündigere  Form 
gebracht  werden1): 

«,«-i-P.(c)log;^--Z.,  (») 

*.  - '"  7r  -P.-.  +  ,^j  '.-.  +  ■■■■  (io) 

Diese  Funktion  Q„(p)   wird  bisweilen  als  die  einfache  Kugelfunktion 
yßweikr  Ar?'  bezeichnet. 
Es  ist  also: 

aw-iiog{j:;,      «,w-Kv-i)iogj^-ic, 

QM-irlog'ill-l,     e,W-i(5(.,-3rtlogi±«-^+i. 

§  86.  Wenn  wir  die  Einschränkung  fallen  lassen,  daß  Sym- 
metrie um  die  x-Achse  herrschen  soll,  so  können  wir  annehmen,  daß 
iS„  in  eine  Reihe  von  Gliedern,  die  von  cos  sto  bzw.  sin  sro  abhängen, 
entwickelt  ist,  vorausgesetzt,  daß  es  eine  endliche  und  einwertige 
Funktion  von  a  ist.  Wenn  diese  Entwicklung  für  die  ganze  Kugel  gilt 
(d.  h.  von  a>  =  0  bia  m  —  2  je),  so  können  wir  ferner  (nach  dem  Fourier- 
schen  Satze)  annehmen,  daß  die  Werte  von  s  ganze  Zahlen  sind.  Die 
Differentialgleichung,  die  durch  je  ein  Glied  befriedigt  wird,  lautet: 

£|0-rt*)+{"<F+«-i^)*-°-      w 

Wenn  wir 

S.-(l -(.")*•« 
setzen,  so  nimmt  dies  die  Form 

(1-i-')0-2(«  +  l)/' £  +  (•-•)(•  +  «  + 1)«-0 

an,  welche  zur  Integration  durch  Reihen  geeignet  ist.     Wir  erhalten 
also: 

1)  Diei  ist  gleichwertig  mit  §  84  (4),  wenn 

^  »-<-"*"■.-.•'.'.*'<;=!; 

für  gerades  n,  und 

für  ungerades  «.    Siebe  Heine,  Bd.  t,  S.  141  und  147, 


,y  Google 
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(n_*_2Kn-«)(n 


+  - 


wo  der  Faktor  cos  sca   oder  sin  sm   für  den   Augenblick  ausgelassen 
ist.    In  der  hypergeometrischen  Schreibweise  lautet  dies: 
S„  =  (1  -  /*»)*•  { 4F(£*  -  *«,  i  -f-  *s  +  £n,  £,  ^ 

+  BjifCi  +  £s  -  i«,  1  +  i»  +  £»,  1,  m1)}.    (3) 
Diese  Ausdrücke  konvergieren,   wenn  /**<!;  aber  da   wir  in 
jedem  Fall  _     _  _ 

haben,  so  werden  die  Reiben  an  den  Grenzen  p  —  j;  1  wie  (1  —  p*)-' 
unendlich,  wenn  sie  nicht  abbrechen.1)  Die  erstere  Reihe  bricht  ab, 
wenn  n  —  s  geradzahlig,  nnd  die  letztere,  wenn  es  ungeradzahlig  ist. 
Wenn  wir  die  Reihen  umkehren,  können  wir  diese  beiden  endlichen 
Lösungen  durch  die  gemeinsame  Formel1) 

r-W-S->-=^Hü(l      **J      C  1.(1«- 1)       ** 


+  |.4-(**  — «(*»— 8)  M  |        W 

losdrücken.     Durch  Vergleich  mit  §  85  (1)  finden  wir,  daß 

f.'W-d-rt*-^-  (5) 

Daß  dies  eine   Lösung   der  Gleichung  (1)  ist,   kann  natürlich  unab- 
hängig gezeigt  werden. 

In  Potenzen  von  sin  l@  haben  wir: 


-2'(«-#)!»I8m('\1  1  ■(•+!) 


'.'M-iesÄHi-^  ^i-f^-Hö 


Dies  entspricht  der  Gleichung  (4)  des  §  85,  aus   der  es  leicht  her- 
geleitet werden  kann. 

1)  Lord  Rayleigb,  Thcory  of  Sound,  London  18TT,  %  888. 

2)  Ei  bestehen  große  Verschiedenheiten  der  Bezeichnung  in  Bezug  auf  diese 
«zugeordneten  Funktionen",  wie  man  lie  genannt  hat.  Die  im  Text  gewählte 
"i  Ton  F.  Naumann   Torgeschlagen    und   von  Whittaker,   S.  281,   angenommen 


google 
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Wenn  wir  unsere  Ergebnisse  zusammenfassen,  so  sehen  wir  ein, 
daß  eine  Kugelniichenfnnktion ,  welche  auf  der  Einheitskagel  überall 
endlich  ist,  notwendig  von  ganzzahliger  Ordnung  ist,  und  wenn  n  die 
Ordnung  bezeichnet,  sich  in  der  Form 

8,  =  4,P„  GO  +  ^  (4*  cos  S(°  +  B.  8m  sro) P»  W  (7) 

ansdrücken  läßt,  welche  2»  +  l  willkürliche  Konstante  enthält  Die 
Glieder,  welche  a  enthalten,  werden  als  „fesserofe"  härm oniniche  Funktionen 
bezeichnet,  mit  Ausnahme  der  beiden  letzten,  welche  durch  die  Formel 

(1  —  u.*)'"  {An  cos  na  +  Bn  Bin  nto) 

gegeben  eind  und  als  ,peMorieü(?1  harmonische  Funktionen  bezeichnet 
werden').  Die  Namen  rühren  von  der  Gestalt  der  Felder  her,  in 
welche  die  Einheitskugel  durch  die  Knotenlinien  Sn  ■■=  0  geteilt  wird. 

Die  Formel  für  die  tesserale  Funktion  von  der  Ordnung  s  kann 
auch  auf  andere  Weise  aus  dem  allgemeinen  Ausdruck  (6)  des  §  82 
erhalten  werden,  indem  man  n  —  s  von  den  n  Polen  der  Kugel- 
funktion in  dem  Funkte  6  —  0  der  Kugel  zusammenfallen  läßt  und 
die  übrigen  s  Pole  gleichmäßig  um  den  Äquator  0  «-  J-  %  verteilt. 

Die  übrige  Lösung  der  Gleichung  (1)  kann,  falls  n  eine  ganze 
Zahl  ist,  in  die  Form 

Sn  —  (Ä,  cos  so  +  B,  sin  so)  ft/0*)  (8) 

gebracht  werden,  wo1) 

v  w  -(i  -(>■)*■  '$">■  w 

Dies  wird  bisweilen  als  eine  tesserale  Funktion  „ewetter  Art'  be- 
zeichnet 

§  87.    Zwei  Kugelflächenfunktionen  S  und  S'  heißen  ,firthogonal", 

fsS'dm-0,  (1) 

wo  dw  ein  Element  der  Oberfläche  auf  der  Einheitskugel  ist,  und 
die  Integration  über  diese  Kugel  erstreckt  wird. 

Es  kann  gezeigt  werden,  daß  zwei  beliebige  Kugelnächenfunk- 
tionen verschiedener  Ordnung,  welche  auf  der  Einheitskugel  endlich 
sind,  orthogonal  sind,  und  ferner,  daß  die  2«  +  1  Funktionen  einer 
gegebenen  Ordnung  n  von  dem    zonalen,   tesseralen  und  sektoriellen 


SS» 


1)  Die  Vorsilbe  „sphärisch1-  ist  stillschweigend  einbegriffen;  sie  wird  der 
Kürze  halber  oft  weggelassen. 

2)  Eine  Tafel  der  Funktionen   Qn(p)  und  Qn'<ß)  für  verschiedene  Werte 
von  n  and  s  bat  Brjan  gegeben:  Proc.  Camb.  Phil.  Soc.,  6,  S,  297, 
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Typus,  wie  eie  in  den  §§  85  und  86  behandelt  wurden,  gegenseitig 
orthogonal  sind.    Es  wird  sich  späterhin  ergeben,  daß  die  Eigenschaft 
der  Orthogonalität  von  großer  Wichtigkeit  bei  den  physikalischen  An- 
wendungen dieser  Theorie  ist. 
Da 

dm  —  sin  8868(0  — —  £><*©, 

so  haben  wir  als  spezielle  Fälle  dieses  Satzes: 

/-P.W^C-O,  (2) 

fp.M-PMdp-O,  (3) 

und 

/*VM  •*.•«"»*-<>,  (4) 

voran  «gesetzt,  daß  m  und  n  ungleich  sind. 
Für  m  -=  n  kann  gezeigt  werden '),  daß 

/('.Ml'*!— H-+-I.  (5) 


ß 


'.■WI'fc-SESr.Vr  («) 


§  88.  Wir  wollen  noch  auf  den  Satz  hinweisen,  daß  eine  will- 
kürliche Funktion  f(ji,  w)  der  Lage  eines  Punktes  auf  der  Einheits- 
kugel in  eine  Reibe  von  Kugelflächenfunktionen  entwickelt  werden 
kann,  wobei  n  in  Gleichung  (7)  des  §  86  alle  ganzzahligen  Werte  von 
0  bis  oo  erhält  Die  Formeln  (5)  und  (6)  dienen  dazu,  die  Koeffi- 
zienten dieser  Entwicklung  zu  bestimmen. 

Wenn  Symmetrie  um  eine  Achse  herrscht,  nimmt  der  Satz 
folgende  Form  an: 

/•&.)  -  o,  +  o,P,  W  +  qp,  «  +  ■••  +  c.p.  w  +  ■•■  ■    (7> 

Wenn  wir  beide  Seiten   mit  Pn  (jt)  dp    multiplizieren   und   zwischen 
den  Grenzen  —  1  und  +  1  integrieren,  so  finden  wir 


■iffWdn, 


1)  Ferrers,  S.  86;  Whittaker,  S.  308  und  282. 
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und  allgemein 


lffV>P.V>i+ 


(9) 


In  Betreff  des  mathematischen  Beweises  dieses  Satzes  muß  man 
die  speziellen  Lehrbücher  nachschlagen1);  die  physikalischen  Gründe 
Für  die  Annahme  der  Möglichkeit  dieser  und  ähnlicher  Entwickelangen 
werden  sich  gelegentlich  im  Zusammenhange  mit  verschiedenen  Pro- 
blemen ergeben. 

$  89.  Lösungen  der  Gleichung  Ae?  —  0  können  ferner  auf  die 
gewöhnliche  Methode  erhalten  werden,  nach  der  man  lineare  Glei- 
chungen mit  konstanten  Koeffizienten  behandelt.1)  So  wird  nämlich 
die  Gleichung  durch 

oder  allgemeiner  durch 

tp  =  f(ax  +  ßy  +  y*) 
befriedigt,  vorausgesetzt,  daß 

«■  +  fP  +  r*  -  o. 

Z.  B.  können  wir  schreiben: 


(i) 

(2) 


y  =•  i  sin  ■&  ) 

x  =  1 

3  _  i  cosh  u 

■'  —  sinh  u 


(3) 


w 


Es  kann  gezeigt  werden8),  daß  die  allgemeinste  mögliche  Lösung  durch 
Superposition  von  Losungen  der  Form  (1)  erhalten  werden  kann. 

Gebrauchen  wir  Gleichung  (3)   und  führen  Zylinder-Koordinaten 
x,  O,  w  ein,  wo 

y  =  ED  cos  a  ) 


z  —  m  sin  o 


(B) 


so  bilden  wir  eine  Lösung,  welche  in  Bezug  auf  die  x-  Achse   sym- 
metrisch ist,  wenn  wir 


r-hfn* 


iüi  coa(#  —  o)}d# 


1)  Betreffe  der  neueren  Untersuchungen  über  diese  Frage  s.  W&ngerin,  J.  c 

2)  Foreyth,  S.  444. 

3)  Whittaker,  Month.  Not.  X.  Ast.  Soe.t  62,  1902. 
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setzen.  Denn  da  die  Integration  über  einen  ganzen  Umfang  zu  er- 
strecken ist,  ist  es  gleichgültig,  wo  die  Anfangsrichtung  des  Winkels  fr 
liegt,  und  die  Formel  kann  deshalb  folgendermaßen  geschrieben 
werden  *) : 


*--/' 


f(x  +  »EJ  cos  *)  rffr  =  ~  j f(x  +  iE!  cob  fr)  dfr.       (6) 


Dies  ist  bemerkenswert,  indem  der  Wert  von  ip  im  Falle  der 
Symmetrie  um  die  x- Achse  durch  seine  Werte  f(x)  in  den  Punkten 
dieser  Achse  ausgedrückt  wird.1)  Es  kann  Übrigens  vermittels  des 
Satzes  in  §  38  gezeigt  werden,  daß  die  Form  von  tp  in  einem  solchen 
Falle  durch  die  Werte  auf  einer  endlichen  Strecke  dieser  Achse  völlig 
bestimmt  ist.8) 

Als  spezielle  Fälle  haben  wir  die  Funktionen 

i  /  {x  +  iü  cos  fr)" dfr,      ~  f  (x  +  im  cos  fr)-'-ldfr, 

wo  angenommen  ist,  daß  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Da  diese  Ausdrücke 
auf  der  Einheitskugel  endliche,  räumliche  Kugelfunktionen  sind,  und 
da  sie  für  ö)  —  0  sich  auf  r"  and  r~'~ l  reduzieren,  so  müssen  sie  mit 
Pn(ji)r*  bzw.  P%(ii)r~ *~ *  gleichwertig  sein.  Wir  erhalten  also  die 
Formeln: 

li  -(-  i']/(l  —  y?)  cos*}"tf#,  (7) 


'•W-i-Jl 


*  »      |ji+»V(l— (t'JCOS*) 

die  ursprünglich  von  Laplace4)  bzw.  Jacobi6)  stammen. 

§  90.  Als  eine  erste  Anwendung  dieser  Theorie  wollen  wir  an- 
nehmen, daß  willkürlich  verteilte  impulsive  Drucke  auf  die  Oberfläche 
einer  kugelförmigen  Flüssigkeitsmasse  wirken,  welche  ursprünglich  in 
Buhe  ist.  Das  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  als  wenn  wir  willkürliche 
Werte  von  <p  auf  der  Oberfläche  vorschreiben;  seine  Werte  im  Innern 
sind  dann  nach  §  40  bestimmt.  Um  diese  zu  finden,  wollen  wir  an- 
nehmen, daß   die  für  die   Oberfläche  gegebenen  Werte  nach  dem  in 

1)  Whittaker,  Modern  Analysis,  Kap.  XIII. 

2)  Whittaker,  3.  321. 

5)  Thomson  und  Tait,  §  4U8. 
4)  Mic.  CW.,  11.  Buch,  Kap.  IL 

6)  Cretk»  J<y*rn.,  26,  1843.    (Get.  Werke,  Berlin  1881,  ....  Bd.  VI,  S.  118). 
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§  88  angeführten  Satze  durch  eine  Reihe  von  Kugelflädienfunktionen 
ganzzahliger  Ordnung  gegeben  sind,  somit 

V.-  *o  +  ^  +  8,  +  ■  •  ■  +  «,  +  ■  ■  •  •  (1) 

Der  gesachte  Ausdruck  ist  dann 

t,  -  S,  +  }  St  +  J  S,  +  •  •  ■  +  J  S.  +  ■  •  -,  (2) 

denn  dieser  erfüllt  die  Gleichung  Aip  —  0  and  nimmt  die  vorge- 
schriebene Form  (1)  an,  wenn  r  =  a,  nämlich  gleich  dem  Radios 
der  Kugel  ist. 

Die  entsprechende  Lösung  für  den  Fall  vorgeschriebener  Werte 
von  <p  anf  der  Oberfläche  einer  sphärischen  Höhlung,  die  sich  in  einer 
unbegrenzten,  ursprünglich  ruhenden  Flüssigkeit  befindet,  ist  offenbar 

<P  ~  T  S°  +  i*  Si  +  r  •  S»  +  ' '  ■  +  7TT  S-  +  ■ '  ■  ■  (3) 

Vereinigen  wir  diese  beiden  Resultate,  so  erhalten  wir  den  Fall 
einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,  deren  Zusammenhang  durch  eine  un- 
endlich dünne  leere  Schicht  von  Kugelform  unterbrochen  ist,  inner- 
halb deren  ein  willkürlicher  impulsiver  Druck  wirkt  Die  Werte  (2) 
und  (3)  von  91  sind  natürlich  an  der  Fläche  stetig,  aber  die  Werte 
der  Kormalkomponente  der  Geschwindigkeit  sind  unstetig;  wir  haben 
nämlich  für  den  inneren  Raum: 

und  für  den  äußeren  Raum: 


!?—  2(-  +  l)v 


Die  Bewegung,  gleichviel  ob  innerhalb  oder  außerhalb,  ist  des- 
halb so  beschaffen,  als  wenn  sie  von  einer  Verteilung  einfacher 
Quellen  mit  der  OberfJachendichte 


2c- 


2«  +  l)-^  (4) 

auf  der  Kugel  herrührte;  siehe  §  58. 

§  93.  Wir  wollen  zweitens  annehmen,  daß  anstatt  des  impulsiven 
Druckes  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  auf  der  Kugel 
vorgeschrieben  ist,  somit: 

!f_S,  +  S,+...  +  S.  +  ---,  (1) 

wo  das  Glied  nullter  Ordnung  notwendig  fehlt,  da 

?  diu  -  0  (2) 

wegen  der  Konstanz  des  Volumens  der  eingeschlossenen  Flüssigkeit. 

6  D,;l        kX.<  * 
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Der  Wert  von  tp  für  den  inneren  Raum  besitzt  die  Form: 

y  -AirSt  +  A,^  +  •  •  ■  +  Anr"Sn  +...,  (3) 

denn  dies  ist  endlich  und  stetig,  erfüllt  die  Gleichung  Aip  =  0,  und 
die  Konstanten  können  so  bestimmt  werden,  daß  -—  den  gegebenen 
Wert  (1)  auf  der  Oberfläche  annimmt;  wir  haben  nämlich: 

nAma"~1  =  1. 
Die  gesuchte  Lösung  ist  deshalb: 

Die  entsprechende  Lösung  für  den  äußeren  Raum  wird  in  gleicher 
Weise  gefunden,  nämlich: 

v  ~  -  "2iTi  £* s*  <6> 

Die  beiden  Lösungen  zusammen  geben  die  Bewegung  in  einer 
anbegrenzten  Flüssigkeit,  welche  durch  eine  dünne  kugelförmige 
Membran  in  zwei  Teile  geteilt  ist,  wenn  eine  vorgeschriebene  Normal- 
geschwindigkeit jedem  Punkte  der  Membran  zugeteilt  wird,  welche 
jedoch  der  Bedingung  (2)  unterliegt. 

Der  Wert  Ton  tp  geht  von  a^  — -  auf  —  a  J^  jTXi  ^')er»  weim 
wir  die  Membran  kreuzen,  sodaß  die  tangentiale  Komponente  jetzt 
unstetig  ist.  Die  Bewegung  innen  und  außen  ist  so  beschaffen,  als 
wenn  sie  von  einer  Doppelschicht  der  Dichte: 

herrührte;  vergl.  §  58. 

Die  kinetische  Energie  der  inneren  Flüssigkeit  ist  durch  die 
Formel  (4)  des  §  44  gegeben,  nämlich: 

wo  die  Teile  des  Integrals,  welche  Produkte  von  Kugelflächenfunk- 
tionen verschiedener  Ordnungen  enthalten,  infolge  der  Orthogonalität 
(§  87)  verschwinden. 

Für  die  äußere  Flüssigkeit  haben  wir 

§  92,  Ein  besonderer,  aber  sehr  wichtiger  Fall  des  Problems 
des  vorangehenden  Paragraphen  ist  derjenige  der  Bewegung  einer 
festen  Kugel  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,  welche  im  Unend- 
lichen ruht.    Wenn  wir  den  Koordinatenanfangspunkt  im  Zentrum  der 
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Engel  and  die  z- Achse  in  der  Bewegungsnchtung  annehmen,  so  ist 
die  Normal  komponente  der  Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche: 

—  =  t  cos  8, 

wo  U  die  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  ist.  Daher  sind  die 
Bedingungen  für  die  Bestimmung  von  <p  folgende: 

1.  Es  muß  fiberall  A<p  =  0  sein. 

2.  Die  Ableitungen  von  ip  nach  den  Koordinaten  müssen  im  Un- 
endlichen verschwinden. 

3.  An  der  Oberfläche  der  Kngel  (r  =  a)  soll 

-**-Ueo*8  (1) 

sein.  Dies  weist  sogleich  auf  die  einfache  Kugelfunktion  der  ersten 
Ordnung  hin;  wir  nehmen  darum  an,  daß 

.31  .  cos» 

Die  Bedingung  (1)  gibt 

-'4-v, 

und  die  gesuchte  Lösung  lautet  folgendermaßen1): 

V  =  £tf£eosft.  (2) 

Aus  dem  Vergleich  mit  §  56  (4)  ergibt  sich,  daß  die  Flflasigkeits- 
bewegung  die  nämliche  ist,  die  von  einer  Doppelquelle  der  Stärke 
2nUa*  hervorgebracht  würde,  die  im  Mittelpunkt  der  Kugel  hegt 
Bezüglich  der  Formen  der  Stromlinien  siehe  die  Figur  in  §  96. 

Um  die  Energie  der  Flüssigkeitebewegung  zu  finden,  haben  wir: 

2T p /7V§*dS  =  |eai7,/cos»fl-2ffasin0ad0 

-  \x9alü*  =  M'TP,  (3) 

wenn  M'  —  fapa*.  Es  ergibt  sich  gerade  wie  in  §  68,  daß  die 
Wirkung  des  Fltlssigkeitsdruckes  lediglich  eine  Vermehrung  der  Träg- 
heit des  festen  Körpers  bedingt,  wobei  die  Zunahme  jetzt  gleich  der 
halben  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit  ist.*) 

1)  Stokes,  „Od  Borne  cases  of  Fluid  Motion",  Camb.  Trans.,  8,  1.8*3 
{Math,  and  Phys.  Papers  I,  S.  17). 

Dirichlet,  „Über  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einem  inkorapreombela 
nassigen  Medium",  Berl.  Monatiber.  1862  {Werke,  Berlin  1880—97,  Bd.  U,  8.  116). 

2)  Stokes,  l.  c.  Das  Ergebnis  war  schon  auf  andere  Weise  von  Green  unter 
der  Annahme  unendlich  kleiner  Geschwindigkeiten  erhalten  worden:  „On  the 
Vibration  of  Pendulnms  in  Fluid  Media",  Edinb.  Trans.  1883  {Math.  Paper»,  8. 316). 
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Im  Falle  geradliniger  Bewegung  der  Kugel,  und  falls  keine 
äußeren  Kräfte  auf  die  Flüssigkeit  wirken,  ist  der  resultierende  Druck 
deich  einer  Kraft  ,,, 

-*'§  W 

in  der  Bewegungen chtung;  er  verschwindet  also,  wenn  U  konstant  ist. 
Wenn  daher  die  Kugel  in  Bewegung  gesetzt  und  sich  selbst  über- 
lassen wird,  so  wird  sie  beständig  in  gerader  Linie  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  fortschreiten. 

Das  Verhalten  eines  Körpers,  der  sich  in  einer  wirklichen  Flüssig- 
keit bewegt,  ist  natürlich  ganz  anders;  es  ist  nötig,  daß  bestündig 
eine  Kraft  wirkt,  um  die  Bewegung  zu  erhalten,  und  wenn  diese 
nicht  vorhanden  ist,  kommt  der  Körper  allmählich  zur  Ruhe.  Es 
maß  jedoch  zu  diesem  Vergleiche  bemerkt  werden,  daß  in  einer  voll- 
kommenen Flüssigkeit  überhaupt  keine  Dissipation  der  Energie  statt- 
findet, und  daß  ferner,  wenn  die  Flüssigkeit  inkompressibel  ist,  der 
bäte  Körper  seine  kinetische  Energie  nicht  durch  Übertragung  auf 
die  Flüssigkeit  verlieren  kann,  da  die  Flüssigkeitsbewegung,  wie  wir 
in  Kap.  III  gesehen  haben,  völlig  durch  die  Bewegung  des  Körpers 
bestimmt  ist  und  deshalb  zugleich  mit  ihr  aufhört. 

Wenn  wir  die  vorstehenden  Ergebnisse  durch  direkte  Rechnung 
aus  der  Formel 

*—'Ji-i*  +  W  (5) 

erhalten  wollen,  so  müssen  wir  uns  erinnern,  daß,  wie  in  §  68,  der 
Ursprnngspunkt  sich  in  Bewegung  befindet,  und  daß  die  Werte  von  r 
und  0  für  einen  bestimmten  Funkt  des  Raumes  deshalb  mit  der  Ge- 
schwindigkeit —  U  cos  $  bzw.  —  sin  0  wachsen.  Auf  diese  Weise  finden 
wir  für  r  -=  a: 

2-  =  \a  *J  cos  6  +  AfT»  cos  2  8  -  {JP  +  F(t).  (6) 

Die  letzten  drei  Glieder  sind  für  Flächenelemente  in  den  Lagen  6  und 
x  — 0  die  gleichen;  darum  werden  für  konstantes  U  die  Drucke  auf 
die  verschiedenen  Elemente  der  vorderen  Halbkugel  durch  gleiche 
Drucke  auf  die  entsprechenden  Elemente  der  hinteren  Halbkugel 
ausgeglichen.  Aber  wenn  die  Bewegung  der  Kugel  beschleunigt 
wird,  findet  eine  Vermehrung  des  Druckes  an  der  vorderen,  nnd  eine 
Verminderung  an  der  hinteren  Halbkugel  statt.  Das  umgekehrte  gilt, 
wenn  die  Bewegung  verzögert  ist.  Die  resultierende  Wirkung  in  der 
Bewegungsrichtung  ist 

—  /  2xa  sin  6  ■  ad$  -p  cos  6  =  —  -§-wpa3  -r--, 
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§  03.  Dasselbe  Verfahren  kann  angewendet  werden,  um  die 
Bewegung  zu  finden,  die  in  einer  Flüssigkeit  erzeugt  wird,  welche 
zwischen  einer  starren  Engel  und  einer  festen  konzentrischen  Kugel- 
fiache  eingeschlossen  ist,  wenn  die  Engel  sich  mit  einer  gegebenen 
Geschwindigkeit  Ü  bewegt. 

Wenn  das  Zentrum  der  Eugel  als  Eoordinatenanfangspunkt  ge- 
nommen wird,  so  ist  klar,  daß  räumliche  Eugelfonktionen  sowohl  von 
positivem  wie  von  negativem  Grade  Torkommen  können,  da  der  von 
Flüssigkeit  erfüllte  Raum  sowohl  innen  wie  außen  begrenzt  ist;  beide 
Arten  sind  in  der  Tat  nötig,  um  die  Grenzbedingungen  zn  erfüllen, 
welche  . 

_^  =  fJcosÖ 

für  r  =  a,  gleich  dem  Radius  der  Engel,  und 

3r-° 
für  r  —  b,  gleich  dem  Radius  der  äußeren  Grenzfläche,  lauten,  wo  die 
a;- Achse  wie  vorher  in  der  Bewegnngsrichtung  liegen  soll. 
Wir  nehmen  deshalb  an,  daß 

<f>  -  (Ar  +  ^)  cos  ß;  (1) 

dann  geben  die  fraglichen  Bedingungen: 

folglich: 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  ist  durch 
2T--t>ff<pd£d8 
gegeben,  wo  die  Integration  Über  die  innere  Eugelfläche  zn  erstrecken 
ist,  da  an  der  äußeren  J£  =  0  ist.    Wir  finden  also : 

Es  folgt,  daß  die  scheinbare  Vermehrung  der  Trägheit  der  Eugel  jetzt1) 

1)  StokM,  l.  c,  S.  HS. 
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ist.  Wenn  J>  von  oo  big  a  abnimmt,  wächst  dies  stetig  von  Qxpa3 
bis  zu  co,  in  Übereinstimmung  mit  Lord  Kelvins  Minirmrms&tz  (§  45). 
Mit  anderen  Worten:  die  Einführung  einer  starren  kugelförmigen 
Scheidewand  in  das  Problem  des  §  92  wirkt  wie  eine  erzwungene  Ver- 
mehrung der  kinetischen  Energie  für  irgend  eine  beliebige  Geschwindig- 
keit der  Engel,  und  somit  dem  Wesen  nach  wie  eine  Vennehrung  der 
Trägheit  des  Systems. 

§  94.  In  allen  Fällen,  wo  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in 
•einer  Reihe  von  Ebenen  stattfindet,  die  durch  dieselbe  Linie  gehen, 
und  in  jeder  solchen  Ebene  die  gleiche  ist,  existiert  eine  Strom- 
funkticm,  die  in  einigen  ihrer  Eigenschaften  der  zweidimensionalen 
Stromfunktion  des  vorigen  Kapitels  entspricht  Wenn  wir  in  irgend 
einer  Ebene,  die  durch  die  Symmetrieachse  geht,  zwei  Punkte  A  nnd  P 
nehmen,  von  denen  A  willkürlich,  aber  fest,  P  hingegen  variabel  ist, 
und  die  Ringfläche  betrachten,  welche  von  der  Linie  AP  erzeugt 
wird,  so  ist  klar,  daß  der  Fluß  durch  diese  Flache  eine  Funktion 
der  Lage  von  P  ist.  Bezeichnen  wir  diese  Funktion  mit  2jt^,  und 
nehmen  wir  die  z-Achae  als  Symmetrieachse,  so  können  wir  sagen, 
daß  <p  eine  Funktion  von  x  nnd  W  ist,  wo  x  die  Abszisse  von  P, 
und  S  =  Yy*  +  z*  dessen  Abstand  von  der  Achse  ist.  Die  Kurven 
$  —  konst.  sind  offenbar  Stromlinien. 

Wenn  P  ein  Punkt  in  unendlicher  Nahe  von  P  auf  einer  Meridian- 
•ebene  ist,  so  folgt  ans  der  obigen  Definition,  daß  die  Komponente  der 
•Geschwindigkeit  senkrecht  zu  PP  gleich 


ist.     Wenn  wir  also   PP'  erstens  parallel    zu  13    und   dann   parallel 
zu  x  nehmen,  so  ist: 


1  3* 


(1) 


wo  14  und  v  die  Geschwindigkeitskomponenten  in  den  Richtungen 
Ton  x  bzw.  ST  sind,  und  die  Festsetzung  des  Vorzeichens  analog  der- 
jenigen des  §  59  geschehen  ist 

Die  kinematischen  Beziehungen  können  wiederum  aus  der  Form 
geschlossen  werden,  welche  die  Kontinuitätsgleichung  in  dem  vor- 
hegenden Falle  annimmt.  Wenn  wir  zum  Ausdruck  bringen  wollen, 
■daß  der  gesamte  Fluß  in  den  ringförmigen  Raum,  der  durch  die 
Umdrehung  eines  rechtwinkligen  Flächenelementes  SxSSi  erzeugt  wird, 
•0  ist,  so  finden  wir: 

Limb,  HjdiodjTiiinlk  10  "" 
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~  («  ■  2xWäm)öx  +  ^j  («  ■  2xWix)Sw  —  0, 
oder 

was  zeigt,  daß 

STv-  da:—  Ssu-  dtö 

ein  vollständiges  Differential  ist.     Bezeichnen  wir  dies  durch  <fy,  öo 
erhalten  wir  die  Gleichungen  (l).1) 

Eis  hierher  wurde  nicht  angenommen,  daß  die  Bewegung  wirbel- 
los sei;  die  Bedingung,  daß  sie  es  ist,  würde  so  lauten: 

fi-fs-o. 

was  zu  der  Gleichung 

g&  +  w      »  dB  ■  u  w 

fahrt.      Die    Differentialgleichung    for   9    ergibt    sich,    wenn    man 
schreibt: 


3o' 


Btb' 


im-0  » 

Hieraus  geht  hervor,  daß  die  Funktionen  tp  und  ty  jetat  nicht  (wie 
sie  es  in  §  62  waren)  vertauBchbar  sind.  Sie  haben  sogar  verschiedene 
Dimensionen. 

Die  kinetische  Energie  einer  Flüssigkeit,  die  in  einem  von  Um- 
drehnngsnächen  um  die  Achse  begrenzten  Räume  enthalten  ist, 
wird  durch 


2xSfds\ 


2:*ß  /  tpd-tp 


gegeben,  wo  ds  ein  Element  des  Querschnittes  ist,  den  eine  Meridian 

1)  Die  Stro Infunktion  für  den  Fall,  daß  Symmetrie  um  eine  Achse  herrscht, 
wurde  auf  diese  Weise  von  Stokes  eingeführt:  ,,0n  tbe  Steady  Motion  of  Incom- 
pressible  Fluids",  Camb.  Trans.,  7,  1842  {Math,  and  Phys.  Paptn  I,  S.  I).  Die 
analytische  Theorie  ist  sehr  ausführlich  von  Simpson  behandelt  worden :  „On 
Stokes'  Current-Function",  Phil.  Tränt.  (A),  183,  1891. 
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ebene  mit  den  Grenzflächen  bildet,  und  die  Integration  sich  über  die 
verschiedenen  Teile  des  Querschnittes  in  den  passenden  Richtungen 
erstreckt    Vergl.  Gleichung  (2)  des  §  61. 

§  96.  Das  Geschwindigkeitspotential,  das  von  einer  punkt- 
förmigen Quelle  im  Ursprungspunkt  herrührt,  hat  die  Form 

•P-T-  » 

Der  Floß  durch  irgend  eine  geschlossene  Kurve  ist  in  diesem  Falle 
dem  räumlichen  Gesichtswinkel  gleich,  unter  welchem  die  Kurve  im 
Ursprungspunkt  erscheint.  Für  einen  Kreis,  dessen  Achse  öx  ist,  and 
dessen  Radius  unter  einem  Winkel  8  in  0  erscheint,  haben  wir  somit 
unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens 

2xf 2b(1  —  cosÖ). 

Lassen  wir  das  konstante  Glied  weg,  so  haben  wir: 

♦-T-S-  <2> 

Die  Lösungen,  welche  einer  Anzahl  einfacher,  in  verschiedenen 
Punkten  der  x  Achse  gelegener  Quellen  entsprechen,  können  offenbar 
superpom'ert  werden;  da  also  für  eine  Doppelquelle 

d    1        cosfl  ,„. 

V  =  -^V ■""?-'  W 
so  haben  wir: 

♦— S--S-- *?■  w 

Und  allgemein  entspricht  der  einfachen  Kugelfunktion  vom  Grade 
-  n  -  1,  d.  h. 

die  Lösung1) 

Eine  allgemeinere  Formel,  die  sich  auf  Eugelfunktionen  be- 
liebigen Grades,  ganzzahlig  oder  nicht,  bezieht,  wird  folgender- 
maßen erhalten.  Gebrauchen  wir  Polarkoordinaten  r,  6,  so  werden  die 
Geschwindigkeitakomponenten  längs  r  und  senkrecht  zu  r  in  der 
Meridianebene  gefunden,  wenn  man  das  Linienelement  PP'  des  §  94 
nacheinander  mit  rdO  bzw.  ör  zusammenfallen  läßt;  sie  lauten  nämlich: 


dy 


0) 


1)  Stefan,  „Über  die  Kraftlinien  eines  um  eine  Achse  symmetrischen  Feldes" 
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Daher  haben  wir  im  Falle  wirbelfreier  Bewegung: 

sin«09  —  r  Sr'      dr  ~       BlaaSd'  W 

Wenn  daher 

9>  -  fS„  (9) 

wo  Sn  eine  einfache  Kugelfunktion  von  der  Ordnung  n  ist,  so  haben 
wir,  falls  wir  (L  =-  cos  6  setzen, 


dp  _ 

—  nt" 

V) 

He  letztere 

Gleichung  gibt: 

*-ii-,'"*'(i-c')^,  (10) 

was  notwendig  auch  der  ersteren  genügen  muß;  dies  läßt  sich  mit 
Hilfe  von  Gleichung  (1)  des  §  84  leicht  nachweisen. 

Wir  haben  also  im  Falle  der  einfachen  Kugelfunktion  Pn  als 
entsprechende  Werte: 

•-.ii^a-rtSJ  (11) 

und 

wo  die  letzteren  Ausdrücke  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  äquivalent 
sein  mfisBen.  Ähnliche  Beziehungen  gelten  natürlich  auch  hinsichtlich 
der  einfachen  Kugelfunktion  zweiter  Art,  QH. 

%  96.  Wir  sahen  in  §  92,  daß  man  sich  die  Bewegung,  die  von 
einer  festen  Kugel  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  erzeugt  wird, 
durch  eine  Doppelquelle  im  Zentrum  hervorgebracht  denken  kann. 
Vergleichen  wir  die  dort  gegebenen  Formeln  mit  der  Gleichung  (4) 
des  §  95,  so  folgt,  daß  die  Stromfunktion,  die  von  der  Kugel  herrührt, 

$ \ü--nn'8  (1) 

lautet. 

Die  Formen  der  Stromlinien,  welche  einer  Anzahl  äquidistanter 
Werte  von  i>  entsprechen,  sind  in  der  folgenden  Figur  gezeichnet. 
Die  relativen  Stromlinien  in  Bezug  auf  die  Kugel  werden  in  der  Figur 
am  Ende  des  Kap.  VII  dargestellt. 

DigmzedDy      >  ^ 


Stromlinien  einer  Kugel. 
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Die  Stromfunktion  wiederum,  welche  von  zwei  Doppelquellen 
herrührt,  die  ihre  Achsen  in  entgegengesetzter  Richtung  längs  der 
x-Achse  haben,  hat  die 
Form 

_,       in'      Ba*    ™ 


wo  r,  und  r ä  die  Entfer- 
nungen des  betreffenden 
Punktes  von  den  beiden 
Quellen  Px  und  Ps  be- 
zeichnen. An  den  Strom- 
linien *>  — 0  haben  wir 
entweder  55  —  0  oder 


i-m 


Letztere  Gleichung  defi- 
niert eine  Kugel,  bezüg- 
lich deren  Pt  und  Pt 
harmonische  Pole  sind. 
Wenn  0  der  Mittelpunkt 
dieser  Kugel  und  a  ihr 
Radius  ist,  so  rinden  wir: 

B        «•        OJ>,'  W 

Diese  Kugel  kann  als  eine  feste  Grenze  der  Flüssigkeit  auf  jeder 
Seite  genommen  werden,  und  wir  erhalten  hierdurch  die  Bewegung, 
die  von  einer  Doppelquelle  (oder  von  einer  unendlich  kleinen  Kugel, 
die  eich  längs  Ox  bewegt)  in  Gegenwart  einer  festen  kugelförmigen 
Begrenzung  herrührt.  Die  Störung  der  Stromlinien  an  der  festen 
Kugel  ist  so,  als  wenn  sie  von  einer  Doppelquelle  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  herrührte,  die  sich  in  dem  betreffenden  har- 
monischen Punkte  befindet,  wobei  das  Verhältnis  der  Stärken  durch 
Gleichung  (3)  gegeben  ist.1)  Die  gedachte  Doppelquelle  kann  als  das 
JfBüd"  der  ursprünglichen  angesehen  werden. 

§  97.     Rankine*)  hat   eine    ähnliche   Methode  wie   in  §  71   ge- 
hraucht, am  Formen  von  Umdrehungskörpern  aufzufinden,  welche  bei 


1)  Dieses  Resultat  «tammt  von  Stokes:  „Od  the  Resistance  of  a  Fluid  to  two 
Oscillating  Speeres",  -Bris.  Aas.  Report,  18*7  {Math,  and  Phys.  Papers  I,  8.  280). 

S)  „Od  the  Mathematical  Theory  of  Stream  -Lines,  especially  thoie  with 
Four  Foci  and  upwards",  Phii.  Tränt.,  1671,  S.  267. 
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Bewegung  parallel  za  ihren  Achsen  in  der  umgebenden  Flüssigkeit 
eine  behebige  Art  wirbelfreier  Bewegung  erzengen  würden,  die  den 
Bedingungen  der  Symmetrie  unterliegt. 

Ist  U  die  Geschwindigkeit  des  festen  Körpers,  und  bezeichnet  äs 
ein  Element  des  Meridians,  so  ist  die  Normalkomponente  der  Ge- 
schwindigkeit in  einem  Punkte  der  Oberfläche  U '•*-,  nnd  diejenige 
der  berührenden  Flüssigkeit  wird  durch 


gegeben.  Setzen  wir  diese  Werte  einander  gleich  und  integrieren 
wir  längs  des  Meridians,  so  haben  wir: 

0 \JJ®*  +  konst.  (1) 

Wenn  wir  hier  einen  beliebigen  Wert  von  if>  einsetzen,  welcher  der 
Gleichung  (3)  des  §  94  genügt,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der 
Meridiankurven  einer  Reihe  von  festen  Körpern,  deren  jeder  bei  seiner 
Bewegung  parallel  zur  x-Achse  das  gegebene  System  der  Stromlinien 
erzeugen  würde. 

Auf  diese  Weise  können  wir  leicht  die  eben  erhaltene  Lösung 
für  die  Kugel  bestätigen;  wenn  wir  nämlich 

setzen,  so  finden  wir,  daß  Gleichung  (1)  für  r  —  a  erfüllt  ist,  voraus- 
gesetzt, daß 

A  =  -  \Ua\  (3) 

was  mit  der  Gleichung  (1)  des  §  96  Übereinstimmt. 

§  98.  Die  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  die  von  zwei  Kugel- 
flächen  begrenzt  wird,  kann  in  gewissen  Fällen  durch  allmähliche 
Annäherungen  gefunden  werden.  Für  zwei  starre  Kugeln,  welche  sich 
in  ihrer  Zentralen  bewegen,  wird  die  Lösung  durch  den  Satz  wesent- 
lich erleichtert,  der  am  Ende  von  §  96  über  das  Bild  einer  Doppel- 
quelle in  einer  festen  Kugel  aufgestellt  wurde. 

Es  seien  a  und  6  die  Radien  und  c  der  Abstand  der  Mittel- 
punkte A  und  B.  Es  sei  U  die  Geschwindigkeit  von  A  gegen  B, 
U'  diejenige  von  B  nach  A  zu.    Ist  femer  P  irgend  ein  Punkt,  ao  sei 

AP  ~r,BP~  r,  PAB  -  6,  PBA  -  ff. 

Das  GeBchwindigkeitspotential  wird  die  folgende  Form  haben: 

Uy  +  U'v,  Digt;Fd  (1) 
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wo  die  Funktionen  <p  und  <p'  durch  die  Bedingungen  zu  bestimmen 
sind,  daß 

A»-°)  (3) 

und     A?>'-OJ  W 

in  der  ganzen  Flüssigkeit  gilt,  daß  ihre  Ableitungen  nach  den 
Koordinaten  im  Unendlichen  verschwinden,  und  daß 

ff --««">.  t£-°  m 

»uf  der  ganzen  Oberfläche  der  Kugel  A,  während 

w 

auf  der  ganzen  Oberfläche  der  Kugel  B.  Es  ist  klar,  daß  <p  der  Wert 
des  Geschwindigkeitspotentials  ist,  wenn  A  mit  der  Geschwindigkeit  1 
sich  gegen  B  bewegt,  während  B  in  Rahe  ist;  analog  für  tp'. 

Um  <p  zu  finden,  beachten  wir,  daß  bei  Abwesenheit  von  B  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  so  beschaffen  wäre,  als  ob  sie  von  einer 
bestimmten  Doppelqnelle  in 
A  herrührte,  deren  Achse  die 
Richtung  AB  hat.  Der  Satz 
des  §  96  zeigt,  daß  wir  die  Be- 
dingung für  das  Verschwin- 
den der  normalen  Geschwin- 
digkeitskomponente auf  der 
Oberfläche  von  B  erfüllen 
können,  wenn  wir  eine 
Doppelquelle  einführen,  d.h.  das  Bild  derjenigen  in ^4  auf  der  Kugel B. 
Dieses  Bild  liegt  im  Punkte  El,  dem  ■  harmonischen  Pole  von  A 
in  Bezug  auf  die  Kugel  B\  die  Achse  derselben  fällt  mit  AB  zu- 
sammen und  ihre  Stärke  ist  —  (*0  — ,  wo  ftj  die  Stärke  der  ursprung- 
lichen Quelle  in  A  ist,  nämlich: 


Die  Bewegung,  welche  von  den  beiden  Quellen  in  A  und  H,  ver- 
ursacht wird,  verletzt  jedoch  die  Bedingung,  der  sie  an  der  Oberfläche 
der  Kugel  A  genügen  muß.  Um  die  Normalkomponente  der  von 
Ht  herrührenden  Geschwindigkeit  zu  kompensieren,  müssen  wir  im 
Punkte  S,  eine  Doppelqnelle  anbringen,  welche  das  Bild  von  S1  in 
der  Kugel  A  ist.  Diese  verursacht  eine  von  0  verschiedene  Normal- 
komponente der  Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche  von  B,  welche  kom- 
pensiert werden  kann,  wenn  man  das  Bild  von  Ht  ia  B  hinzufügt,  usw 
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Wenn  f^,  j*,,  ftg,  ■  ■  •  die  Ergiebigkeiten  der  aufeinanderfolgenden 
Quellen  bedeuten  und  flt  flf  ft,  -  -  -  ihre  Entfernungen  von  A,  so 
haben  wir: 


h  — c  —  — , 
f.-'-T,. 

c          («-AI 

'■— £■ 

/.-£, 

Ä""J 


(*) 


,  (?) 


usf.,  wobei  die  Gesetzmäßigkeit  zu  Tage  tritt.  Die  Quellen  nehmen 
ständig  an  Intensität  ab,  und  zwar  sehr  schnell,  wenn  der  Radius  jeder 
Kugel  im  Vergleich  zur  kürzesten  Entfernung  zwischen  den  beiden 
Flächen  klein  ist. 

Die  Formel  für  die  kinetische  Energie  lautet: 

vorausgesetzt,  daß 

N—'SS"%dS. 

wo  die  Indizes  anzeigen,  über  welche  Kugel  die  Integration  zu  er- 
strecken ist.  Die  Gleichheit  der  beiden  Ausdrucke  für  M  folgt  aus 
dem  Greenschen  Satze  (§  44). 

Der  Wert  von  <p  in  der  Nahe  der  Oberfläche  von  A  kann  sofort 
aus  den  Resultaten  (7)  und  (8)  des  §  85  entnommen  werden;  wir 
haben  nämlich: 

4«9  -  (f,  +  ft  +  c,  +  -)'^  -  2  (f,  +  gi  +  -)r«l  +  -,  (8) 

wo  die  Übrigen  Glieder,  die  aus  einfachen  Kugelfunktionen  höherer 
Ordnung  bestehen,  weggelassen  sind,  weil  sie  bei  der  folgenden  In- 
tegration über  die  Fläche  infolge  der  orthogonalen  Eigenschaft  (§  87) 
■verschwinden.     Setzen  wir 

f|--coa», 

so  finden  wir  deshalb  vermittels  Gleichung  (5): 

Wt(ft+3p,+»ft+-"W»?°'(l+3ff+»?ftig^+-")-(») 

Es  ergibt  sieh,  daß  die  Trägheit  der  Kugel  A  in  allen  Fällen  durch 
das  Vorhandensein   der  festen  Kugel  B  vermehrt  wird.    Vergl.  §  93. 
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Der  Wert  von  N  kann    sogleich    infolge  der  Symmetrie  hin- 
geschrieben werden,  er  lautet  nämlich: 

g-4»,M(l  +  3^  +  ae,),..ii!":t;|.),g,  +  ...),  (10) 


ff  — 7,    ff-? 

Ä'— ff. 
1'— ff' 


ft'-ip 

ft'-s 


(11) 


Um  Jf  zu  berechnen,  haben  wir  den  Wert  von  y  in  der  Nähe 
der  Engelflache  A  nötig.  Dieser  wird  durch  die  Doppelquellen 
Po»  Pi'i  Po'»  Pi»  '  ' '  'n  den  Entfernungen  c,  e  —  ft,  c  —  ft',  c  —  f%'f  •  •  < 
von  A  bestimmt,  wo  ^  —  —  2  xb*  und 


"  («-iV)" 


(12) 


usw.    Dies  gibt  für  Punkte  nahe  an  der  Oberfläche  von  A: 

4»»'-(ft'+ft-+ftl'+  •)^-2(^+(;!>iy.+(e-%.+ '  •)"o»«+  -  (13) 
Folglich: 


-2*<p° 


1  +  7 


."6" 


Wenn  die  Verhältnisse  —  und  -' 
näherungsweise ') 


■  (") 


r  fWl'-f.Vtf-f.V 
beide   klein    Bind,    so   haben    wir 


(15) 


Wenn  wir  in  den  vorstehenden  Resultaten  b  —  a,  TT —U  setzen, 
so  ist  die  Ebene,  welche  in  der  Mitte  von  AB  senkrecht  steht,  eine 


1)  Bis  zu  diesem  Grade  der  A  nnBJiernng  können  die  Resultate  auf  einfachere 
Weise  erhalten  werden,  ohne  die  „Bilder"  zu  gebrauchen.  Da«  Verfahren  würde 
demjenigen  de«  nächsten  Paragraphen  ahnlich  sein. 
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Symmetrie-Ebene  und  kann  deshalb  ab  feste  Grenze  für  die  Flüssig- 
keit auf  beiden  Seiten  genommen  werden.  Setzen  wir  also  c  —  2  s, 
so  finden  wir  für  die  kinetische  Energie  einer  Flüssigkeit,  in  der  eine 
Kugel  sich  senkrecht  zu  einer  starren  Ebene  in  einer  Entfernung  h 
ron  dieser  bewegt: 

3T-i*,*(l+l£  +  -)u>,  (16) 

ein  Resultat,  das  von  Stokes  stammt. 

§  89.  Wenn  die  Engeln  sich  rechtwinklig  znr  Richtung  ihrer 
Zentralen  bewegen,  ist  die  Aufgabe  etwas  schwieriger;  wir  wollen  uns 
deshalb  mit  den  ersten  Graden  der  Annäherung  begnügen,  indem  wir 
betreffs  einer  vollständigeren  Behandlung  auf  die  unten  genannten 
Arbeiten  verweisen. 

Die  Engeln  sollen  sich  mit  den  Geschwindigkeiten  V  und  V 
in  parallelen  Richtungen  rechtwinklig  zu  AB  bewegen.  Es  seien 
r,  0,  to  und  r,  ff,  m'  zwei  Systeme  von  Polarkoordinaten,  welche  ihre 
Ursprungspunkte  in  A  bzw.  B  haben,  und  deren  Polarachsen  die 
Richtungen  der  Geschwindigkeiten  V  und  V  haben  mögen.  Das  Ge- 
schwindigkeitspotential wird  die  Form 

haben,  mit  den  Oberflächenbedingungen,  daß 


0Cp' 

für  r  —  a,  und 


(1) 


(2) 


für  r'—b. 

Wenn  die  Kugel  B  nicht  vorhanden  wäre,  so  würde  das  Ge- 
schwindigkeitepotential,  das  der  Geschwindigkeit  1  der  Kugel  A  ent- 
spricht, gleich  , 

4-  —  cos  0 

sein.    Da  r  cos  6  —  r'  cos  ff,  so  wird  der  Wert  hiervon  in  der  Nachbar- 
schaft von  B  näh erungs weise 

J  —  r'  cos  ff 

lauten.     Die   hierdurch   an   der  Oberfläche   von  B   bedingte   Normal- 
komponente  der  Geschwindigkeit  kann  durch  Addition  des  Ausdruckes 
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kompensiert    werden,   welcher   in   der  Nachbarschaft   von  A   nahezu 
gleich 

\  — j-  r  cos  9 

wird.    Um  wieder  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  an  der 
Oberfläche  von  A  zu  korrigieren,  müssen  wir  dos  Glied 

hinzufügen.    Hören  wir  hier  auf  und  fassen  wir  unsere  Ergebnisse  zu- 
sammen, so  haben  wir  auf  der  Oberfläche  von  A: 

9>-±ff(l  +  i^)cos0,  (3) 

und  auf  der  Oberfläche  von  B: 

9>  =  i6-|cos6v.  (4) 

Bezeichnen  wir  mit  P,  Q,  R  die  Koeffizienten  in  dem  Ausdruck 
für  die  kinetische  Energie,  nämlich 

2T-  PF1  +  2  QVV  +  BT*,  (5) 

so  haben  wir  also: 

Der  Fall  einer  Kugel,  welche  Bich  parallel  zu  einer  festen  Ebene 
in  einer  Entfernung  A  bewegt,  wird  erhalten,  wenn  man  b  —  a,  V=  V, 
e  =  2A  setzt  und  den  sich  ergebenden  Wert  von  T  halbiert,  also: 


(■«■(i  +  ip)'"-  m 


Dieses  Resultat,  welches  auch  von  Stokes  gegeben  ist,  kann  mit  dem- 
jenigen von  Gleichung  (16)  des  §  98  verglichen  werden.1) 

1)  Betreff!  einer  voll  ständigeren  mathematischen  Behandlung  des  Probleme 
der  Bewegung  zweier  Kugeln  verweisen  wir  auf:  W.  M.  Hicka,  „On  the  Motion 
of  two  Spheree  in  a  Fluid",  Phti,  Tram.,  1880,  8  455;  E.  A  Herman,  „On  the 
Motion  of  two  Spheres  in  Fluid",  Quart.  Jtrarn.  Math.,  22,  1687;  Bsaaet, 
„On  the  Motion  of  Two  Spheies  in  a  Liquid,  etc.",  Proe.  Land.  Math.  Soc,  18, 
8.  889,  1887.  Vergl.  ferner:  C.  Naumann,  Hydrodynamische  Untersuchungen, 
Leipr.ig  1888;  Basset,  Hydrodynamik,  Cambridge  18SB,  Bd.  I. 
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BoMfllBohe  Funktionell. 


%  100.    Führen  wir  die  Zylinder-Koordinaten  x,  'S,  m  wie  in  §  89 
ein,  so  nimmt  die  Gleichung  Atp  —  0  folgende  Form  an: 

ü»  +  ?!?  4.  I  &2  +  i.  9!_*  _  o  m 

Die«  kann  durch  direkte  Transformation  erhalten  werden,  oder  ein- 
facher, wenn  man  nach  dem  Huster  des  §  83  aasdruckt,  daß  der  ge- 
samte Fluß  durch  die  Begrenzung  eines  Elementes  Sx  ■  dw  ■  s  im  Null  ist. 
Wenn  alles  um  die  a:- Achse  symmetrisch  ist,  so  reduziert  eich  die 
Gleichung  auf  die  Form  (4)  des  §  94.   Eine  partikuläre  Lösung  ist  dann 

¥"-«*■"*(»), 

vorausgesetzt,  daß 

z"(»)  +  jz'0<0  +  *,it(8»-o.  (2) 

Das  ist  die  Differentialgleichung  für  die  „Bessdschen  Funktionen" 
nullter  Ordnung.  Deren  vollständige  Lösung  besteht  naturlich  in  der 
Summe  zweier  bestimmter  Funktionen  von  W,  jede  multipliziert  mit 
einer  willkürlichen  Eonstanten.  Diejenige  Losung,  welche  für  Sf  —  0 
endlich  ist,  wird  leicht  in  der  Form  einer  ansteigenden  Reihe  gefunden; 
sie  wird  gewöhnlich  durch  CJ0(kw)  bezeichnet,  wo 

j.(e-i-£+ä£j.-"-  (8) 

Wir  haben  somit  Lösungen  der  Gleichung  Afp  =  0  von  der  Form1) 
9  _  c±*V0(Äö)  (4) 

erhalten.  Man  sieht  nach  Gleichung  (1)  des  §  94  leicht  ein,  daß  der 
entsprechende  Wert  der  Stromfunktion 

a)  —  =F  ase±'"J0'  (hm)  (5) 

lautet 

Die  Formel  (4)  kann  als  ein  besonderer  Fall  der  Gleichung  (6) 
des  §  89  angesehen  werden;  sie  ist  nämlich  mit 


p  -  i  /"«£*»+'■ 


"a>d#  (6) 

gleichwertig,  da 

Jo  (Ö  =  \  fco»  ft  cos  »)  d»  -*-/**—*<*»,  (7) 

1)   Abgesehen    von    der   Schreibweise,    eind    diese    Lösungen    bei    Poisson, 
I.  c,  8.  81,  tu  finden. 
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was  leicht  bestätigt  werden  kann,  indem  man  den  Kosinus  entwickelt 
and  gliedweise  integriert. 

Ferner  kann  Gleichung  (4)  als  die  Grenzform  betrachtet  werden, 
der  eine  einfache  Kugelfunktion  zustrebt,  wenn  die  Ordnung  (») 
anendlich  wird,  vorausgesetzt,  daß  gleichzeitig  die  Entfernung  des 
Ursprunges  vom  betrachteten  Punkte  unendlich  groß  gemacht  wird, 
wobei  die  beiden  unendlichen  Größen  einer  gewissen  Beziehung  unter- 
liegen sollen.1) 

Wir  tonnen  also  schreiben: 

•P-^,r.-(f.)(\  +  ^fB.{m),  (8) 

wo  wir  vorübergehend  die  Bedeutung  von  x  and  is  geändert  haben, 
indem  wir 

r  =  a  +  x 

<s  —>  2  a  sin  ^  9 
setzen,  während 

aw-i-iSLjiü'V— "•g+^+ag-...,  (9) 

siehe  Gleichung  (4)  des  §  85.  Wenn  wir  jetzt  k  —  —  setzen  und 
annehmen,  daß  a  and  n  unendlich  werden,  während  Je  endlich  bleibt, 
so  werden  die  Zeichen  x  and  ET  ihre  früheren  Bedeutungen  wieder 
gewinnen,  und  wir  erhalten  die  Formel  (4)  mit  dem  oberen  Vorzeichen 
im  Exponenten.     Das  untere  Vorzeichen  erhalten  wir,  wenn  wir  von 

ausgehen. 

Dasselbe  Verfahren  führt  dazu,  eine  willkürliche  Funktion  von  <S 
durch  Beaselache  Funktionen  der  nullten  Ordnung  auszudrücken.1) 
Gemäß  §  88  kann  eine  willkürliche  Funktion  der  Breite  auf  der 
Kugelfläche  durch  einfache  Kugelfunktionen  ausgedrückt  werden, 
nämlich  i 

J(,)-i(.+  S)f.  (e)/V(0')  p.  GO  <V-  (10) 

Wenn  wir  mit  ts  die  Länge  der  Sehne  bezeichnen,  die  von  dem 
Pole  der  Kugel  (6  =  0)  nach  einem  variablen  Punkte  gezogen  ist,  so 
haben  wir: 

W  =■  2a  sin^ö, 

©  StS  —  —  a'Sfl, 

1}  Dieses  Verfahren  wurde  ohne  die  Beschränkung  auf  die  Symmetrie  von 
Thomson  und  Tait  angedeutet:  §  189  (1867). 

S)  Du  Verfahren  scheint  im  wesentlichen  von  C.  Neumann  zu  stammen 
(1868);  wegen  der  Geschichte  des  Safxet  (IS)  siehe  Heine,  Bd.  T,  8.  412,  und 
Nielsen  <op.  dt,  B.  158),  8.  360. 
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wo  a  der  Badina  ist,  sodaß  die  Formel  folgendermaßen  geschrieben 
werden  kann:  ta 

fip)  -i  £(»  +  i)Ä(J()  ff(tf)B. («•)»' d«.         (11) 

Wenn  wir  jetzt 


Beizen  und  schließlich  a  unendlich  werden  lassen,  so  erhalten  wir  den 
wichtigen  Satz: 


«1 


i»)  =JJ0(km)kdkff(wr)J0(km')Si'dm:  (12) 

§  101.  Wenn  wir  annehmen,  daß  tp  in  Gleichung  (1)  in  eine 
Reihe  von  Gliedern  entwickelt  sei,  die  mit  cos  sm  oder  sin  sm  be- 
haftet sind,  eo  wird  jedes  Glied  einer  Gleichung*  der  Form 

unterliegen.     Dies  wird  durch 
erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

1  (■)  + 1 1'  (*)  +  (*■  - 1)  I  (»)  -  o.  (14) 

welches  die  Differentialgleichung  für  die  BeBselschen  Funktionen  von 
der  Ordnung  s  ist1)   Die  Lösung,  welche  für  GJ  —  0  endlich  ist,  kann 

I(«0-«W.(*B) 

geschrieben  werden,  wo 

J.(Ö—  s.-.^,-  {!  —  ä  (28  +  2)  +  rT<2V+"8X87+~4)  J'     ^ 

Die  vollständige  Lösung  der  Gleichung  (14)  enthält  noch  additiv 

eine  BesseUche  Funktion  ^weiter  Art",  mit  deren  Form  wir  uns  in 

einem  späteren  Abschnitt  unseres  Gegenstandes  zu  beschäftigen  haben 

werden.*) 


1)  Fonyth,  g  100;  Whittaker,  Kap.  XII. 

2)  Betreffs  der  weiteren  Theorie  der  Besaelschen  Funktionen  beider  Arten 
wende  man  sich  an :  Lommel,  Studien  über  die  Besaelschen  Funktionen, 
Leipzig  1868;  Gray  and  Mathews,  Treatist  on  Sessel  Functions,  London  1895; 
H.  Weher,  Partielle  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik,  Braon- 
achweig  1900 — Ol;  Nielsen,  Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunkiionen, 
Leipzig  1004;  ferner  an  die  Lehrbücher  von  Heine,  Todhnnter,  Fonjth,  Byerly 
and  Whittaker,  die  bereits  genannt  sind.  Eine  ausführliche  Auseinandersetzung 
über  diesen  Gegenstand  vom  physikalischen  Standpunkte  aus  findet  man,  zugleich 
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Wir  haben  also  Lösungen  der  Gleichung  Ay  —  0  von  den  Formen 

r~Ü"J.{hS,)^},m.  (16) 

gewonnen.     Diese  können  auch  als  Grenzformen  der  Kugelfunktionen 

vermittels  der  Entwicklung  (6)  des  §  86  erhalten  werden.1) 

§  103.  Die  Formel  (13)  des  §  100  gestattet,  Formeln  hin 
zuschreiben,  die  bisweilen  brauchbar  sind,  am  den  Wert  von  tp  auf 
der  einen  Seite  einer  unbegrenzten  Ebene  (x  — =  0)  durch  die  Werte 
von  <p  oder  ^  in  den  Punkten  dieser  Ebene  auszudrucken,  falls 
Symmetrie  um  eine  Achse  (Ox)  senkrecht  zu  der  Ebene  herrscht.1) 
Wenn  z.B. 

<p  -  F(W)  (1) 

ftir  x  —  0,  so  haben  wir  auf  der  Seite,  wo  x  >  0 

fp=fe-*'J1t{km)kdkjF{m')Ja{hm')i!i,dm:  (2) 

Wenn  hingegen 

-Ü-/W  (S) 

für  x  —  0,  so  haben  wir 

g>  =  fe-**Ja(kdi)dkj'f(m')J0(liG>')m'  dm'.  (4) 

Die  Exponenten  sind  so  gewählt,  daß   sie  für  x  =  oo  verschwinden. 

mit  verschiedenen  wichtigen  Anwendungen,  in  Lord  Rayleigh's  Theory  of  Sound, 
Kap.  IX  und  XVIII. 

Numerische  Tafeln  der  Funktionen  sind  von  Beseel  und  Hansen,  sowie 
spater  von  Meißel  (Btrl.  Abh.  1888)  aufgestellt.  Hansens  Tafeln  eind  von  Lommel 
abgedruckt,  sowie  teilweise  auch  von  Lord  Rayleigh  und  Byerly;  Meißels  Tafeln 
hingegen  sind  von  Gray  und  Mathews  wiedergegeben. 

1)  Der  Zusammenhang  zwischen  Kugel  flächen  funk  tionen  and  Besselschen 
Punktionen  wurde  von  Mehler  entdeckt:  „Über  die  Verteilung  der  statischen 
Elektrizität  in  einem  von  zwei  Kugelkalotten  begrenzten  Körper",  Grelles  Jovrn., 
68,  1868.  Er  wurde  unabhängig  von  Lord  Rayleigh  erörtert:  „On  the  Relation 
between  the  Functions  of  Laplace  and  Beseel",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  9,  8.  61, 
1878  (8c.  Papers  I,  8.  888);  siehe  anch  Theory  of  Sound,  §i  336  und  888. 

Es   gibt    anch   Methoden,    die    Besselschen  Funktionen   zweiter   Art    als 

Grenzwerte  der  Kugelfunktionen  Q  (p),  Q  '(ji)   .  in  abzuleiten;  siehe  hierüber 
Heine,  Bd.  I,  S.  184  und  232. 

2)  Die  Methode  kann  so  erweitert  werden,  daß  sie  frei  von  dieser  Ein- 
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Eine  andere  Lösung  dieser  Aufgaben  wurde  bereite  in  §  58  an- 
gegeben.   Aus  den  dortigen  Gleichungen  (12)  und  (11)  achließen  wir: 


_i_  ffirdS 

Z*JJ  dx    r  • 


(6) 

wenn  r  den  Abstand  des  Elementes  öS  der  Ebene  von  dem  Punkte 
bezeichnet,  flu-  welchen  der  Wert  von  <p  gesucht  wird. 

Wir  gehen  zu  einigen  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln  (2) 
und  (4)  ober. 

1.  Wenn  wir  in  Gleichung  (4)  annehmen,  daß  f(js)  für  alle 
Werte  von  ET,  außer  den  unendlich  kleinen,  verschwindet  und  für 
diese  in  der  Weise  unendlich  groß  wird,  daß 

y>(rs)8««ii5-i, 

so  erhalten  wir: 

Any  -  fe~k*J0  (JfcfiJ)  dh  (7) 

und  deshalb,  da  J0'  —  —  J, , 

ixrf afe-k'Jt  (i-O)dft  (8) 

nach  Gleichung  (5)  des  §  100. 

Durch  Vergleich  mit  den  ursprunglichen  Ausdrucken  für  eine 
punktförmige  Quelle  im  Koordinatenanfangspunkt  (§  95),  schließen 
wir,  daß 


i e~k'Jü(km)dli  —  j 


(S) 


wo  r  —  Yx'  +  JS*;  dies  sind  in  der  Tat  bekannte  Resultate.1) 

2.   Wir  wollen   nun  annehmen,  daß  Quellen  mit  gleichförmiger 
Dichte   über   die    ganze  Ebene   innerhalb    des  Kreises   55  =  a,  x  —  0 


1)  Du  entere  stammt  von  Lipsohitz,  Grelles  Journ.,  66,  S.  189,  1869; 
liehe  Gray  and  Mathews,  8.  72.  Das  letsteie  folgt  durch  Differentiation  nach  B 
und  Integration  nach  x. 
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«erteilt  seien.     Durch  Anwendung   der  Reinen  für  J0  and  Jx,   oder 
ftoch  auf  andere  Weise,  finden  wir: 

Jj0(km)ssdiB  -  y  Jt  (Jea).  (10) 

Folglieh:1)  ' 


>-hfr 


(11) 


*Ji(JfcO)Ji(*a)-. 


wo   der  konstante  Faktor  so  gewählt  ist,  daß  er  den  gesamten  Floß 
durch  den  Kreis  gleich  1  macht. 

3.  Wenn  dagegen  die  Dichte  der  Quellen  innerhalb  des  Kreises 
von  — abhängt,  haben  wir  das  Integral1) 

/>,(*»)  --^^  ~  »  /«*•(*«  ain #)  sin  *d* -  ^        (12) 

zu  verwenden,  wo  die  Auswertung  geschieht,  indem  die  Reihe  für 
J0  eingesetzt  und  jedes  Glied  einzeln  behandelt  wird.    Folglich: 


V  =  dbj  «"*"«'. (*B)  Bin  ia  T 


(13) 


wenn  der  konstante  Faktor  durch  die  gleiche  Bedingung  wie  vorher 
bestimmt  wird.9) 

Es  ist  ein  bekannter  Satz  der  Elektrostatik,  daß  das  angenommene 
Gesetz  der  Dichte  <p  konstant  für  die  Fläche  des  Kreises  macht.  Es 
kann  unabhängig  gezeigt  werden,  daß 


J 

(tu) 

(Ml) 

■    i.    d* 

•    i    ** 

sin  Ka  -r- 

-ix 

oder 

sin" 

a 
oder 

a 

J 

y&rz 

^ 

(14) 


1)  Vergl.  H.  Weber,  Oelles  Joura.,  75,  3.  88;  Heine,  Bd.  II,  S.  180. 
8)  Die  Formel  (IS)  ist  von  verschiedenen  Antonn  gegeben  worden;  siebe 
Bayleigh,  Sc.  Paper*  III,  S.  98;  Hobson,  Pnc.  Land.  Math.  Soe.,  35,  S.  TL,  1898. 
8)  Vergl.  H.  Weber,  Grelles  Jcmm.,  76,  1878;  Heine,  Bd.  II,  S.  193. 
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je  nachdem  S  ^  o.1)  Die  Formeln  (13)  drücken  daher  die  Strömung 
einer  Flüssigkeit  durch  eine  kreistönoigo  öf&mng  in  einer  dünnen 
starren  Ebene  ans.  Eine  andere  Lösung  werden  wir  in  §  108  er- 
halten. Die  entsprechende  Aufgabe  für  zwei  Dimensionen  wurde  in 
§  66,  Nr.  1,  gelöüt. 

4.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dafi  wir  für  x  =-  0 

<p  —  C  Yü*  —  55*,  wenn  GJ  <  a, 
und 

9>  =  0,  wenn  HT  >  a, 

haben.    Wir  finden: 

r  —  *r 

I  J0(Äa^)ya,—  tt*)VdSf—  a'  I  J0(haem»)Bm»coe*»d»~ as*,(ifca),  (15) 
vorausgesetzt,  daß 

fc(ö-*(l -£  +  -,-.-£:-,  —  ■)  — 0-, *r-    (16> 

Folglich  nach  (2) 

■'.(*»>£(%-)»  (") 

Für  *  =  0  gibt  dies 

~(ff)  "  cfJo(k^)  BiD  Ja  X  +  Cvfji'Qtw)  sin  *<*di, 


-cA 


(18) 


nach  Ausführung  einer  partiellen  Integration.  Der  Wert  des  ersteren 
Integrals  ist  in  Gleichung  (14)  gegeben,  und  derjenige  des  letzteren 
kann  durch  Differentiation  nach  V>  aus  ihm  abgeleitet  werden.  Folg- 
lich ist 

-  &).-*">• °der "  K' "-  ~  jpbs)'     (19) 

je  nachdem  &r  Js  a.  Für  C  =  —  U  bezieht  sich  also  die  Formel  (17) 
auf  die  Bewegung  einer  dünnen  kreisförmigen  Scheibe  in  einer  un- 
begrenzten Flüssigkeit  mit  der  Geschwindigkeit  U  senkrecht  zn  ihrer 
Ebene.    Der  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  ist 

2  T 9  ff*  l~n  dS  ~  «ffCfVia*  -  £3»)  2«  vsdm  -\**9a*C%, 

oder 

2  T  -  1  pa*  IP.  (20) 

1)  H.  Weber,  Urelks  Journ-,  75 ;  Partielle  Differentialgleichungen,  Bd.  I,  S.  189 ; 
Gray  and  Mathews,  S.  126.    Siehe  auoh  Lamb,  Froc.  Land.  Math.  Soe.,  14,  S.  882. 
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Die  virtuelle  Vergrößerung  der  Trägheit  der  Scheibe  beträgt 
deshalb  du  —  (—  0,6366)-fache  der  Masse  eines  kugelförmigen  Teiles 
der  Flüssigkeit  von  demselben  Radius.  Betreffs  einer  anderen  Unter 
Buchung  dieser  Frage  siehe  §  108. 

KlUpsoidfunkticmon. 
§  108.     Die  Methode    der  Kugelfunktionen  kann  auch  auf  die 
Lösung  der  Gleichung 

&9  —  0  (1) 

unter  Grenxbedingungen,  welche   sich  auf  UmdrehungsellipBoide  be- 
liehen, angewendet  werden.1) 

Beginnen  wir  mit  dem  Fall,  wo  die  EllipBoide  gestreckt  sind, 
und  schreiben  wir: 

x  —  h  cos  0  cosh  ij  —  A-pg  1 

y  =-  13  coa  a  ] ,                                    (2) 

b  —  EJ  Bin  a  i 

WO  11 

B  -  k  sin  B  Binh  ■>]  -  £(1  -  **)*({■  -  1)*. 
Die  Flächen  £  —  konst.,  u  —  konst  sind  konfokale  Ellipsoide  bzw. 
Eweischalige  Hyperboloide,  deren  gemeinschaftliche  Brennpunkte  in 
den  Punkten  (±  k,  0,  0)  liegen.  Der  Wert  von  £  kann  von  1  bis  co , 
gehen,  während  p  zwischen  +  1  und  —  1  liegt.  Die  Koordinaten 
a,  J,  o  bilden  ein  orthogonales  System,  und  die  Werte  der  Linien- 
elemente dsflt  Ss~^  isai  die  vom  Punkte  (x,  y,  e)  beschrieben  werden, 
wenn  sich  /i,  £,  <a  einzeln  ändern,  sind 

'•.-»(rEy^'c,  ''^"I^Enf't,  »«„-Ki-p")*«"-!)4*»-  (3) 

Um  Gleichung  (1)  durch  unsere  neuen  Variablen  auszudrücken, 
retten  wir  den  gesamten  Fluß  durch  die  Wände  eines  Yolumen- 
elementes  8sMt  ds(t  dsa  gleich  0,  und  erhalten 

i  (j?  *t  '«•)'»>  +  lt%  }s> "") «  +  f.  (fr.  "-"()*»  -  0- 

oder  mit  Rücksicht  auf  (3) 

Dies  kann  auch  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

h  \*2  "')  Sl  +  ri? J5  -  r|0  -  B  ff )  +  Tip  g  W 

t)  Heine,  „Ober  einige  Aufgaben,  welche  auf  partielle  Differentialgleichungeil 
fäluren,  Orrffe»  JWn.,  20,  S.  186,  1848,  und  Auj/rf/tMifewwn,  Bd.  II,  §  88. 
Siehe  aoeh  Ferren,  Kap.  VI. 
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§  104.  Woim  91  eine  endliche  Funktion  von  p  und  m  für  die 
Werte  p,  =  —  l  bis  jt  —  +  1  und  o  —  0  bis  zu  w  =  2  sc  ist,  kann  ea 
in  eine  Reihe  von  Kugelfläehenfonktionen  von  ganzzahliger  Ordnung 
entwickelt  werden,  von  den  Arten,  die  in  Gleichung  (7)  des  §  86  ge- 
geben Bind,  wobei  die  Koeffizienten  Funktionen  von  £  sind;  and  es 
folgt  durch  Substitution  in  Gleichung  (4),  daß  jedes  Glied  dieser 
Entwicklung  die  Gleichung  einzeln  befriedigen  muß.  Nehmen  wir 
zuerst  den  Fall  der  zonalen  Funktion,  so  schreiben  wir: 

V-FM-Z,  (5) 

and   durch  Substitution   finden   wir   im  Hinblick  auf  Gleichung  (1) 
des  §  84: 

£{(l-P)jl!)  +  »(»  +  l)Z-0,  (6) 

was  dieselbe  Form  wie  die  genannte  Gleichung  besitzt.    Wir  erhalten 
somit  die  Lösungen 

V-P.W-P.tt)  (7) 

und  »-.P.dO  ■«.«),  (8) 

WO 

e.«)-*.(ö/TP,^ny. 

-iP. «)  log  |±i  -  *'~  ?.-,  (9  -  $E^  p.-.  (0  -  • 
■'        if-.-i  ,  (1+ ')("+») ,-... 

l-8--(2n  +  l)  tb  "*"      8(2n  +  S)      fc 


(n  +  l)(»  +  8)(n+  8)(n  +  t) 
«■«(•»  +  »>(«»  +  •> 


£-"-'  +  ■ 


Die  Lösung  (7)  ist  endlich,  wenn  £  =  l  ist,  und  sie  paßt  deshalb 
für  den  Raum  im  Innern  eines  Umdrehungsellipsoids;  (8)  hingegen 
ist  für  £  =  1  unendlich,  verschwindet  aber  für  £  —  oo  und  ist  des- 
halb für  den  äußeren  Raum  gültig.  Als  besondere  Fälle  der  Formel  (9) 
nennen  wir: 

«l«)-iSlog|±i-l, 

«,(B-t(3P-i)i»gfÜ-ft- 

Aus  der  Integralformel  für  Q%  folgt,  daß 

p.O^-'^MO  —  pii.  (io, 

1)  Ferren.,  Kap.V;  Todhunter,  Kap.  VI;  Foreyth,  §G  g6— »». 


(12) 
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Die    entsprechenden   Aasdrücke    für   die    Stromfunktion   werden 
leicht  gefunden;  nach  der  Definition  des  §  94  ist 
dtp  l   2*' 

4     iH      ■  (U) 

folglich: 

Darum  haben  wir  im  Falle  der  Lösung  (7): 
d*  dp  {fl 

-Äöi+ü(p_1)-sr-3i;((1-''^-J1r-)' 

folglich: 

♦-^C1-"")^ '(P-D^f-  (13) 

Das    gleiche    Resultat    folgt    natürlich    aus    der    zweiten    der    Glei- 
chungen (12). 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  für  die  Stromfunktion,  die  der 
Lösung  (8)  entspricht, 

V'-^Rj(i-^)-7;^--a,-i)  d't  ■       (14> 

§  106.  Wir  können  dies  auf  den  Fall  anwenden,  daß  ein  ge- 
strecktes Rotationsellipsoid  sich  parallel  zu  seiner  Achse  in  einer 
unbegrenzten  Flüssigkeit  bewegt.  Die  elliptischen  Koordinaten  müssen 
so  gewählt  werden,  daS  das  fragliche  Ellipeoid  der  konfokalen  Schar 
angehört;  es  sei  dasjenige,  für  welches  £  =  £„.  Durch  Vergleich  mit 
der  Gleichung  (2)  des  §  103  finden  wir  folgendes:  wenn  a  und  c  die 
Radien  nach  dem  Pol  und  dem  Äquator  sind,  sowie  e  die  Exzentri- 
zität des  Meridianquerschnittes  ist,  so  müssen  wir  haben: 

*-<■«,    t.-y,    *(fc'-l)*-e. 

Die  OberÖächenbedingung  ist  durch  Gleichung  (1)  des  §  97  ge- 
geben, d.  h.  wir  müssen 

t  -  -  \  Uh'(l  -  il3)  (£*  -  1)  +  konst.  (1) 

ff  i  ~'£o  haben.    Setzen  wir  daher  n  —  1  in  der  Gleichung  (14)  des 
§  104,  und  führen  wir  einen  willkürlichen  Faktor  A  ein,  so  haben  wir 

*  _*,li(l_  (.■)({■_!){*  log  ütl-^-i-j},  (2) 

Dtuny  Google 
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mit  der  Bedingung 

Di«  entsprechende  Formel  fElr  das  Geschwindigkeitspotential  lautet: 

v_^(«togt±i-l).  (4) 

Die  kinetische  Energie  und  deshalb  die  von  der  Flüssigkeit  be- 
wirkte Vermehrung  der  Trägheit  können  nötigenfalls  durch  die 
Formel  (5)  des  §  94  leicht  berechnet  werden. 

§  106.    Verlassen  wir  den  Fall  der  Symmetrie,  so  worden  die 

Lösungen  der  Gleichung  Aip  —  0,  wenn  tp  eine  tesserale  oder  sekto- 
rielle  Funktion  von  p  und  a>  ist,  durch  ähnliche  Methoden  folgender- 
maßen bestimmt: 


»-?„■«  ■■*•.'(£)  ZK 

(i) 

»-r.'«-«,'(!)g», 

(2) 

wo,  wie  in  §  86, 

p.-w-a-,-)*-^, 

(S) 

während  wir  zur  Vermeidung  imaginärer  Größen 

p.-(ö-«--i)*-^ 

nnd 

(5) 

schreiben.    Es  kann  gezeigt  werden,  daß 

ft'(0-(-irfg-g{r.-«-yreBjV-=r).         W 

infolgedessen 

Als  Beispiele  wollen  wir  den  Fall  eines  gestreckten  Eilipsoidee 
betrachten,  das  sich  parallel  zu  einer  Achse  des  Äquators,  z.  B.  der- 
jenigen in  der  y-Richtung,  bewegt,  oder  um  diese  Achse  rotiert. 

1.  Im  ersteren  Falle  lautet  die  Obernachenbedingung: 


S  —  r 


8» 


at  st 

D,«,„a0,  Google 
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ffir  £  —  £j,  wo   F  die  Tnuialationagosch windigkeit  ist,  oder 

Dies  wird  erfüllt,    wenn  man  in  der  Gleichung  (2)  n  —  1,  s  =-  1 

setzt,  d.  h. 

»-^(l-^a'-^-iiiog^i-j^]«»»,     (9) 

wo  die  Eonstante  A  durch  die  Gleichung 

gegeben  ist. 

2.   Im   Falle    der   Rotation   um    Oy   haben   wir,    wenn   ö     die 

Winkelgeschwindigkeit,  bezeichnet, 

d<p  n   i   dx         3*\ 

für  £  ■=  £,,  oder 

Setzen  wir  in  der  Formel  (2)  n  —  2,  s  —  1,  so  finden  wir 

?-^(l -(•■)*«'- l)*(lSl°gf±^- 3-^)™»,    <12> 
wo  die  Eonstante  A  durch  Vergleich  mit  (11)  bestimmt  wird. 

§  107.    Wenn  das  Ellipsoid  die  abgeplattet«  Form  (der  Planeten) 
hat,  dann  Bind  die  entsprechenden  Koordinaten  durch 
x  —  k  cob  6  sinh  7}  «-  k[t£\ 

y  =  ET  cos  (o  J  (1) 

ä  —  53  sin  tu  I 

gegeben,  wo 

S  -  i  sin  $  eosh  ij  -  ifc(l  -  jrf(p  +  1)*. 

Hier  läuft  %  von  0  bis  zu  od  (oder  in  einigen  Anwendungen  von  —  oo 
durch  0  bis  zu  +  oo),  während  y.  zwischen  +  1  und  —  1  liegt.  Die 
Flächen  zweiter  Ordnung 

£  —  konat.,     (i  •-  koost. 

sind  abgeplattete  Rotationsellipsoide  bzw.  einschalige  RotatianBhyper- 
boloide,  welche  alle  den  gemeinsamen  Fokalkreis  x  —  0,  S  =  k  be- 
sitzen. Als  Grenzformen  haben  wir  das  Ellipsoid  £  =  0,  welches 
mit  dem  Teile  der  Ebene  x  =  0  zusammenfällt,  für  welchen  £J  <  k, 
und  das  Hyperboloid  u  —  0,  welches  mit  dem  übrigen  Teile  dieser 
Ebene  zusammenfällt. 

Dfrtizedoy  G00gle 
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Mit  der  früheren  Schreibweise  finden  wir: 

und  die  Kontinuitätflgleichung  lautet: 


ÄK1--^) +£(«■+»§ 


rn  -rtr +•)»•■ 


Dies  hat  dieselbe  Form  wie  Gleichung  (4)  in  §  103,  nur  daß  »£  an  Stelle 
von  £  gesetzt  ist,  und  dieselbe  Analogie  wird  sich  in  den  folgenden 
Formeln  zeigen. 

Falls  Symmetrie  um  die  Achse  herrscht,  haben  wir  die  Lösungen 


P.0D-- 


1»  t  2(a„__Ijb 


(5) 


«(»-!)(— «)(■■-■) 


1      2-4(2n— 1)(2»  — 8) 

ind 

'■«'-"■©/üTförWi) 
-(-«■(a(0«*-,:--t7 


£■-'+•■ 


(«  +  !)(« +  «)(»+ »)(»  +  *) 

2.4(!«  +  3)(ä»  +  "6) 


cSf— ■ 


kp.-,(.t)- 


(7) 


wo  die  letzte  Entwicklung  jedoch  nur  dann  konvergiert,  wenn  £>1 
ist.1)  Wie  vorher,  ist  die  Lösung  (4)  für  das  Gebiet  geeignet, 
welches  von  einem  Ellipsoid  der  Schar  £  ■■  konst.  eingeschlossen 
wird,  die  Lösung  (5)  dagegen  für  den  äußeren  Raum. 


1)  Der  Lseor  kann  die  Darlegungen,  die  in  §  10*  angedeutet  Bind,  auf  den 
vorliegenden  Fall  leicht  übertragen. 

DfrtizedDy  G00gle 
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Wir  bemerken,  daß 

*.<©-% — fr-*©— pti-  m 

AI»  besondere  Fälle  der  Formel  (7)  haben  wir: 

«.(O-cot-'S,      Si(e-l-toot-'t, 
9,(0-i(3S"+l)eo'-'6-iS- 

Die  Formeln  für  die  Sfromfunktion,  welche  den  Gleichungen  (4) 
und  (5)  entsprechen,  sind 

und 

♦-i^ja-rt^-cr+i)^-        (io) 

§  108.     1.  Der  einfachste  Fall  von  Gleichung  (5)  des  §  107  ist 
der,  daß  n  =  0  ist,  nämlich 

y-eAoot-1:.  (1J 

wobei  man  annimmt,  daß  £  von  —  oo  bis  zu  +  °°  geht.  Die  Formel  (10) 
des  letzten  Paragraphen  wird  dann  unbestimmt,  aber  wir  finden  durch 
die  Methode  des  §  104 

1>  -  Akft.  (2) 

Diese  Lösung  stellt  die  Strömung  einer  Flüssigkeit  durch  eine  kreis- 
förmige Offirnng  in  einer  unendlichen  Ebene  dar,  d.  h.  die  Öffnung 
ist  der  Teil  der  yg-Ebsne,  für  welchen  ö  <  &.  Die  Geschwindigkeit 
in  einem  Punkt  der  Öffnung  (£  —  0)  ist 

_  ±H  _         A 
"  *■■"(*■  — *0** 
d»  kfi  ~Yh'  —  5J1,  wenn  x  —  0  ist.    Die  Geschwindigkeit  ist  deshalb 
an  dem  Bande  unendlich  groß.    Vergl.  §  102,  Nr.  3. 

2.  Ferner  ist  die  Bewegung  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,  in 
der   sich    ein   abgeplattetes  Rotationsellipsoid   (g  =  £,)    mit    der   Ge- 
schwindigkeit  U  parallel  zu  seiner  Achse  bewegt,  durch 
y-^(l-fcol-'t),  | 

»-i^ia-eW  +  ijl^i-j-cot-H})  (3! 

gegeben,  wo 


neteichnen  wir  die  Radien  nach  dem  Fol  bzw.  nach  dem  Äquator 

D,«„,a=Aj00g[e 
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mit  a  and  c  und  die  Exzentrizität  des  Meridianqne»ehnitteii  mit  e, 
so  haben  wir: 

•  -*&«  +  l)* 

Hierdurch  ausgedrückt  wird 

^--r/c-HJCl-^-f  am-'«)-  (4) 

Die  Formen  der  Bewegungitinien  für  äqnidistante  Werte  ron  * 
sind  unten  gezeichnet.     VergL  §  71,  Kr.  3. 

Der  interessanteste 
Fall  ist  derjenige  einer 
kreisförmigen  Lamelle, 
für  welche  *  •—  1  und 
somit  A  —  — .  Der  in 
Gleichung  (3)  gegebene 
Wert  von  <p  wird  auf  den 
beiden  Seiten  der  Lamelle 
gleich  ±  An  oder 

and  die  Normalkom- 
ponente der  Geschwin- 
digkeit wird  ±  U.  Die 
Formel  (4)  des  §  44 
gibt  deshalb 

2T-lt*W,  (5) 
wie  in  Gleichung  (20) 
des  §  102. 

§  109.     Die  Lösungen  der  Gleichung  (3)  des  §  107  in  teeseral« 
Funktionen  sind 

(« 

(2) 
(3) 


»Google 


(*) 
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r  !><■+"'  „-m  £ « 

Diese  Funktionen  besitzen  die  Eigenschaft 

Wir  können  diese  Resultate  wie  in  %  108  Yerwenden. 

1.  Für  die  Bewegung  eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoide« 
parallel  rar  y-Achse  haben  wir  n  —  1 ,  *  —  1,  und  deshalb 

^-^(l-.^fS'  +  ljMpTi-"'"'')0'""'  (6) 

mit  der  Bedingung 

dt        r  dt 

**  £— £o>  woPdie  Geschwindigkeit  des  Körpers  bezeichnet.  Dies  gibt: 

1b  dem   Fall   der  Lamelle  (£„  —  0)   haben   wir  J.  —  0,  wie   zu    er- 
warten war. 

2.  Für  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid,  das  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit ß  um  die  y- Achse  rotiert,  setzen  wir  n  —  2,  s  •=  1 
and  erhalten: 

V  -A,l(1  -■■)*«■+  1)*  J3{eet-'S-  8  +  jqrr)  »in «,,  (8) 
mit  der  Oberflächenbedinguiig 


K~-^(*5f_*s) 


(9) 


S.1 
Ffir  die  kreisförmige  Lamelle  (£,  —  0)  gibt  dies: 

ixA  —  ear  (xo) 

An  den  beiden  Oberflächen  haben  wir: 

«>- T  2^/i(l -(.")*  "«"». 

**tju  wir  diese  Werte  in  die  Formel 

2T — «fM>d 


dvdn 
™,  »  erhalten  wir: 


/Google 
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§  110.  In  Fragen,  die  sich  auf  Ellipsoide  mit  drei  angleichen 
Achsen  beziehen,  können  wir  die  allgemeinere  Art  der  Ellipsoid- 
fonktionen  gebrauchen,  welche  nnter  dem  Namen  „Lamesche  Funktionen" 
bekannt  sind.1)  Ohne  eine  vollständige  Darstellung  dieser  Funktionen 
zu  geben,  wollen  wir  einige  Lösungen  der  Gleichung 

A<p  -  0  (1) 

in  elliptischen  Koordinaten  erörtern,  welche  den  Kugelfunktionen  der 
ersten  und  zweiten  Ordnung  analog  sind,  um  dieselben  später  auf  die 
Hydrodynamik  anwenden  zn  können. 

Es  empfiehlt  sich,  eine  Untersuchung  über  die  Bewegung  einer 
Flüssigkeit,  die  sich  in  einem  ellipsoidalen  Gefäß  befindet,  voraus- 
zuschicken, welche  zugleich  mit  kartesianischen  Koordinaten  behandelt 
werden  kann. 

Wenn  das  Gefäß  sich  parallel  zur  z-Achse  mit  der  Geschwindig- 
keit U  bewegt,  so  bewegt  sich  die  eingeschlossene  Flüssigkeit  wie  ein 
fester  Körper,  und  das  Geschwindigkeitspotential  ist  einfach 

<p üx. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  das  Gefäß  um  eine  Hauptachse  (z.  B.  die 
X-Achse)  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Slx  rotiert.  Die  Gleichung 
der  Oberfläche  sei 

dann  lautet  die  Oberflächenbedingung: 

x  d<p       y  B<p       t  d<p  *  o  «  j.  *  o  « 

a'  dx       b'  dy        e*  dz  J>'      *     '    e*     " 

Wir  nehmen  deshalb  an,  daß  <p=Ayz,  was  offenbar  eine  Lösung 
der  Gleichung  (1)  ist,  und  wenn  wir  die  Konstante  durch  die  voran- 
stellende Bedingung  bestimmen,  so  erhalten  wir: 

*  "  -  b>-+T>  ß*  ■  »* 
Wenn  sich  daher  das  Zentrum  mit  einer  Geschwindigkeit  bewegt, 
deren   Komponenten  U,  V,  W  sind,  und  wenn  Q.x   Sl    ß,  die  Winkel- 
geschwindigkeiten um   die  Hauptachsen   Bind,  so   erhalten  wir  durch 
Superposition  *) : 
v  _  _  jjx  _  Vy  -  Wz  -  h£r  £  azys  -  ?=£  &yzx  -  £^£  Sl.xy.  (3) 

1)  Vergl.  z.  B.;  Ferrera,  Sphsrical  Harmonie*,  Kap.  VIj  W.  D.  Mm, 
„On  Ellipsoiäjil  Harmonics",  BUZ.  Trans.  (A.),  188,  1891;  Poinoarf,  Fig*n$ 
d'Equüibre  d'wte  Masse  Fluids,  Paris  1902,  Kap.  TL  Eine  Übersicht  aber  die 
Theorie  ist  von  Wangeria  gegeben,  l.  e.  S.  126. 

2)  Dieses  Resultat  scheint  fast  gleichzeitig  von  Beltrami,  Bjerknes  und  Maxwell 
im  Jahre  1678  veröffentlicht  worden  zn  sein.  Siehe  Hioks,  „Report  on  ftecent 
Progress  in  Hvdiodrnaraics",  Brit.  Am.  Bsp.  1882. 

DigtzPd.yL.ÜO^Ie 
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Wir  können  auch  den  Fall  einschließen,  wo  das  Gefäß  seine  Form 
wie  auch  seine  Lage  ändert,  aber  ao,  daS  es  ein  Ellipsoid  bleibt. 
Wenn  die  Achsen  sieb  mit  den  Geschwindigkeiten  ä,  h,  c  ändern, 
so  wird  die  Grenzbedingung  gemäß  §  10  (3): 

„.  o  +  b.  0  +  c.  e  +  a.  dx  +  &»  ay  +  c.  dt  -  ",  W 

was  durch 

" — *(!**+!»*+7'*)  w 

befriedigt  wird.1)     Die  Gleichung  (1)  erfordert,  daß 

!+!+7-°.  (6> 

was  natürlich  die  Bedingung  ist,  welcher  die  veränderliche  ellipsoidale 
Oberfläche  genügen  muß,  damit  das  eingeschlossene  Volumen  (-^xabc) 
konstant  bleibt 

§  111.  Die  Losungen  der  entsprechenden  Aufgaben  für  eine 
unbegrenzte  Flüssigkeit,  die  nach  Innen  von  einem  Ellipsoid  begrenzt 
wird,  erfordern  den  Gebrauch  eines  besonderen  Systems  orthogonaler 
krummliniger  Koordinaten. 

Wenn  x,  y,  e  Funktionen  von  drei  Parametern  X,  fi,  v  sind,  sodaß 
die  Flächen 

X  —  konst,     ft  =  konst,     v  =  konst.  (1) 

längs  ihrer  Schnittkurren  zueinander  senkrecht  stehen,  und  wenn  wir 
V  =  '  W  +  \W  +  \Si) 

£-69+ 69+®") 

schreiben,  so  sind  die  RichtungskoBinusse  der  Normalen  zu  den  drei 
Flächen,  welche  durch  den  Punkt  ($,  y,  e)  gehen, 

&&*&*&.  M?*fcO  (»4f  *4f  *£)•   (3) 

Es  folgt,  daß  die  Langen  der  in  den  Richtungen  dieser  Normalen 
gezogenen  Linienelemente 

*±      iE      il 
Bind. 


1)  fijerknei,  „Verallgemeinerung  des  Problems  von  den  Bewegungen,  welche 
in  einer  ruhenden  unelastischen  Flüssigkeit  die  Bewegung  eines  Ellipsoids  hervor 
bringt",  Göttinger  Nachrichten  187S. 
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Wenn  also  91  das  Geeohwindigkeitspotential  einer  Flfiasigteite 
bewegung  ist,  so  drückt  sieh  der  gesamte  Fluß  in  den  recktwinkligen 
Raum,  der  zwischen  die  sechs  Flächen 

A±i*A,    **±io>,    v±\9v 
eingeschlossen  ist,  durch 

b(*IH'-v)"+£(^v">+A(^v$'' 


Produtt  von  Am  mit  dem  Volumen  des  Raumes,  d.  h.  mit  .    L-  ■.*, 


Es  erhellt  aus  Gleichung  (3)  des  §  42,  daß  derselbe  Fluß  durch  das 
iukt  von  A  tp  mit  dem  Vo 
gedrückt  wird,     Folglich1): 

^ - ua(£(&  Ü) + £(&  ff) +£(&»!■   « 

Setzen  wir  dies  gleich  0,  so  erhalten  wir  die  allgemein«  Kontinuitäts- 
gleichung in  orthogonalen  Koordinaten,  deren  besondere  Fälle  bereits 
in  den  §§  83,  10S  und  108  untersucht  worden  Bind. 

Die  Theorie  der  dreifach  orthogonalen  Systeme  ist  mathematisch 
sehr  anziehend  und  ist  an  interessanten  und  eleganten  Formeln  Behr 
reich.  Wir  bemerken  noch  folgendes:  wenn  X,  u,  v  als  Funktionen 
von  x,  y,  k  betrachtet  werden,  so  können  die  Richtungskosinusse  der 
drei  oben  betrachteten  Linienelemente  auch  in  der  Form 

/!  31  LÜ  1  2* ^  /i_?e_  J_£^  i.8^  (L*±.  L^l.  1  $w\  (r\ 
\M«'  \bv>  \dt}>  \\dx'  h,dv>  \d*)>  U.a*'  h,dy>  \dt)  w 

ausgedruckt  werden,  aus  denen,  sowie  aus  (3),  sich  mehrfache  inter- 
essante Beziehungen  ableiten  lassen.  Die  bereite  gegebenen  Formeln 
sind  jedoch  für  den  vorliegenden  Zweck  ausreichend. 

§  113.  In  den  Anwendungen,  zu  denen  wir  jetzt  übergehen, 
besteht  das  dreifach  orthogonale  System  ans  folgenden  konfofcakm 
Flächen  zweiten  Grades: 

deren  Eigenschaften  in  den  Lehrbüchern  über  Geometrie  des  Raumes 


1)  Die  obige  Methode  wurde  in  einer  Arbeit  von  W.  Thomson  gegeben:  „Od 
the  Eqnations  of  Motion  of  Heat  referred  to  Corvilinear  Coordmates",  Comb. 
Math.  Jbwrn.,  4,  1848  (Math,  and  Da/s.  Paper  &  I,  S.  26).  Be  soll  auch  ver- 
wiesen werden  auf  Jacobi,  „Über  eine  partikuläre  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung .  .  .",  CrtUt»  Journ.,  36,  1847  {Werkt,  Bd.  H,  3.  198). 

Die  Transformation  von  Acjj  in  allgemeine  orthogonale  Koordinaten  wurde 
Enerst  von  Lame"  ausgeführt:  „8111  Ibb  luis  de  l'äquüibre  du  fluide  £th6re'",  Journ. 
dt  Vteoh  Folgt.,  14, 1884.  Siehe  auch  seine  „Lepww  «w  Je*  Coordtmnees  Carvüign**", 
Paris  1859,  8.  32. 
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auseinandergesetzt  werden.  Es  geben  also  durch  jeden  gegebenen 
Paukt  (z,  tf,  s)  drei  Flächen  des  Systems,  welche  den  drei  Wurzeln 
der  Gleichung  (1)  entsprechen,  wenn  diese  als  kubische  Gleichung 
für  Ö  betrachtet  wird.  Wenjj  a  >  6  >  c  (wie  wir  meistens  annehmen 
werden),  so  wird  eine  dieser  Wurzeln  (z.  B.  X)  zwischen  oo  und  —  c*, 
eine  andere  (p)  zwischen  —  c*  und  —  fc*,  und  die  dritte  (*•)  zwischen 
—  6*  und  —  a*  liegen.  Die  Flachen  X,  p,  v  sind  deshalb  EUipsoide 
bzw.  einschalige  und  zweischalige  Hyperboloide. 

Es  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Größen  X,  p,  v,  daß 
(l-fl)Q.-t?)  (,  —  H 
r  F-R 


-1- 


identisch  für  alle  Werte  von  $  gilb  Multiplizieren  wir  also  mit  a*  +  $, 
und  setzen  wir  nachher  $ a*,  so  erhalten  wir  die  erste  der  fol- 
genden drei  Gleichungen: 

.      (a^  +  lW  +  rW+p)  ^ 

»  (6« -«■}(&«_«•) 


(3) 


Dies  gibt: 


und  deshalb 


l.i-'- 
l       *  «•  + 1 

l  der  Schreibweise  der  Gleichung  (2)  des  §  111: 
"V.  +  5    " 


"  +  !)(«■ +  <■)(«■  +  «) 

ei  ""*•»"+» 

31       *  o'  + 1 

, 

a*     .     2 

(4) 


(ä) 


V       1 1  (•■  +  «■  T  (»■  +  !)■  T  («'  +  1)' 
Wenn  wir  Gleichung  (2)  nach  6  differenzieren  und  nachher  8  —  X 
seteen,  so  erhalten  wir  die  erste  der  folgenden  drei  Gleichungen: 

ii      .(«'  +  ') »'  +  ')  («'  +  ») 

^  p-rtP-») 


1  .      4  («■  +  »)»■  +  »)(«■  +  ») 


V-4 


(.-iX.-ri 


(6) 


Die  übrigen  Gleichungen  der  Systeme  (3)  und  (6)  sind  der  Symmetrie 
gemäß  hingeschrieben  worden.1) 

1)  E§  tei  bemerkt,  daß  *,,  ä,,  a,   die  doppelten  Lote  vom  Koordinaten- 
antangtpnnU  aal'  die  Tangentialebenen  der  drei  Flachen  1,  fi,  v  bedeuten. 
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Setzen  wir  dies  in  Gleichung  (4)  des  §  111  ein,  so  finden  wir1): 

A*  —  s=^w=s[(c-»)((.,+»)*(»'+i)i(«,+l)*84r 
+(<-i)(O'+e)*(!',+f)V+i0*!;)" 

+  (j-(.)((»'  +  >')t(»,+  .0V+«)*!;)'>.(7) 

§  113.  Die  partikularen  Lösungen  der  transformierten  Gleichung 
A<p  —  0,  welche  sich  zuerst  darbieten,  sind  diejenigen,  in  denen  g>  eine 
Funktion  von  einer  der  Variablen  X,  (i,  v  allein  ist  Z.  B.  kann  <p  eine 
Funktion  von  X  allein  sein,  vorausgesetzt,  daß 

(«'  +  !)*(&•  +  J)  V  +  1)*  |f  -  konst 


*-«/\ 


0) 


A-{(«'  +  l)  (&"  +  *)  («■  +  !))*,  (2) 

wenn  die  additive  Eonstante,  welche  mit  q>  verknüpft  ist,  so  gewählt 
wird,  daß  g>  für  X  —  oo  verschwindet. 

In  dieser  Lösung,  welche  der  Lösung  <p  —  —  in  Kugelfunktionen 
entspricht,  sind  die  Äquipotentialflächen  die  konfokalen  EllipBoide, 
und  die  Bewegung  im  Baume  außerhalb  eines  derselben  (z.  B.  des- 
jenigen, für  welches  X  —  0)  ist  so  beschaffen,  als  wenn  sie  von  einer 
bestimmten  Anordnung  einfacher  Quellen  auf  dieser  herrührte.  Die 
Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Funkte  ist  durch  die  Formel 

gegeben.  In  einer  großen  Entfernung  vom  Koordinatenanfangs- 
punkt werden  die  Ellipsoide  X  Kugeln  vom  Radius  ]/I,  und  die  Ge- 
schwindigkeit wird  deshalb  gleich  — r,  wo  r  die  Entfernung  vom 
Ursprungspunkt  bezeichnet.  Auf  jeder  einzelnen  Äquipotentialfläche 
hängt  die  Geschwindigkeit  von  dem  Lote  ab,  welches  vom  Zentrum 
auf  die  Tangentialebene  gefällt  wird. 

Um  die  Verteilung  der  Quellen  auf  der  Fläche  X  =-  0  zu  finden, 
welche  die  vorhandene  Bewegung  in  dem  äußeren  Räume  hervor 
bringen  würden,  setzen  wir  für  q>  den  Wert  (1)  in  die  Formel  (11) 


1)  Vergl.  Lame*,  „Snr  lei  surfacea  isothermes  dans  lea  Corps  solides  homo- 
renes  en  equilibre  de  temperature",  Jowm.  de  ntath.  {Liouvi>.le\  2,  1B8T. 
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da  3  68,  und  ffir  <p'  (welches  sich  auf  den  inneren  Raum  besieht) 
-  den  konstanten  Wert 


<-cß 


w 


Die  betreffende  Formel  gibt  dann  ffir  die  Flächendichte  der  gesuchten 
Verteilung 

Die  Losung  (1)  kann  auch  als  eine  Darstellung  der  Bewegung  ge- 
deutet werden,  welche  von  einem  Wechsel  der  Dimensionen  des 
EUipsoides  herrührt,  derart,  daß  die  Oberfläche  sich  selbst  ähnlich 
bleibt,  and  die  Hauptachsen  ihre  Richtungen  behalten.    Wenn  wir 

ä    b  -f    * 

■eben,  so  lautet  die  Oberflächenbedingung  (4)  des  §  110: 

«s  mit  Gleichung  (3)  identisch  ist,  wenn  wir 

C  -  ikabe 
setaea 

Ein  besonderer  Fall  der  Formel  (5)  ist  der,  wo  die  Quollen 
uf  der  elliptischen  Lamelle  verteilt  sind,  für  welche  1  —  —  c*  und 
infolgedessen  «'  —  0.  Dies  ist  ffir  die  Elektrostatik  wichtig,  aber  für 
unseren  Standpunkt  gibt  ee  eine  interessantere  Anwendung  auf  das 
Fließen  durch  eine  elliptische  Öffnung.  Wenn  die  xy-Ebene  mit 
Ausnahme  des  Teiles,  der  von  der  Ellipse 


.£ 


=  1,    *-o 


eingeschlossen  wird,  aus  einer  dünnen  starren  Scheidewand  besteht, 
*o  haben  wir  in  den  vorausgehenden  Formeln  c  —  0  zu  setzen  und 
«hatten  . 

9-*äC A T-r,  (6) 

*o  die  obere  Grenze  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

ist,  and  das  negative  oder  positive  Toneichen  zu  nehmen  ist,  je 
ttchdem  der  Punkt,  für  den  qp  gesucht  wird,  auf  der  positiven  oder 
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negativen  Seite  der  xy-TShene  liegt  Die  beiden  Werte  von  <p  sind 
an  der  Öffnung  stetig,  wo  1  =  0.  Wie  vorher  ist  die  Geschwindig- 
keit in  großer  Entfernung  nahezu  gleich  —t  ■  Für  Punkte  in  der 
Öffnung  kann  die  Geschwindigkeit  unmittelbar  ans  den  Gleichungen  (6) 
und  (7)  gefunden  werden;  wir  können  nämlich  näherungsweise 


(i-S-0*. 


.               2 -AI* 
Sf äiT 


setzen,  da  1  klein  ist,  und  deshalb 


'-5- W--  w 

Dies  wird  an  dem  Hand  unendlich,  wie  zu  erwarten  war.  Der 
spezielle  Fall  einer  kreisförmigen  Öffnung  ist  bereite  auf  andere  Weise 
in  den  §§  102  und  108  gelöst  worden. 

§  114.  Wir  gehen  dazu  über,  die  Lösung  der  Gleichung  Atp  =  0 
zu  untersuchen,  die  im  Unendlichen  endlich  ist  und  für  den  Baum 
außerhalb  des  Ellipsoides  der  Lösung  <p  =  x  für  den  inneren  Baum 
entspricht.  Folgen  wir  der  Analogie  der  Kugelfunktionen,  so  können 
wir  versuchsweise 

9  -  x%  (!) 

nehmen,  was 

gibt,  und  fragen,  ob  dies  erfüllt  werden  kann,  indem  man  %  einer 
Funktion  von  A  allein  gleich  macht  Unter  dieser  Annahme  haben 
wir  nach  §  111: 

3Z  _  k  d*    \  Sx 
8x      *»  dl  '  ">  dl ' 

und  deshalb  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (6)  des  §  112: 

»»x      aW  +  W  +  ViH 
x'Bx      *   (z_«)(z_„)  dl 

Drückt  man  den  Wert  von  &%  durch  1  aus,  so  lautet  die  Glei- 
chung (2): 

((„> +  !)*(&' -M)V +  ')*»)'* <**  +  !)  («■+!)£, 

was  folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 


,iz,d=:X.OOg[e 
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Folglich  „ 

,-(//*--" 1,  (3) 

wo  die  willkürliche  Konstante,  welche  bei  der  zweiten  Integration 
auftritt,  wie  vorher  so  zu  wählen  ist,  daß  %  im  Unendlichen  ver- 
schwindet. 

Die  in  den  Gleichungen  (1)  and  (3)  enthaltene  Lösung  ge- 
stattet uns,  die  Bewegung  einer  im  Unendlichen  ruhenden  Flüssig- 
keit zu  finden,  welche  durch  die  Translation  eines  festen  Ellipsoides 
parallel  zu  einer  Hauptachse  hervorgebracht  wird.  Wenn  man  die 
gleiche  Schreibweise  wie  vorher  gebraucht  und  voraussetzt,  daß  das 
Ellipsoid  , 

S+S+S-1  w 

sich  parallel  zur  ar-Achse  mit  der  Geschwindigkeit  V  bewegt,  so  lautet 
die  Oberflächenbedingung: 

\l  —  V\l     «rl-O.  (5) 

Wir  schreiben  der  Kürze  halber: 

**fwihjv  "•-e6e8/'öp£W  r>-(,lefw¥m>  (6) 

WO  . 

a  -  ((<■'  +  l)  (&■  +  1)  («■  +  !))*;  (7) 

es  ist  zu  bemerken,  daß  diese  Größen  an,  /?„,  y0  reine  Zahlenwerte 
sind.     Die  Bedingungen  unserer  Aufgabe  werden  durch 


!*fw¥i. 


(8) 
erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

G-^-U.  (9) 

Wenn  das  Ellipsoid  sich  parallel  zur  y-  oder  «-Achse  bewegt,  kann 
die  entsprechende  Lösung  in  analoger  Weise  hingeschrieben  werden, 
und  durch  Superposition  erhalten  wir  den  Fall,  wo  das  Ellipsoid 
eine  beliebige  Translationsbewegung  ausführt.') 

1)  Diese  Aufgabe  wurde  zuerst  von  Green  gelöst:  „Researches  cm  tbe 
Vibration  of  Penduhrais  in  Fluid  Media",  Tram.  S.  S.  Edin.,  1888  {Math. 
Papers,  8.  816).  Die  Untersuchung  wird  bedeutend  abgekürzt,  wenn  wir  aus  der 
Theorie  der  Attraktion  sogleich  voraussetzen,  daß  die  Funtion  (8)  eine  Lösung 
von  A  <p  =  0  ist,  da  sie  (abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor)  die  x  Komponente 
der  Attraktion  eines  homogenen  Ellipsoides  auf  einen  äußeren  Punkt  darstellt. 

18* 


180  V.  Wirbrifrete  Bewegung  eine»  Flflwigkeit. 

In  einer  großen  Entfernung  rom  Anfangspunkt  ist  die  Formel  (8) 
gleichbedeutend  mit 

V-\C$,  (10) 

was  du  Geschwindigkeitspotential  einer  Doppolquelle  im  Ursprnngs- 
punkt  ist,  deren  Stärke  %xC  oder 

beträgt.    Yergl.  §  92. 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  wird  durofa 

iT  —  ,ffrgiS-i±-.,0>.ffM8 

gegeben,  wo  l  der  Kosinus  des  Winkels  ist,  welchen  die  Fläehen- 
normale  mit  der  «-Achse  einschließt.  De,  das  letzte  Integral  dem 
Volumen  des  Ellipsoides  gleich  ist,  so  haben  wir: 

sr-jJ^.  *«<..«,.  (7».  (ii) 

Der  Trägheitskoefuzient  ist  deshalb  gleich  dem  Bruchteile  sj1—  der 
ron  dem  festen  Körper  verdrängten  Masse.  Im  Falle  der  Kugel 
(a—b  —  e)  finden  wir  «^  =  ■$;  dies  gibt  für  den  Bruch  den  Wert  +. 
in  Übereinstimmung  mit  §  92.  Wenn  wir  b  —  e  setzen,  erhalten 
wir  den  Fall  eines  UmdrehungsellipBoides,  einschließlich  desjenigen 
einer  kreisförmigen  Scheibe  (wo  a  —  0).  Die  Übereinstimmung  mit 
den  Ergebnissen,  welche  durch  die  Methoden  der  §§  106,  106, 
108,  109  für  diese  Fälle  erhalten  worden  Bind,  kann  der  Leser 
leicht  bestätigen. 

%  IIA.     Wir   untersuchen    weiter,    ob   die    Gleichung   Ata  —  0 
durch 

V  -  VI  (1) 

erfüllt  werden  kann,  wo  %  eine  Funktion  Ton  X  allein  ist.  Dies  er- 
fordert, daß 

Nach  den  Gleichungen  (4)  nnd  (6)  des  §  112  ist  jetzt: 
y  d~)  +  .  3»       '*■  \1  dl  +  t  dl)  dl 


J(»'  +  l)(0'  +  !)(.■  +  >)/    1       .       1    \ii 


Rotation  «inen  Ellipsoidt». 

Bei  Substitution  in  Gleichung  (2)  finden  wir  nach  §  112  (7): 

n  i.g  {(«'  +  »)*(»■  +  «V  +  »*%}—  v±i  -  4r 

folglich: 

TW +ä)4'  (3) 


'"% 


wo  die  zweite  IntegrationHbonstaiite  wie  vorher  gewählt  ist 

Für  ein  starres  Ellipsoid,  welches  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit Äa  am  die  z-Achse  rotiert,  lautet  die  Oberflächenbedingung: 

Ü-M'§?-»ff)  w 

für  2  —  0.     Nehmen  wir  an,  daß !) 

»-0»'/(F+W+iiS'  W 

eo  finden  wir,  daß  die  Oberflächenbedingung  (4)  erfüllt  ist,  voraus- 
gesetzt, daß 

oder 

°-.»--o+y+^«,— A)«*^  (6) 

Die  Formeln  für  den  Fall  einer  Rotation  um  die  y-  oder  «-Achse 
können  in  analoger  Weise  hingeschrieben  werden.*) 
Die  Formel  für  die  kinetische  Energie  lautet: 

2T--pff<P^dS 

_  oCÄ„*  •  f dX  -  ■  ff(ny  -  me)yBdS, 

1)  Der  Ausdruck  (6)  unterscheidet  sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  von 
2*         2* 

wo  #  du  Gravi  tationspotential  eines  gleichförmigen  EUipsoides  anf  einen  äußeren 
Funkt  (x,  ]/,  2)  ist.  Da  A*  =  0,  so  folgt  leicht,  daß  das  obige  auch  eine  Lögung 
der  Gleichung  Ag>  =  0  ist. 

S)  Die  in  den  Gleichungen  (6)  und  (6)  enthaltene  Lösung  stammt  von 
Clebsch,  „Über  die  Bewegung  eines  Ellipsoides  in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit", 
OreÖw  Jowrn.,  62  und  58,  1866—67. 
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wo  (l,  m,  n)  die  RichtungskosinuHse  der  Normalen  des  Ellipsoides 
bezeichnen.     Das  letztere  Integral  ist 

-  /)  dx  dy  de  =  i  (6'  -  c1)  ■  i  %  ab, 

Folglich  finden  wir: 

Die  zwei  übrigen  Arten  Ton  Ellipaoidfunktionon  der  zweiten  Ord- 
nung, die  im  Urapruiigspunkt  endlich  sind,  werden  durch  den  Ausdruck 

pti  +  pSp  +  s-ts-1  <8) 

gegeben,  wo  0  eine  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

ST»  +  »q--,  +  ;.-+-,-«  0>) 

ist,  welche  die  Bedingung  dafür  darstellt,  daß  (8)  der  Gleichung  A<p  —  0 
genügen  soll. 

Das  Verfahren,  um  die  entsprechenden  Lösungen  für  den  äußeren 
Raum  zu  erhalten,  ist  in  dem  Buch  von  Ferrers  auseinandergesetzt. 
Diese  Lösungen  wurden  uns  gestatten,  die  Bewegung  anzugeben,  die 
in  der  umgebenden  Flüssigkeit  durch  Veränderung  der  Achsenlängen 
des  Ellipsoides  hervorgebracht  wird  unter  der  Bedingung  konstanten 
Volumens,  nämlich: 

;+v  +  !-°-  (10> 

Wir  haben  bereite  in  §  113  die  Lösung  für  den  Fall  gefunden,  daß 
das  Ellipsoid  sich  ausdehnt  oder  zusammenzieht,  wobei  es  sich  selbst 
ähnlich  bleiben  soll;  wir  können  somit  durch  Superposition  den  Fall 
einer  inneren  Begrenzung  erhalten,  welche  ihre  Lage  und  ihre  Dimen- 
sionen in  irgend  einer  beliebigen  Weise  ändert,  nur  mit  der  Be- 
dingung, daß  sie  immer  ein  Ellipsoid  bleibt.  Diese  Erweiterung 
der  von  Green  and  Clebsch  gefundenen  Resultate  wurde  zuerst  von 
Bjerknes  ausgeführt,  wenn  auch  in  einer  von  der  hier  angegebenen  ver- 
schiedenen Weise.1) 

§  116,  Die  Untersuchungen  dieses  Kapitels  haben  sich  fast 
ausschließlich  auf  den  Fall  kugel-  oder  ellipsenförmiger  Grenzflächen 
bezogen.  Selbstverständlich  können  Lösungen  der  Gleichung  Afp  =  0 
auf  mehr  oder  weniger  ähnliche  Weise  gewonnen  werden,  welche 
anderen  Formen  der  Grenze  entsprechen.  Die  Flache,  welche  vom 
Standpunkt  unseres  Gegenstandes   aus  zunächst  von  Interesse  ist,  ist 

i)  l  c,  3. 17g. 
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diejenige  des  Ringes  oder  Toms;  dieser  Fall  ist  durch  unabhängige 
Methoden  von  Hicks  und  Dyson  behandelt  worden.1)  Wir  können 
auch  auf  das  mathematisch  interessante  Problem  einer  kugelförmigen 
Schale  verweisen,  welches  von  Basaet  untersucht  worden  ist1)  Schließ- 
lich soll  auf  die  Untersuchungen  tod  Bjerknea  über  pulsierende  Kugeln 
hingewiesen  werden.*) 

1)  Hicks,  „On  Toroidal  Functions",  Phil.  Trans.,  1881;  Dyaon,  „On  the 
Potential  of  an  Anchor -Ring",  Phil.  Trans.,  1898;  siehe  auch  C.  Seumann, 
t  c,  S.  165. 

2)  „On  the  Potential  of  an  Eleotrified  Spherical  Bowl  etc.",  Proc.  Lond 
Math.  Soe.,  16,  1886;  Hydrodynamics,  Bd.  I,  S.  149. 

S)  Eine  vollständige  Darstellung  findet  sich  bei  V.  Bjerknes,  Vorlesungen 
über  hydrodynamische  Fernkräfte,  Leipzig  1900 — 03. 
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Sechstes  Kapitel. 

Über  die  Bewegung  fester  Körper  in  einer  Flüssigkeit 
(Dynamische  Theorie). 

§  117.  In  diesem  Kapitel  soll  das  interessante  Problem  der 
Bewegung  eines  oder  mehrerer  fester  Körper  in  einer  reibungslosen 
Flüssigkeit  untersucht  werden.  Die  Erforschung  dieses  Gegenstandes 
verdanken  wir  hauptsächlich  Thomson  und  Tait1)  sowie  Kirchhoff1). 
Der  Kardinalpunkt  der  Methoden,  die  von  diesen  Autoren  verwendet 
wurden,  besteht  darin,  daß  die  festen  Körper  und  die  Flüssigkeit  als 
ein  dynamisches  System  behandelt  werden,  und  daß  hierdurch  die 
mühsame  Berechnung  der  Flüssigkeitsdrucke  auf  die  Oberflächen  der 
Körper  vermieden  wird. 

Um  mit  dem  Falle  zu  beginnen,  daß  ein  einzelner  fester  Körper 
sich  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit  bewegt,  wollen  wir  zunächst 
annehmen,  daß  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  gänzlich  von  derjenigen 
des  festen  Körpers  herrührt,  und  daß  sie  deshalb  wirbelfrei  und  azyklisoh 
ist.  Einige  spezielle  Fälle  dieses  Problems  sind  gelegentlich  auf  den 
vorangehenden  Seiten  behandelt  worden,  und  es  ergab  sich,  daß  die 
ganze  Wirkung  der  Flüssigkeit  durch  eine  Vermehrung  der  Trägheit 
des  Körpers  dargestellt  werden  konnte.  Wir  werden  finden,  daß  das- 
selbe Resultat  allgemein  gilt,  vorausgesetzt,  daß  wir  den  Ausdruck 
„Trägheit"  in  einem  etwas  erweiterten  Sinne  brauchen. 

Unter  den  gemachten  Annahmen  ist  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keit durch  die  Existenz  eines  einwertigen  Geschwindigkeitspotentials 
ausgezeichnet,  welches  der  Kontinuitätsgleichung 

Ay-0  (1) 

genügt  und  außerdem  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt:  1.  Der 
Wert  von  — --,  wo  Sn  wie  gewöhnlich  ein  Element  der  Normalen 
in  einem  Punkte  der  Oberfläche  des  Körpers,  und  zwar  in  der  Richtung 
nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  zu,  bezeichnet,  muß  der  Gescbwin- 

1)  Natural  Philosoplty ,  %  820.  Weitere  Untersuchungen  von  Lord  Kelvin 
werden  spater  erwähnt  werden. 

2)  „Über  die  Bewegung  eines  Rotationskörper«  in  einer  Flüssigkeit",  Grelles 
Jovrn.,  71,  1869  {Gut.  Abh.,  S.  876);  Mechanik,  10.  Vorlesung. 
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digkeit  der  Oberfläche  in  diesem  Punkt  senkrecht  zo  sich  selbst 
gleich  sein,  and  2.  die  Differentialquotienten  ~ ,  ~,  -?  müssen  in 
unendlicher  Entfernung  von  dem  festen  Körper  in  jeder  Richtung 
vorschwinden.  Daß  die  letztere  Bedingung  notwendig  ist,  geht  daraus 
hervor,  daß  eine  endliche  Geschwindigkeit  im  Unendlichen  eine  un- 
endlich große  kinetische  Energie  zur  Folge  haben  würde,  die  durch 
endliche  Kräfte,  welche  für  eine  endliche  Zeit  auf  den  Körper  wirken, 
nicht  entstehen  kann.  Dies  ist  auch  die  Bedingung,  zu  der  wir 
gefDhrt  werden,  wenn  wir  annehmen,  daß  die  Flüssigkeit  in  ein 
unendlich  großes  und  auf  allen  Seiten  von  dem  bewegten  Körper 
unendlich  fernes  Gefäß  eingeschlossen  ist.  Denn  unter  dieser  An- 
nahme kann  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  aus  Stromfäden 
bestehend  gedacht  werden,  welche  an  der  Oberfläche  des  Körpers 
beginnen  und  endigen,  sodaß  der  gesamte  Fluß  durch  jede  endliche 
oder  unendliche  Fläche  in  der  Flüssigkeit  endlich  sein  muß,  weshalb 
die  Geschwindigkeit  im  Unendlichen  Null  ist. 

Es  ist  in  §  41  gezeigt  worden,  daß  unter  den  obigen  Bedingungen 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  eindeutig  bestimmt  ist. 

§  118.  Für  die  weitere  Untersuchung  der  Aufgabe  empfiehlt 
es  sich,  der  Methode  za  folgen,  die  von  Euler  in  die  Dynamik  starrer 
Körper  eingeführt  wurde,  und  ein  System  von  rechtwinkligen,  in  dem 
Körper  festen  Achsen  Ox,  Oy,  Oe  anzunehmen,  das  sich  mit  ihm 
bewegt.  Wenn  die  Bewegung  des  Körpers  in  einem  Augenblick 
durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  p,  q,  r  um  die  jeweiligen  Lagen 
dieser  Achsen  und  durch  die  Translationsgeschwindigkeiten  «,  v,  w 
des  Ursprungspunktes  parallel  zu  diesen  bestimmt  wird1),  so  können 
wir  nach  Kirchhoff 

V  —  «9>i  +  «V,  +  «"Vi  +PXi  +  QZt  +  rZi  (2) 

schreiben,  wo,  wie  sich  unmittelbar  ergibt,  a>,,  tpt,  <ptl  %t,  %%,  %t  ge- 
wisse Funktionen  von  x,  y,  e  sind,  welche  allein  durch  die  Form  und 
die  Lage  der  Oberfläche  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Koordinaten- 
achsen bestimmt  sind.  Wenn  nämlich  l,  m,  »  die  Bichtungskosinusse 
der  in  die  Flüssigkeit  gezogenen  Kormalen  in  einem  Punkte  der  Ober- 
fläche bezeichnen,   so   lautet  die  kinematische  Oberflächenbedingung: 

—  9^  ~ '  (**  +  a* —  rp)  +  m  C»  + rx  —  p')  +  n  (w  +  py  -  Qx)'-> 

folglich  finden  wir,  wenn  wir  den  Wert  (2)  für  91  einsetzen: 


1)  Wir  haben  die  Zeichen  u,  v,  w,  p,  9,  r  in  ihren  froheren  Bedeutungen  für 
je  tat  nicht  nötig. 
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—  d?i  __  j  _  d<Pi  _  _  3»»  _  i 

3»  '  2«  ~      '  3*i  ~ 

3z.  3*.       ,  du  7    I 

—  y„  "ny  ~  me>  —  "a   -  **  —  nxt  ~  a   -  mx  ~  ty  \ 

Da  diese  Funktionen  auch  der  Gleichung  (1)  genügen  müssen,  und 
da  ihre  Ableitungen  im  Unendlichen  Null  sind,  so  sind  sie  nach  §  41 
vollständig  bestimmt.1) 

%  110.  Wie  nun  auch  immer  in  irgend  einem  Zeitpunkt  die 
Bewegung  des  festen  Körpers  und  der  Flüssigkeit  sein  mag,  so  hätte 
sie  augenblicklich  von  der  Ruhe  aus  durch  eine  passende  „impulsive 
Seitraube"  erzeugt  werden  können,  die  auf  den  Körper  allein  wirkt.  Diese 
impulsive  Schraube  ist  nämlich  diejenige,  die  erforderlich  wäre,  um  die 
impulsiven  Drucke  auf  der  Oberfläche  aufzuheben  und  außerdem  die  tat- 
sächliche Bewegung  des  Körpers  zu  erzeugen.  Sie  heißt  nach  Lord  Kelvin 
der  „Impuls"  des  Systemes  in  dem  betrachteten  Zeitpunkt.  Es  soll 
bemerkt  werden,  daß  der  so  definierte  Impuls  nicht  mit  dem  ganzen 
Bewegungsmoment  des  Systems  als  identisch  zu  betrachten  ist,  welches 
in  dem  vorliegenden  Falle  allerdings  unbestimmt  ist.1)  Wir  gehen  dazu 
über,  zu  beweisen,  daß  der  Impuls  infolge  der  äußeren  Kräfte,  die  auf 
den  Körper  wirken,  sich  trotzdem  in  genau  derselben  Weiße  ändert, 
wie  das  Moment  eines  endlichen  dynamischen  Systems. 

Wir  wollen  zunächst  irgend  eine  tatsächliche  Bewegung  des  Körpers 
von  der  Zeit  t0  an  bis  zur  Zeit  £, ,  unter  dem  Einfluß  beliebig  gegebener 
Kräfte,  die  auf  ihn  wirken,  in  einer  endlichen  Flüssigkeitsmasse  be- 
trachten, welche  in  ein  festes  Gefäß  von  beliebiger  Form  eingeschlossen 
ist.  Wir  wollen  uns  vorstellen,  daß  die  Bewegung  von  der  Ruhe 
heraus  vor  der  Zeit  t$  erzeugt  sei,  und  zwar  durch  Kräfte  (gleichviel 
ob  stetige  oder  impulsive),  welche  auf  den  Körper  allein  wirken,  und 
daß  er  in  gleicher  Weise  nach  der  Zeit  (,  angehalten  werde.  Da  das 
Bewegnngsmoment  des  Systems  sowohl  am  Anfang  wie  am  Ende 
dieses  Vorganges  0  ist,  so  müssen  die  Zeitintegrale  der  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräfte,  zusammen  mit  dem  Zeitintegral  der  auf 
die  Flüssigkeit  von  dem  Gefäß  ausgeübten  Drucke,  ein  System  bilden, 
welches  sich  im  Gleichgewicht  befindet.  Die  Wirkung  dieser  letzteren 
Drucke  kann  nach  §  22  aus  der  Formel 

f-lf-^  +  ^O  (i) 

berechnet  werden.     Ein  Druck,  der  gleichförmig  auf  der  äußeren  Be- 


1)  Für  den  speziellen  Fall  der  Oberflache  eines  Ellipsoides  können  die  Werte 
am  den  Ergebnissen  der  §§  114  and  116  hingeschrieben  werden. 

2)  d.  h.  der  Versuch,  ihn    eh  berechnen,   fahrt  zu  „uneigentlichen"  oder 
„unbestimmten"  Integralen. 
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grenztmg  der  Flüssigkeit  ist,  hat  keine  resultierende  Wirkung;  folglich, 
da  tp  am.  Anfang  und  Ende  überall  konstant  ist,  ist  der  einzige  wirk- 
same Bestandteil  des  Integraldrockes  j  pdt  durch  den  Ausdruck 

-SlftfAt  (2) 

gegeben. 

Wir  kehren  jetzt  zur  ursprüngliche»  Form  unseres  Problems  zurück 
und  nehmen  an,  daß  die  Umgrenzung  unendlich  groß  und  in  jeder 
Richtung  von  dem  bewegten  Körper  unendlich  entfernt  sei.  Betrachtet 
man  die  Anordnung  der  Stromfäden  (vergL  §  36),  so  sieht  man  leicht, 
daß  die  Geschwindigkeit  q  der  Flüssigkeit  in  großer  Entfernung  r 
vom  Anfangspunkt  höchstens1)  von  der  Ordnung  -f  und  folglich  das 
Integral  (2)  von  der  Ordnung  -t  ist.  Da  die  Flächenelemente  der  Be- 
grenzung von  der  Ordnung  r*dö  sind,  wo  dm  einen  unendlich  kleinen 
Raumwinkel  bezeichnet,  so  werden  jetzt  die  Kraft  und  das  Kräfte- 
paar, welche  die  Wirkung  des  Integraldruckes  (2)  darstellen,  beide 
verschwinden.  Folglich  muß  derselbe  Satz  hinsichtlich  des  Zeitintegrales 
der  Kräfte  gelten,  die  auf  den  Körper  wirken. 

Wenn  wir  uns  jetzt  vorstellen,  daß  die  Bewegung  zur  Zeit  („ 
momentan  begonnen  und  zur  Zeit  t,  momentan  gehemmt  wurde,  so 
kann  das  erhaltene  Ergebnis  folgendermaßen  auegedrückt  werden: 

Der  „Impuls"  der  Bewegung  (im  Sinne  von  Lord  Kelvin)  zur 
Zeit  ij  unterscheidet  sich  von  dem  „Impuls''  zur  Zeit  t0  durch  das 
Zeitintegral  der  äußeren  Kräfte,  welche  auf  den  Körper  während  der 
Zeit  ü,  —  t0  wirken.1) 

Es  igt  zu  bemerken,  daß  obige  Erwägungen  im  wesentlichen 
ungeändert  bleiben,  wenn  der  einzelne  Körper  durch  eine  Anzahl  von 
Körpern  ersetzt  wird,  welche  überdies  elastisch  anstatt  starr  sein 
können,  und  sogar  dann,  wenn  die  Körper  durch  Flüssigkeitsmassen 
ersetzt  werden,  welche  sieh  in  Wirbeln  bewegen. 

§  120.  Um  das  obige  Resultat  mathematisch  auszudrücken, 
wollen  wir  annehmen,  daß  |j,  ij,£,  X,  (i,  v  die  Komponenten  der  Kraft 
und  des  Kräftepaares  seien,  welche  den  Impuls  bilden;  und  wir  wollen 
mit  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  in  gleicher  Weise  das  System  der  äußeren 
Kräfte  bezeichnen.  Die  gesamte  Veränderung  von  £,  ij,  g,  X,  (i,  v, 
welche  zum  Teil  von  der  Bewegung  der  Achsen,  auf  welche  sie  be- 


1)  Es  ist  tatsächlich  von  der  Ordnung  -j,  wenn,  wie  in  dem  betrachteten 
Falle,  der  gesamte  Fluß  nach  außen  0  ist. 

2)  Sir  W.  Thomson,  J.  c,  S.  89.     Die   obige  Art  der  Beweisführung  wurde 
dem  Verfasser  von  Prof.  Larmor  gütigst  mitgeteilt.  "\r\n\c> 

Digitizedoy       >  ^ 
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zogen  lind,  und  cum  Teil  von  der  Wirkung  der  äußeren  Kräfte  her 
rührt,  ist  dann  durch  folgende  Formeln  gegeben1): 


(i) 


Denn  zu  der  Zeit  t  +  St  bilden  die  bewegten  Achsen  mit  ihren 
Lagen  zur  Zeit  t  Winkel,  deren  Kosinasee 

(1,  rdt,  -qtf),     (—rät,  1,  ptf),     (qdt,  - pSt,  1) 

sind.     Folglich  gilt  parallel  zn  der  neuen  Lage  der  x-  Achse: 

l  +  H  -  I  +  V  ■  rtt  -  $  ■  qtt  +  X9t. 

Nehmen  wir  ferner  die  Momente  tun  die  nene  Lage  von  Ox,  und 
erinnern  wir  ans,  daß  0  um  die  Strecken  udt,  vSt,  w8t  parallel  zn 
den  Achsen  verschoben  wurde,  so  finden  wir: 

X  +  SX  —  l  +  ij  ■  w8t  —  t-vdt  +  p-rit~v-qit  +  LSt. 

Diese  Gleichungen,  zusammen  mit  den  analogen  Resultaten,  welche 
gemäß  der  Symmetrie  hingeschrieben  werden  können,  geben  die 
Gleichungen  (1). 

Wenn  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  finden  wir  sofort,  daß  diese 
Gleichungen  die  folgenden  Integrale  haben: 

%*  +  V*  +  ?  -  k°™t.  1 

Ai  +  ^+efc-konst.  ('  *•  ' 

welche  ausdrucken,  daß  resultierende  Kraft  und  resultierendes  Kräfte- 
paar des  Impulses  konstant  sind. 

§  131.  Es  erübrigt  sich  noch,  %,  jj,  £,  X,  (i,  v  durch  «,  v,  w,p,  q,  r 
auszudrücken.  Zunächst  sei  T  die  kinetische  Energie  der  Flüssig- 
keit, sodaß  _  _ 

2T „  jj  „|f  dS,  (1) 

wo  die  Integration  Ober  die  Oberfläche  des  bewegten  Körpers  zu  er- 
strecken ist.  Setzen  wir  den  Wert  von  tp  aus  Gleichung  (2)  des 
§  118  ein,  so  erhalten  wir: 

1)  Vergl.  Hayward,  „On  a  Direct  Method  of  Eetimnting  Telooitiea  Acoe- 
lerationB,  and  all  eimüar  Quantities,  with  respect  to  Aies  moveable  in  any  manner 
in  space".     Camb.  Tränt.,  10,  1858. 
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2T  -  A**  +  Bv*  +  Cht»  +  2A'c«?  +  23'wu  +  2C«e 
+  Pp»  +  Qtf"  +  Bf*  +  2PV  +  2Q,'rp  +  2B'j>j 

+2p(F»+G.+Hw)+2g(?'ii+6'«+H'»)+2r(P"«+e"»+H"»)| 

wo  die  21  Koeffizienten  A,  B,  C  usw.  gewisse  Konstanten  sind,  welch« 
durch  die  Form  und  Lage  der  Oberfische  hinsichtlich  der  Koordinaten 
aehsen  bestimmt  sind.     Also  ist  z.  B.: 

*— t«  ff  (■*%  +  *,%)  *s 

—  'ff  ■*%*»-->  ff*>£*s   >         <3> 

—  o  j  f  9, »  dS  —  0  f  f  <ftmdS 

r  —  'ff*  ä  dS  -  «ff"'  <•»  -  "•) as 

*o  die  Transformationen  von  der  Gleichung  (3)  des  §  118  abhängen, 
und  von  einem  besonderen  Falle  des  Greenschen  3atzes  (§  44,  Glei- 
chung (2)).  Diese  Ausdrücke  für  die  Koeffizienten  sind  von  Kirchhoff 
gegeben. 

Die  tatsächlichen  Werte  der  Koeffizienten  in  dem  Ausdruck  für 
2T  sind  im  vorausgehenden  Kapitel  für  den  Fall  des  Ellipsoides 
gefunden  worden;  wir  haben  nämlich  aus  den  §§  114  und  115 


•i~-**<K*K 


(S'-eVd'.-ft) 
~  *t(b*- <:*)  +  &' +  c*)(ßt - 


iapaic,  (4) 


mit  ähnlichen  Ausdrücken  für  B,  C,  Q,  R.  Wie  sofort  klar  ist, 
Tersehwinden  in  diesem  Falle  die  übrigen  Koeffizienten.  Wir  be- 
merken, daß 

A-B-(,-^-M  ■**<"•*-'  <» 

»daß  A  < B  <  C,  wenn  a^b^e,  wie  zu  erwarten  war. 

Die  Formeln  für  ein  Umdrehongsellipsoid  können  hieraus  ab- 
geleitet werden,  wenn  man  b  =•  c  setzt;  sie  können  auch  unabhängig 
durch  das  Verfahren  der  §§  104—109  erhalten  werden.  Für  eine 
kreisförmige  Lamelle  (a  —  0,  b  —  e)  haben  wir  z.  6. : 

A-*0C»,     P-0 

B-0,  ft-go«8     •  (6) 

C-0.         R-goc* 
Die  kinetische   Energie  1\  des  Körpers  allein  wird  durch  einen 
Ausdruck  Ton  der  Form 
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2T,  =  m  (u1  +  *»  +  W*)  | 

+  2m  { «(er  —  wg)  +  ß(wp  —  ur)  +  y(ttg  —  vp)  J     ] 

gegeben.  Darum  ist  die  gesamte  Energie  T  +  T,  des  Systems,  welche 
wir  mit  T  bezeichnen  werden,  durch  einen  Ausdruck  von  derselben 
allgemeinen  Form  wie  in  Gleichung  (2)  gegeben,  nämlich: 

+  Ppt+Qq>  +  Ilr*  +  2P'qr  +  2$rp  +  2Kpq  U) 

+2p(Fu+Gv+Ew)+2q(F'it-\-G'v+S'w)  +  2r{F"u+G"v+H"w)\ 

wo  die  Koeffizienten  mit  gleichartigen  Buchstaben  gedruckt  sind,  ob- 
wohl sechs  von  ihnen  natürlich  dieselben  Werte  wie  in  Gleichung  (2) 
haben. 

§  122.  Die  Werte  der  verschiedenen  Komponenten  des  Impulses, 
ausgedrückt  durch  die  Geschwindigkeiten  u,  v,  w>,  p,  q,  r,  können  jetzt 
durch  eine  bekannte  Methode  der  Dynamik  gefunden  werden.1)  Wir 
nehmen  an,  daß  ein  System  von  unbestimmt  großen  Kräften  (X,  Y,  Z, 
L,  M,  N)  für  eine  unbestimmt  kurze  Zeit  %  auf  den  Körper  wirkt, 
sodaß  der  ImpulB  (£,  ij,  t,  X,  p,  v)  in  den  Wert  (g  +  dg,  ij  +  6% 
t  +  ö£,  *  +  ÜX,  p  +  dp,  v  +  dv)  übergebt.  Die  von  der  Kraft  X 
geleistete  Arbeit,  nämlich 


f* 


J  Xu  dt, 
liegt  zwischen 

%  f  Xdt     und     m,  /  Xdt, 

wo  w,  und  u,  die  größten  und  kleinsten  Werte  von  u  während  der 
Zeit  t  sind,  d.  h.  sie  liegt  zwischen  «,#£  und  u,d£.  Wenn  wir  jetzt 
die  Annahme  einführen,  daß  S%,  ärj,  °t>  di,  dp,  Sv  unendlich  klein 
sind,  so  sind  u,  und  w,  jedes  gleich  «,  und  die  geleistete  Arbeit 
ist  ud£.  Auf  dieselbe  Weise  können  wir  die  Arbeit  berechnen,  welche 
von  den  übrigen  Kräften  und  Kräftepaaren  geleistet  wird.  Das  ge- 
samte Ergebnis  muß  dem  Zuwachs  der  kinetischen  Energie  gleich 
sein,  folglich: 
»d|  +  vdrj  +  wdf;  +pSX  +  qdft  +  r8v 

'_ -»r-f>+ff»'+fs»»+ff*>+if'«  +  §;Mi> 

1)  Siehe  Thomson  und  Tait,  Natural  Philosoph)/,  6  818,  oder  Maxwell, 
Ekctricity  and  Magnetim,  W.  Teil,  Kap.  V. 
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Wenn  jetzt  die  Geschwindigkeiten  in  irgend  einem  gegebenes  Ver- 
hältnis geändert  werden,  so  werden  die  Impulse  sich  in  demselben 
Verhältnis  ändern.    Wenn  wir  dann 


VJI  Df[  VT  , 


?n,  SO  folgt,  daß 


ti      **L      *£      ii 


-"-*. 


£ 

Setzen  wir  dies  in  Gleichung  (1)  ein,  so  finden  wir: 
*5  +  «V  +  «6  +  J>*  +  9(*  +  rv 

di  T  eine  homogene  Funktion  zweites  Grades  ist.  Führen  wir  jetzt 
die  willkürliche  Variation  ö  an  dem  ersten  und  letzten  Gliede  der 
Gleichung  (2)  aus,  und  lassen  wir  die  Glieder  weg,  welche  sich  nach 
Gleichung  (1)  aufheben,  so  finden  wir: 

£du  +  yiv  +  gdw  +  X8p  +  (t6q  +  vSr  -  ST. 
Da  die  Variationen  du,  Sv,  8w,  8p,  8q,  ör  alle  unabhängig  sind,  gibt 
dies  die  verlangten  Formeln: 

i-  " 


dT  dT 

■ff    f-a 

dT  ST 


(3) 


D»  5,  i],  J,  ■  ■  ■  lineare  Funktionen  von  u,  v ,  w,  ■  ■  ■  sind,  so  ist 
in  beachten,  daß  die  letzteren  Größen  auch  als  lineare  Funktionen  der 
enteren  ausgedrückt  werden  können,  und  deshalb  T  als  eine  homo- 
gene Funktion  zweiten  Grades  der  Größen  |,  t],  %,  X,  p,  v  betrachtet 
«erden  kann.  Wenn  T  in  dieser  Weise  ausgedrückt  ist,  so  wollen 
wir  es  mit  T  bezeichnen.  Die  Gleichung  (1)  gibt  dann  sogleich; 
%äi  +  vüf)+v>di+pdX  +  qdft+  r8v 


infolgedessen 

32*  ,fc  ,  ST  .     ,  82*  .«  .  32"  .,   .  32"  »     .  dT  , 
ZT                ST  i 

"-W    »-ST] 

.      dT                dT  1                                      ... 
"-"ST'      «-T?f-                                   W 

33"                32" 

Diese  Formeln  sind  in  gewisser  Weise  den  Gleichungen  (3)  reziprok. 
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Wir  können  das  letzte  Resultat  verwenden,  am  ein  anderes 
Integral  denjenigen,  die  in  §  120  gefunden  sind,  hmzuBufftgeu,  falls 
keine  äußeren  Kräfte  wirken.     Es  ist  nämlich 


—$  +  —  +  —  +  ,■£  +  -  +  -, 

was  nach.  Gleichung  (1)  des  §  130  identisch  verschwindet.  Wir  haben 
daher  die  Energiegleichung 

T-konst  (5) 

§  138.    Wenn  wir  in  die  Formel  (3)  die  Schreibweise  des  §  121 
einfahren  und 

T  —  T  +  T, 

setzen,  so  ist  ans  der  Dynamik  starrer  Körper  bekannt,  daß  die 
Glieder,  die  von  TL  herrühren,  das  Bewegung«-  und  Drehungsmoment 
des  Körpers  selbst  bedeuten.  Daher  müssen  die  übrigen  Glieder,  die 
von  T  herrühren,  das  System  der  impulsiven  Drucke  darstellen,  welche 
von  der  Oberfläche  des  Körpers  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübt  werden, 
wenn  die  vorausgesetzte  momentane  Erzeugung  der  Bewegung  aas 
der  Ruhe  heraus  stattfindet. 

Dies  ist  leicht  zu  bestätigen.     Z.  B.  ist  die  ^-Komponente  des 
obigen  Syetemes  impulsiver  Drucke  gleich 

ff 99*8—9 ff,**  U 

-  Au  +  Ci>  +  B'u!  +  Vp  +  Tq  +  V"r  =  |£  (6) 

gemäß  der  Formeln  der  §§  118  und  121.  Analog  ist  das  Moment 
der  impulsiven  Drucke  um  die  Achse  Ox 

jyio>(ny  -  me)dS ffjtp  |*  dS 

-  P«  +  G«  +  Hw  +  Pp  +  B'g  +  QV  -  ||-     (7) 

§  124.    Die  Bewegungsgleichungen  können  jetzt  folgendermaßen 
geschrieben  werden1): 


1)  Siehe  Kitchhoff,  l  c,  8.  184;  ferner  Sir  W  Thomson,  „Hjdrokuietie 
Solntions  and  Observation b",  Phil.  Mag.,  November  1871  (abgedruckt  in  den 
BaUimort  Lectura,  Cambridge  1904,  S.  884). 
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BT 


dT  , 


d_äT 
dt  dp 
d  BT 

dt  dq 

d^dT 

dt  dr 


Betiehungen  zwischen  Energie  und  Impuli. 

+  x 
+  r 
+  z 


d  £T_ 
dt  du 
££T  _ 
dt  3v  " 

LH. 

dt  d«  - 


."T 


8T 


010 


'  a* 


:  8p 


(1) 


Wenn  wir  hierin  T  =■  T  |  H1  setzen,  nnd  dio  Glieder,  die  von  T 
stammen,  isolieren,  so  erhalten  wir  Ausdrücke  für  die  Kräfte,  welche 
durch  den  Druck  der  umgebenden  Flüssigkeit  auf  den  bewegten  Körper 
amigeübt  werden;  z.  B.  ist  die  gesamte  Komponente  Z  des  FlÜssigkeita- 
druckes  parallel  zur  x-  Achse: 

Y--*?l  BT_     BT  m 

und  du  Moment  L  derselben  Drucke  um  die  ar- Achse  ist1): 

L TttP'  +  wBl,-vdw  +  rH-*W  w 

Wenn  z.  B.  der  feste  Körper  gezwangen  wird,  sich  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  («,  v,  vi)  ohne  Rotation  zu  bewegen,  so  haben  wir: 

X-Y-Z-O, 

3T  0T 


L  —  w 
M-u 

N-v 


2T 


ST 


(4) 


2T  — A^  +  Bo'  +  Cw* +  2A'ew  +  2B'wii  +  2Cuo. 

Die  Flusaigkeitsdrncke  reduzieren  sich  also  auf  ein  Kräftepaar,  welches 

Überdies  verschwindet,  wenn: 


1)  Wenn  dio  Formen  dieser  Ausdrücke  einmal  bekannt  find,  wiit  m  nicht 
•dnra,  rö  durch  direkte  Rechnung  an«  der  Druckgleichung  (i)  des  §  30  an  be- 
rtttgen.  Siehe  Lamb,  „On  the  Forces  experienoed  by  a  Solid  moving  through 
*  Uqnid",  Quart.  Jottrn.  Math.,  19,  188S. 
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d.  h.,  wenn  die  Geschwindigkeit  (u,  v,  tc)  die  Richtung  einer  Haupt- 
■achne  des  Ellipsoides 

Ä.3?  +  By*  +  C**  +  2 k'ye  +  2Vex  +  2Ca:y  -  konst         (5> 
hat. 

Es  gibt  also,  wie  zuerst  von  Kirchhoff  bemerkt  wurde,  für  einen 
jeden  festen  Körper  drei  zueinander  senkrechte  Richtungen  per- 
manenter Translation;  d.  h.  wenn  der  Körper  parallel  zu  einer  von 
diesen  Richtungen  ohne  Rotation  in  Bewegung  gesetzt  und  sich  selbst 
überlassen  wird,  so  wird  er  sich  beständig  in  dieser  Weise  bewegen. 
Es  ist  klar,  daß  diese  Richtungen  allein  durch  die  Gestaltung  der 
Oberfläche  des  Körpers  bestimmt  sind.  Es  soll  jedoch  bemerkt  werden, 
daß  der  Impuls,  der  nötig  ist,  um  eine  dieser  permanenten  Trans- 
lationsbewegungen zu  erzeugen,  sich  im  allgemeinen  nicht  auf  eine 
einfache  Kraft  reduziert;  wenn  z.  B.  die  Koordinatenachsen  der  Ein- 
fachheit halber  so  gewählt  sind,  daß  sie  den  drei  fraglichen  Richtungen 
parallel  sind,  sodaß 

A'  -  B  -  C  -  0, 

so  haben  wir  der  Bewegung  w  allein  entsprechend 
|  -  Au,      X  =  Fu, 
ij  —  0,         (i  =  F'u, 
l  _  o,         v  -  F"u, 
sodaß  der  Impuls  aus  einer  Schraube  von  der  Ganghöhe  —r  besteht 
Bei    derselben  Wahl    der    Achsen    sind    die    Komponenten    des 
Kräftepaares,  welches   den  Flüssigkeits drucken  auf  den  Körper  äqui- 
valent ist,  im  Falle  einer  gleichförmigen  Translation  (u,  v,  w): 
L-(B-C)pw| 

K-(G-A)w*  ■  (6) 

N~(A-B)wvl 
Wenn  wir  daher  in  dem  Ellipsoid 

Aa^  +  Bj»  +  C*1  =  konst.  (7) 

einen  Radiusvektor  r  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  («,  e,  w) 
ziehen  and  das  Lot  h  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangentialebene  des 
Endpunktes  von  r  fällen,  so  ist  die  Ebene  des  Kräftepaares  diejenige 
von  h  und  r,  seine  Größe  ist  proportional  zu  -=-  sin  (ä,  r),  und  sein 
Bestreben  ist,  den  Körper  in  der  Richtung  von  h  nach  r  zu 
drehen.  Wenn  also  die  Richtung  von  («,  v,  w)  nur  wenig  von  der 
z- Richtung  abweicht,  so  ist  es  das  Bestreben  des  Kräftepaares,  die 
Ablenkung  zu  verringern,  wenn  A  die  größte,  und  zu  vermehren, 
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wenn  A  die  kleinste  der  drei  Größen  A,  B,  C  ist,  während  in  dem 
Falle,  daß  A  zwischen  B  und  C  liegt,  die  Sache  von  der  relativen 
Lage  von  r  zu  den  kreisförmigen  Querschnitten  des  obigen  Ellipsoides 
abhängt.  Es  folgt  dann,  daß  von  den  drei  permanenten  Translationen 
nnr  eine  einzige  völlig  stabil  ist,  nämlich  diejenige,  welche  dem 
größten  der  drei  Koeffizienten  A,  B,  G  entspricht.  Z.  B.  ist  die  ein- 
zige stabile  Richtung  für  die  Translation  eines  Ellipsoides  diejenige 
der  kleinsten  Achse;  vergleiche  §  121. 'j 

§  136.  Die  obigen  stationären  Bewegungen  sind  zwar  die  ein- 
fachsten, aber  nicht  die  einzigen,  die  der  Körper  ausfuhren  kann, 
wenn  keine  äußeren  Kräfte  wirken.  Die  jeweilige  Bewegung  eines 
Körpers  in  einem  Augenblick  besteht  nach  einem  wohlbekannten 
Satze  der  Kinematik  aus  einer  Drehung  um  eine  gewisse  Schraube; 
und  die  Bedingung,  daß  diese  Bewegung  permanent  sei,  ist  die,  daß 
die  Lage  des  Impulses  (welcher  im  Räume  fest  ist)  in  Bezug  auf  den 
Körper  nicht  geändert  werden  darf.  Dies  erfordert,  daß  die  Achsen 
der  Schraube  und  des  entsprechenden  Impulses  zusammenfallen.  Da 
die  allgemeinen  Gleichungen  einer  geraden  Linie  vier  unabhängige 
Konstanten  enthalten,  gibt  dies  vier  lineare  Beziehungen,  welche  durch 
die  fünf  Verhältnisse  w  :  v  :  w  :  p  :  q  :  r  befriedigt  werden  müssen.  Es 
existiert  also  unter  den  betrachteten  Umständen  für  jeden  Körper 
ein  einfach  -unendliches  System  von  möglichen  stationären  Bewegungen. 

Unter  den  stationären  Bewegungen  kommen  an  Wichtigkeit  die- 
jenigen den  drei  permanenten  Translationen  am  nächsten,  für  welche 
der  Impuls  sich  auf  ein  Kräftepaar  reduziert.  Die  Gleichungen  (1) 
des  §  120  zeigen,  daß 

6-1J-S-0 
und 

X,  ft,  v  konstant 

sein  können,  vorausgesetzt,  daß 

p  q  r  W 

Wenn  die  Koordinatenachsen  die  speziellen  Richtungen  haben,  die  im 
vorigen  Paragraphen  angedeutet  sind,  so  geben  uns  die  Bedingungen 

S-i-S-0 

sogleich  u,  v,  w  durch  p,  q,  r  ausgedrückt,  nämlich: 


1)  Die  physikalische  Ursache  dieses  Streben  B  eines  Körpern  von  Sicher 
Form,  lieh  mit  der  Breitseite  gegen  die  relative  Strömung  zu  stellen,  ist  in  der 
Figur  auf  S.  108  deutlich  dargestellt.  Eine  Anzahl  interessanter  praktischer 
Beispiele  ist  von  Thomson  und  Tait,  §  836,  gegeben. 

IS*"11"-1 
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„ Fp  +  F'q  +  F"T  Gp+G'q+0-r  gp  +  g'g 


Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Ausdrücke  für  k,  p,  v  ein,  die  aus 
Gleichung  (3)  des  §  122  erhalten  werden,  so  finden  wir: 

c-if  ■  m 

vorausgesetzt,  daß 

2e(p,  q,  r)-  W+  Qq>  +  «r>+  2P'irr  +  2<S'rj>  +  2B'M,    (4) 
wo  die  Koeffizienten  durch  Formeln  folgender  Art  bestimmt  werden: 

V       r        A         B         C  *     *        r  Ä  B  5  W 

Die  Formeln  gelten  für  jeden  Fall,  in  dem  die  Kraftkomponente  des 
Impulses  verschwindet  Fahren  wir  die  Bedingungen  (1)  der  statio- 
nären Bewegung  ein,  so   sind  die  Verhältnisse  p  :  q:  r  aus  den  Glei- 


$p  +Vq  +  Wr  —  tp\ 

»>  +  $?  + JTr  -  *«  (6) 

typ  +  P'?  +  Ä*"  —  *'  J 

zu  bestimmen.     Die   Form   dieser  Gleichungen  zeigt,   daß  die  Linie, 
deren  RichtungBverhältnisBej^tjir  sind,  einer  Hauptachse  des  Ellipsoides 

©  (je,  y,  i)  —  konst  (7) 

parallel  sein  muß.   Es  gibt  also  drei  permanente  Schraubenbewegungen, 
die  so  beschaffen  sind,  daß  die  entsprechende  impulsive  Schraube  sieb, 
in  jedem  Falle  auf  ein  Kräftepaar  allein  reduziert    Die  Achsen  dieser 
drei  Schrauben   stehen  rechtwinklig  aufeinander,   schneiden  sich  al 
im  allgemeinen  nicht. 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  daß  die  Bewegung  in  all' 
vollständig  bestimmt  werden  kann,  wo  der  Impuls  sich  au1' 
paar   allein  reduziert.     Es  ist  passend,  den  Ursprung 
legen,  während  man  dieselben  Achsenrichtungen  b*1' 
der  Ursprung  nach  einem  Punkte  (x,  y,  t)  verlc- 

u  +  ry  —  qe 

v  +pa  —  r 

te  +  qx  —  pt, 
für  «,  v,  w  bzw.  schreibt    Der  Koeffizient  von  ; 


,y  Google 


Impulsiv«  Ki&ftoputr. 


für   die  kinetische  Energie,  §  121  (8),  wird 
ron  2  »3  wird  Cx  +  H',  nsw.    Wenn  wir  daher 
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Bx  +  G'",  derjenige 


l  /<? 


1  /.ff        JP\  1  lF'        Q\       ,„.. 


nehmen,  so  werden  die  Koeffizienten  in  dem  transformierten  Ausdruck 
rar  2  T  den  Beziehungen 


9) 


genfigen.  Wenn  wir  die  Werte  dieser  Paare  gleicher  Größen  durch 
a,  ß,  y  bezeichnen,  so  können  die  Formeln  (2)  folgendermaßen  ge- 
schrieben werden: 


(10) 


2Vip,q,r)-^p>  +  ^q,  +  ^r1  +  2aqr  +  2ßrp  +  2ypq.      (11) 

Man  kann  sieb  die  Bewegung  des  Körpers  in  jedem  Angenblick 
aas  zwei  Bestandteilen  zusammengesetzt  vorstellen,  nämlich  ans  einer 
Translation,  die  derjenigen  des  Koordinatenanfangspunktes  gleich 
ist,  und  aus  einer  Rotation  um  eine  augenblickliche  Achse,  die  durch 
den  Anfangspunkt  geht  Da  £  =  jj  =  £  =  0,  so  ist  der  letztere  Teil 
durch  die  Gleichungen 


=  pv  —  rk, 


=  qX-pp 


zu  bestimmen,  welche  ausdrücken,  daß  der  Vektor  (X,  p,  v)  der  Größe 
nach  konstant  ist  und  im  Räume  eine  feste  Richtung  hat.  Durch 
Einsetzen  aus  Gleichung  (3)  erhalten  wir: 


(12) 


Diese  sind  der  Form  nach  mit  den  Bewegungsgleichnngen  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  identisch,  sodaß  wir  die  be- 
kannte Poinsotsche  Lösung  des  letzteren  Problems  anwenden  können. 


dt  dp 

-'  n 

d  dB 

de 

dt  8q 

'V—T 

d  de 

de 

dtdr  ' 

-*TTp 

198  VI.  Über  die  Bewegung  fetter  Körper  in  einer  Flüssigkeit. 

Die  Rotationsbewegung   des  Körpers   wird  erhalten,   wenn   man  das 
Ellipsoid  (7),  welches  im  Körper  fest  ist,  auf  einer  Ebene 

Xx  +  fit/  +  ve  =  konst 
rollen  läßt,  welche  im  Räume  fest  ist,  und  zwar  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit, welche  der  Länge  OJ  des  Radiusvektors  proportional 
ist,  der  vom  Ursprungspunkt  nach  dem  Berührungspunkt;  J  gezogen 
ist.  Die  Darstellung  der  wirklichen  Bewegung  wird  vervollständigt, 
wenn  man  dem  ganzen  System  des  rollenden  Ellipsoides  und  der 
Ebene  eine  Tranalationsgeschwindigkeit  erteilt,  deren  Komponenten 
durch  Gleichung  (10)  gegeben  sind.  Diese  Geschwindigkeit  hat  die 
Richtung  der  Normalen  OM  zur  Tangentialebene  der  Fläche  zweiten 
Grades 

*(»,«,*) *>  (13) 


der  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers.  Wenn  OJ  nicht  die  Fläche 
(13)  trifft,  sondern  die  zugeordnete  Fläche  zweiten  Grades,  die  durch 
Vertausch  ung  des  Vorzeichens  von  s  erhalten  wird,  so  ist  der  Rich- 
tungssinn  der  Translationsgeschwindigkeit  umzukehren. ') 

§  136.  Das  Problem,  die  Bewegungsgleichungen  eines  Körpers 
im  allgemeinsten  Falle  zu  lösen,  hat  die  Aufmerksamkeit  verschiedener 
Mathematiker  auf  sich  gelenkt,  aber  wie  es  bei  der  Kompliziertheit 
der  Frage  zu  erwarten  war,  ist  die  physikalische  Bedeutung  der 
Resultate  nicht  leicht  zu  erfassen.1) 

Im  folgenden  wollen  wir  zunächst  untersuchen,  welche  Verein- 
fachungen in  der  Formel  für  die  kinetische  Energie  für  spezielle 
Gattungen  von  Körpern  eintreten,  und  wir  wollen  dann  dazu  übergeben, 
einige  Aufgaben  von  besonderem  Interesse  zu  erörtern,  welche  sich 
ohne  mathematische  Schwierigkeiten  behandeln  bissen. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  enthält,  wie 
wir  gesehen  haben,  21  Koeffizienten,  aber  durch  spezielle  Wahl  der 
Koordinatenachsen  nnd  des  Crsprungspunktos  können  diese  auf  15 
reduziert  werden.*) 


1)  Der  Inhalt  diese«  Paragraphen  ist  folgender  Arbeit  entnommen:  Lainb, 
„Od  the  Free  Motion  of  a  Solid  through  an  Infinit«  Haas  of  Liqnid",  Proc. 
Land.  Math.  Soc.,  8,  1811.  Ähnliche  Resultate  wurden  unabhängig  von  Craig 
erhalten:    „The  Motion  of  a  Solid  in  a  Fluid",  Amer.  Journ.  of  Math.,  2,  1819. 

S)  Literaturnachweise  liehe  bei  Wien,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  Leipzig 
1900,  S.  164. 

8)  Tergl.  Clebach,  „über  die  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüssigkeit", 
Math.  Ann.,  8,  S.  238,  1870.  Diese  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  „reziproken" 
Form  der  Bewegnngsgleichtmgen,  die  erhalten  wird,  wenn  man  aus  Gleichung  (4) 
des  §  18!  in  Gleichung  (11  des  §  ISO  einsetzt. 

Difi  I  --<!  -V       '  ^ 
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Die  am  meisten  symmetrische  Weise,  den  allgemeinen  Ausdruck 
zu  schreiben,  ist  i 


2T-Au*+Bv1+Cwt+2AJvu>  +  2Bv>u+2Cuv 
+  Pp'+  Qq*  +  Br*+  SP'gr  +  2  (jfrp  +  2Bpq 
+  2  Lup  +  2  Mvq  +  2  Nwr 

+  2F(vr  +  wq)  +  2  G(wp  +  ur)  +  2S(uq  +  vp) 
+  2F'(vr-u>q)  +  2  G'  (wp  -  ur)  +  2  H'  (ug  -  vp).  (1) 

Wir  haben  gesehen,  daß  wir  die  Achsenrichtungen  so  wählen 
können,  daß 

A'-B'-C'-Q, 

und  es"  kann  leicht  bewiesen  werden,  daß  wir  ferner  durch  eine  Ver- 
schiebung des  UrsprungspunkteB 

jr-ff'-jr—o 

machen  können.  Wir  wollen  hinfort  annehmen,  daß  diese  Verein 
fachnsgen  bereits  bewirkt  sind. 

1.  Wenn  der  Körper  eine  Symmetrie-Ebene  hat,  so  erhellt  aus 
der  Lage  der  relativen  Stromlinien,  daß  eine  Translation  senkrecht 
zu  dieser  Ebene  eine  der  permanenten  Translationen  des  §  124  sein 
muß.  Wenn  wir  diese  Ebene  als  xy-Ebene  nehmen,  so  ist  weiter 
ersichtlich,  daß  die  Energie  der  Bewegung  ungeändert  bleiben  muß, 
wenn  wir  die  Vorzeichen  von  u>,  p,  q  umkehren.  Dies  erfordert,  daß 
P',  Q',  L,  M,  N,  II  verschwinden.  Die  drei  Schraubungen  des  §  125 
sind  jetzt  reine  Rotationen,  aber  ihre  Achsen  schneiden  sich  im  all- 
gemeinen nicht 

2.  Wenn  der  Körper  eine  zweite  Symmetrie-Ebene  senkrecht  zur 
ersteren  hat,  nehmen  wir  diese  als  ««-Ebene.  Wir  finden,  daß  in 
diesem  Falle  auch  BS  und  G  verschwinden,  sodaß 

2T=Aut+Bv*+Cw»+Pp*+Qq'  +  Br'+2F(vr  +  v>q).    (2) 

Die  x-Achse  ist  die  Achse  einer  der  permanenten  Rotationen,  und 
diejenigen  der  beiden  anderen  schneiden  sie  rechtwinklig,  wenn  auch 
nicht  notwendig  in  demselben  Punkt. 

3.  Wenn  der  Körper  eine  dritte  Symmetrie-Ebene  senkrecht  zu 
den  beiden  ersteren  hat,  z.  B.  die  y^-Ebene,  so  haben  wir: 

2T~Au>  +  Bv*  +  C«t  +  Pp>+  Qq*  +  Br*.  (3) 

4  Kehren  wir  zu  No.  2  zurück,  so  bemerken  wir,  daß  im  Falle  eines 
Umdrehungskörpers  um  die  x-Achse  der  Ausdruck  für  2T  ungeändert 
bleiben  muß,  wenn  wir  «,  q,  —  w,  —  r  für  w,  r,  v,  q  schreiben,  da 
dies  mit  einer  Rotation  der  y-  und  z -Achse  um  einen  rechten  Winkel 
gleichwertig  ist     Folglich  ist 

Digmzedoy      >  ^ 
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B-C,     Q-B,    F~0, 
und  deshalb 

2r-^»>+B(«'+«.1)  +  P?'+«b'+H).  (4) 

Dieselbe  Redaktion  gilt  in  einigen  anderen  Fällen,  z.  B.  wenn 
der  Körper  ein  gerades  Prisma  ist,  dessen  Querschnitt  irgend  ein 
reguläres  Polygon  bildet.1)  Dies  erhellt  sogleich  aus  der  Erwägung, 
daß  es  unmöglich  ist,  den  y-  und  a-Achsen  irgend  welche  eindeutig 
bestimmten  symmetrischen  Richtungen  zuzuschreiben,  wenn  die  «-Achse 
mit  der  Achse  des  Prismas  zusammenfällt. 

5.  Wenn  im  letzten  Falle  die  Form  des  Körpers  in  einer  ähn- 
lichen Beziehung  zu  jeder  der  Koordinatenebenen  steht  (z,  B.  eine 
Kugel  oder  ein  Würfel),  so  nimmt  der  Ausdruck  (3)  folgende  Form  an: 

2 T -  A(u*+  v*+  w*)  +  P(p*  +  q*+  r*).  (5) 

Dies  kann  in  ähnlicher  Weise  auf  andere  Falle  ausgedehnt  werden, 

z.  B.  auf  jedes  reguläre  Polyeder.    Ein  solcher  Körper  ist  vom  jetzigen 

Standpunkt  aus  so  gut  wie  „isotrop",  und  seine  Bewegung  wird  genau 

wie  diejenige  einer  Kugel  unter  ähnlichen  Bedingungen  sein. 

6.  Wir  wollen  jetzt  eine  andere  Klasse  von  Fällen  betrachten. 
Nehmen  wir  an,  daß  der  Körper  eine  Art  schiefer  Symmetrie  um 
eine  bestimmte  Achse  (z.  B.  die  «-Achse)  besitzt,  d.  h.,  daß  er  mit 
sich  selbst  identisch  bleibt,  wenn  er  am  zwei  rechte  Winkel  am  diese 
Achse  gedreht  wird,  aber  nicht  notwendig  eine  Symmetrie-Ebene  be- 
sitzt.1) Der  Ausdruck  für  2  T  maß  dann  ungeändert  bleiben,  wenn 
wir  die  Vorzeichen  von  v,  w,  q,  r  umkehren;  es  verschwinden  also 
die  Koeffizienten  Q',  R',  G,  H.    Wir  haben  dann 

2T—Au,+  Bv*+Cw*+Ppt  +  Qq'+Rri-i-ZP'qr 

+  2  Lup  +  2  Mvq  +  2  Nwr  +  2  F(vr  +  wq).  (6) 
Die  x-Achse  ist  eine  der  Richtungen  permanenter  Translation;  sie 
ist  auch  die  Achse  einer  der  drei  Schrauben  des  §  125,  wobei  die 
Ganghöbe  gleich  — -r  ist  Die  Achsen  der  zwei  übrigen  Schrauben 
schneiden  diese  rechtwinklig,  aber  im  allgemeinen  nicht  in  demselben 
Punkt 

7.  Bleibt  der  Körper  mit  sich  selbst  identisch,  wenn  er  um 
einen  rechten  Winkel  am  die  obige  Achse  gedreht  wird,  so  maß  der 
Ausdruck  (6)  unverändert  bleiben,  wenn  v,  q,  —  tc,  —  r  für  te,  r,  v,  q 
geschrieben  werden.    Dies  erfordert,  daß 

B-C,  Q-R,  P'-O,    M—N,  F-0. 


1)  Siehe  Larmoi,  „On  Hydrokinetic  Symmetry",  Quart.  Journ.  Math.,  SO,  1886. 
9)  Eine  KweiblSttrige  Schiffe  schraube  ist  ein  Beispiel  eine«  derartigen  KOrpora. 
DigmzedsyLiOOgte 
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Folglich  ist1) 
2T-Au*+B(v*+w>)  +  Pp*+Q{q*+r*)  +  2L«p+2M(vq+u>r).     (7) 

Die  Form  dieses  Ausdruckes  bleibt  unverändert,  wenn  die  y-  und 
»•Achse  in  ihrer  eigenen  Ebene  am  irgend  einen  Winkel  gedreht 
werden.  Man  sagt  deshalb,  daß  der  Körper  schraubenförmige  Sym- 
metrie um  die  s-Achse  besitzt. 

8.  Wenn  der  Körper  die  gleichen  Eigenschaften  der  schiefen 
Sjnimetrie  in  Bezog  auf  eine  Achse  besitzt,  welche  die  erstere  recht- 
winklig schneidet,  so  müssen  wir  offenbar 

2T=A(u'  +  v*+«?)+P(j?t+q*+rT)  +  2L(ptt  +  qv  +  rtc)  (8) 
haben.  Jede  Richtung  ist  jetzt  eine  solche  permanenter  Translation, 
und  jede  Linie  durch  den  Ureprungspunkt  ist  die  Achse  einer  Schraube 
von  der  in  §  125  betrachteten  Art  mit  der  Ganghöhe  — -j- .  Die 
Form  Ton  Gleichung  (8)  bleibt  bei  jedem  Wechsel  in  den  Richtungen 
der  Koordinatenachsen  unverändert.  Man  sagt  deshalb  in  diesem  Falle, 
daß  der  Körper  schraubenförmig  isotrop"  ist. 

§  127.  Für  den  Fall  eines  Umdrehungs-  oder  anders  gestalteten 
Körpers,  wo  die  Formel 

2  T-  Au*  +  3(v'+  w*)  +  Pp>  +  Q(q*+r>)  (1) 

gilt,  ist  die  vollständige  Integration  der  Bewegungsgleichungen  von 
Kirehhoff1)  vermittels  elliptischer  Funktionen  ausgeführt  worden. 

Der  besondere  Fall,  wo  der  Körper  sich  ohne  Rotation  um  die 
Fignrenachse  so  bewegt,  daß  diese  immer  in  einer  Ebene  liegt, 
gestattet  eine  sehr  einfache  Behandlung*),  und  die  Ergebnisse  sind 
■ehr  interessant. 

Wenn  die  fragliche  feste  Ebene  mit  der  xy-Ebene  zusammen 
fällt,  haben  wir 

•odaß  die  Bewegungsgleichungen  (l)  des  §  124  sich  auf 

.  "  (2) 

<t%-(A-B)».  | 

reduzieren. 

1}  Diese*  Resultat  gestattet  eine  gleiche  Verallgemeinerung  wie  (*),  es  gilt 
lü.  fifr  einen  Körper,  der  wie  eine  Suhiffa schraube  mit  drei  symmetriech  an- 
geordneten Blattern  gestaltet  ist. 

1)  l  e.,  S.  184. 

I)  Stehe  Thomson  und  Tut,  Natural  Fhüotophy,  g  8S8;  Greenhill,  „On 
tbe  Motion  of  a>  Cylinder  through  »  Frictionleia  Liquid  under  no  Force*",  Met. 
VJf-A.,9,  1880. 
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Es  seien  X  and  y  die  Koordinaten  des  bewegten  Anfangspunktes 
in  Bezug  auf  feste  Achsen  in  der  Ebene,  in  der  die  Achse  des  Kör- 
pers sich  bewegt,  wobei  die  x-- Achse  mit  der  Wirkungslinie  des 
resultierenden  Impulses  I  zusammenfallen  soll;  und  es  »ei  8  der 
Winkel,  den  die  im  Körper  feste  Linie  Ox  mit  X  macht.  Wir 
haben  dann 

Au  =  IcobO 

Bv Isinö 


Die  ersten  beiden  der  Gleichungen  (2)  drücken  nur  aus,  daß  die 
Richtung  des  Impulses  im  Ranme  fest  ist;  die  dritte  gibt 

Qö + ^ZT^  V  8k  6  co8  °  ~  °"  ^ 
Wir   können    ohne    Schaden   für   die   allgemeine  Gültigkeit   an- 
nehmen,  daß  A  >  JB.     Wenn  wir  2  0— #  schreiben,  so  lautet  Glei- 
chung (3): 

was  die  Bewegungsgleichung  des  gewöhnlichen  Pendels  ist.  Folglich 
ist  die  Winkelbewegung  des  Körpers  diejenige  eines  „Quadranten- 
Pendels",  d.  h.  eines  Körpers,  dessen  Bewegung  das  gleiche  Gesetz 
in  Bezug  auf  den  Quadranten  befolgt  als  das  gewöhnliche  Pendel  in 
Hinsicht  auf  den  Halbkreis.  Wenn  0  durch  Gleichung  (3)  und  die 
Anfangsbedingungen  bestimmt  ist,  so  werden  x  und  y  aus  den 
Gleichungen 


X  —  u  cos  8  —  v  sin  0  —  -j-  cos*  0  +  -~  sin*  0 
j  —  u  sin  0  -f  v  cos  8  —  (-1-  —  -~\  sin  8  cos  8  —  -0-9 
gefunden,  deren  letztere 


(5) 


(6) 

gibt,  wie  auch  auf  andere  Weise  erhellt,  da  die  additive  Konstante 
Null  ist,  weil  die  x-Achse  mit  der  Richtung  des  Impulses  I  zu- 
sammenfallen and  nicht  bloß  ihr  parallel  sein  soll. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  daß  der  Körper  vollständige  Um- 
drehungen ausführt;  in  diesem  Falle  nimmt  das  erste  Integral  von  (3) 
die  Form 

«■-■>»  (l-JH  «in1  fl)  (7) 

an,  wo 

*        ABQ      »'  W 

DigmzedsydOOgie 


I'  radreb  migskütper . 
Rechnen  wir  t  von  der  Lage  0  —  0  ans,  so  haben  wir: 


—A1 


in  der  gewöhnlichen  Schreibweise  der  elliptischen  Integrale.  Wenn 
wir  t  aas  (5)  und  (7)  eliminieren  and  dann  nach  0  integrieren,  so 
finden  wir: 

*-(£  +  £)*<*>«>-£*<&«>} 

y  - -2.  fl  -  <£  (1  -  *i  gin"  0)*  I' 

wo  der  Anfangspunkt  von  X  der  Lage  0  =  0  entsprechen  soll  Die 
Bahn  kann  in  jedem  besonderen  Falle  vermittels  der  Legendresohen 
Tafeln  gezeichnet  werden.  Siehe  die  Karre  I  in  der  umstehenden  Figur. 
Wenn  andererseits  der  Körper  keine  vollständige  Umdrehung 
macht,  aber  um  einen  Winkel  a  nach  jeder  Seite  aus  der  Lage  0  —  0 
schwingt,  so  lautet  die  entsprechende  Form  des  Integrals  (3): 

*-»»(l-g£2),  (U) 

WO 

Wenn  wir 

setzen,  so  gibt  dies 

1>*  —   .  ,     (1  —  sin*  a  sin*  i>), 
folglich 

£  -  F(.in  «,  ♦).  (13) 

Transformieren  wir  jetzt  so,  daß  in  den  Gleichungen  (5)  ip  die  un- 
abhängige Variable  wird,  und  integrieren  wir,  so  finden  wir: 


i  —  jj—  sin  a  ■  F(aia  a,  it>)  —  -^-  cosec  a  •  i?(sin  a,  i>)  | 


(14) 


Die  Bahn  des  Punktes  0  ist  jetzt  eine  wellenförmige  Kurve, 
welche  die  Linie  des  Impulses  in  Zeitintervallen  kreuzt,  die  einer 
halben  Periode  der  Winkelbewegung  gleich  sind.  Dies  ist  in  den 
Kurven  DJ  und  IT  der  folgenden  Abbildung  dargestellt. 

Es  bleibt  noch  ein  besonderer  Fall  zwischen  den  beiden  voran- 
gehenden übrig,  nämlich,  wo  der  Körper  gerade  eine  Halbnmdrehung 
macht,  indem   0  als  Grenzen   die  beiden  Werte  +  4  »  hat.    Dieser 

c"gtzPri:r/LjOO^Ie 
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Fall  kann  erhalten  werden,  wenn  man  in  Gleichung  (7)  k  =■  1  setzt, 
oder  in  Gleichung  (11)  a  —  ^x;  wir  finden: 


0  —  CO  COS  8, 

(15) 

mt  =  log  taug  (^  ir  +  1[6), 

(16) 

«_•  — «                                                          1 

(17) 

Siehe  die  Kurve  II  der  Figur.1) 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  obige  Untersuchung  nicht  auf  den 
Fall  eines  Umdrehungskörpers  beschränkt  ist;  sie  gilt  ebenso  gut 
für  einen  Körper  mit  zwei  senkrechten  Symmetrieebenen,  der  eich 
parallel  zu   einer  von  diesen  Ebenen  bewegt,  vorausgesetzt,  daß  der 


Ursprongspunkt  geeignet  gewählt  ist,  Ist  die  fragliche  Ebene  die  x  y-Ebeue, 
nnd  verlegen  wir  den  Ursprang  nach  dem  Punkte  f  R,  0,  Ol,  so  ver- 

1)  Um  die  besonderen  Eigenschaften  der  Bewegung  darzustellen,  sind  die 
Kurven  für  den  etwas  extremen  Fall  A  =  bB  gezeichnet.  Im  Falle  einer  an- 
endlich dünnen  Lamelle  ohne  eigene  Trägheit  würden  wir  =  oo  haben ;  die 
Kurven  wurden  dann  Spitzen  haben,  wo  sie  die  7- Achse  treffen.  Es  folgt  aus 
Gleichung  (6)  das  i  immer  dasselbe  Torzeichen  hat,  sodaß  in  keinem  Falle 
Schleifen  entstehen  können. 

In  den  verschiedenen  gezeichneten  Fallen  ist  der  Körper  immer  durch  den- 
selben  Impuls  in  Bewegung  gesetzt,  aber  mit  verschiedenen  Graden  der  Rotation. 
Bei  der  Kurve  I  ist  die  maximale  Winkelgeschwindigkeit  das  yi- fache  von  der- 
jenigen in  dem  Grenzfalle  II;  die  Kurven  III  und  IT  dagegen  stellen  Schwin- 
gungen von  der  Amplitude  46  °  bez.  18  *  dar. 
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schwindet  das  letzte  Glied  in  der  Formel  (2)  des  §  126,  und  die  Be- 
wegungsgleicbungen  nehmen  die  obige  Form  (2)  an.  Wenn  die  Be- 
wegung andererseits  parallel  znr  «x- Ebene  ist,  müssen  wir  den  Ur- 
sprung nach  dem  Funkte  (- ,,  0,  0t  verlegen. 

Die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen,  samt  den  Abbildungen,  dienen 
daza,  die  Behauptungen  am  Ende  von  §  124  zu  erläutern.  So  zeigt 
die  Kurve  IV  mit  Überhöhter  Amplitude  den  Fall  einer  gestörten 
stabilen  Bewegung  parallel  zu  einer  Achse  permanenter  Translation. 
Den  Fall  einer  gestörten  labilen  stationären  Bewegung  wurde  eine 
Kurve  darstellen,  welche  an  II  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite 
benachbart  ist,  je  nach  der  Art  der  Störung. 

§  138.  Fragt  man  nur  nach  der  Stabilität  der  Bewegung  eines 
Körpers  parallel  zu  einer  Symmetrieachse,  so  kann  man  natürlich 
vermittels  angenäherter  Methoden  einfacher  verfahren.  Wenn  z.  B.  ein 
Körper  mit  drei  Symmetrieebenen,  wie  in  Nr.  3  des  §  126,  ein  wenig 
aus  dem  Zustande  der  stationären  Bewegung  parallel  zur  a>  Achse 
gestört  wird,  so  finden  wir,  indem  wir 

m  —  i*o  +  «' 
schreiben  und  annehmen,  daß  w',  V,  *o,p,  q,  r  sämtlich  sehr  klein  sind: 

p§7-0'    9  Sf -(<»—*)*".    *£■-(-*-*>*• 

Folglich: 


(i) 


mit  einer  ähnlichen  Gleichung  für  r,  und 

„  i'w      A  {A  -  O     ,         _  .„ 

&  -Afi Q «0  »  —  U-  W 


mit  einer  ähnhchen  Gleichung  für  g.  Die  Bewegung  ist  also  nur 
dann  stabil,  wenn  A  der  größte  der  drei  Werte  A,  JB,  C  ist. 

Es  ist  aus  der  gewöhnlichen  Dynamik  bekannt,  daß  die  Stabilität 
eines  Körpers,  der  eich  parallel  zu  einer  Symmetrieachse  bewegt, 
vermehrt,  bzw.  die  Instabilität  vermindert  wird,  wenn  man  ihm 
eine  Rotation  um  diese  Achse  erteilt.  Diese  Frage  ist  von  Gxeenhill1) 
untersucht  worden. 

Es  sei  ein  Rotationskörper  ein  wenig  aus  dem  Zustande  verrückt, 
wo  er  eich  mit  konstantem  u  und  p  bewegt,  und  wo  die  übrigen 

1]   „Fluid  Motion  butween  Confocal  Elüptdo  Cylindera  etc.",   Quart.  Jovrn. 
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Geschwindigkeitskoniponeriton  null  sind.  Wenn  wir  die  Quadrate  und 
Produkte  kleiner  Größen  vernachlässigen,  so  ergeben  die  ente  und 
vierte  der  Gleichungen  (1)  deg  §  124: 


folglich: 

"-*],  n 

wo  «o  und  p0  Konstanten  sind.  Setzt  man  aas  Gleichung  (3)  da 
§  126  ein,  so  erhalten  die  übrigen  Gleichungen  die  Formen: 

B  (S-A"")  -.-A'i     BCw+Po')  --^S»,  (*' 

-(A-B)»,«,    c£-(P-«)y.8-M--B)V- 1.5) 

Wenn  wir  annehmen,  daß  v,  w,  q,  r  zu  tfa*  proportional  sind,  und 
ihre  Verhältnisse  eliminieren,  so  linden  wir: 

Q«>±(P-2Q)p,«~{(P-Q)p,-+j>(.A-B)*,-}-0.     (6) 

Die  Bedingung  dafür,  daß  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  seien, 
lautet  so,  daß 

positiv  sein  muß.  Dies  ist  immer  erfüllt,  wenn  A  >  £,  und  kann 
im  entgegengesetztem  Falle  bewirkt  werden,  wenn  pa  einen  genügend 
großen  Wert  erhält. 

Dieses  Beispiel  erläutert  die  Stabilität  im  Fluge,  welche  einem 
Geschoß  durch  den  Drall  verliehen  wird. 

9  130.  In  der  Untersuchung  des  §  125  wurde  der  Auedruck 
„stationär"'  gebraucht,  um  Arten  der  Bewegung  zu  bezeichnen,  bei 
denen  die  jeweilige  Schraube  eine  konstante  Beziehung  zu  dem  be- 
wegten Körper  behält  Im  Falle  eines  Umdrebungskörpers  ist  es 
jedoch  angemessen,  den  Ausdruck  in  etwas  erweitertem  Sinne  zu  ge- 
brauchen, indem  wir  ihn  auf  Bewegungen  ausdehnen,  bei  denen  die 
Vektoren  für  die  Translations-  und  Rotationsgeschwindigkeit  kon- 
stante Größen  besitzen,  sowie  konstante  Winkel  mit  der  Symmetrie- 
achse und  miteinander  einschließen,  obwohl  ihre  Beziehung  za  Punkten 
des  Körpers,  die  nicht  auf  der  Achse  liegen,   sich  beständig  ändern 

Die  Bedingungen,   die   in   diesem   Falle   erfüllt   werden   müssen, 

ä  124  erhalte», 


welche  nach  Substitution  ans  Gleichung  (4)  des  §  126  folgender- 
maßen lauten:    * 

*%-],(»-„/).   rdJt-°.  | 

B%-Bp*-Ar.,    Q%--(A-B)u«,-(P-Q)pr,l  (1) 

B^-Aqu-Bp«,    Q%-      (A- B)m  +  (P-Q)pq\ 

Es  folgt,  daß  p  in  jedem  Falle  konstant  ist,  nnd  daß  q*  +  rs  eben- 
falls konstant  ist,  vorausgesetzt,  daß 

!-"-*■  m 

Dies  bewirkt,  daß 

jt  —  0     nnd     t>*  +  w1  =■=  konst. 

Es  folgt,  daß  auch  &  konstant  sein  wird,  nnd  es  bleibt  nur  übrig, 
die  Gleichungen 

lcB-*t  =  QcBp-Au)r, 

Q%-.-{(A-B)ku  +  (P-Q)p)r 

zu  erfüllen.     Diese  sind  vereinbar,  vorausgesetzt,  daß 

kB{  (A-B)Icu  +  (P-  Q)p]  +  Q(JcBp-Au)  -  0, 
somit 

« *?*_     _  ,as 

p        AQ  —  k'BiA-B)  v*' 

Wir  erhalten  also  durch  Veränderung  von  k  eine  unbegrenzte  Anzahl 
möglicher  Falle  stationärer  Bewegungen  von  der  Art,  die  wir  oben 
definiert  haben.  In  jedem  von  ihnen  liegen  die  augenblickliche 
Rotationsachse  und  die  Translationsrichturig  des  Ursprungs  in  einer 
Ebene  mit  der  Achse  des  Körpers.  Es  wird  leicht  eingesehen,  daß 
der  Ursprungspunkt,  eine  Schraubenlinie  um  die  Richtung  des  Impulses 
beschreibt. 

Diese  Resultate  stammen  von  Kirchhoff. 

§  130.  Der  einzige  Fall  eines  Körpers  mit  schraubenförmiger 
Eigenschaft,  in  welchem  einfache  Resultate  erhalten  werden  können, 
ist  derjenige  des  isotropen  Seh  raub  enkörpers,  der  durch  Gleichung  (8) 
des  §  136  definiert  ist.  Es  sei  0  das  Zentrum  des  Körpers,  und  die 
Koordinatenachsen  seien  in  jedem  Augenblick  eine  Linie  Ox  parallel 
zur  Achse  dea  Impulses,  eine  Linie  Oy  von  dieser  Achse  nach  außen 
und   eine  Linie   Ob,   die   senkrecht   zur  Ebene   der  beiden 
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orstoron    stellt.     Wenn  1  und  K  die  Kraft   und  das  Kraftepaar  für 
den  Impuls  bezeichnen,  so  haben  wir  * 

Au  +  Lp-i-I,     Av  +  Lq-y-O,    Ate  +  Lr  -  %  -  0,  1 
Pp  +  Lu  —  k=K,    Pq  +  Lv  =  (A  —  0,    Pr  +Lu>—  v  —  Im}'  *  J 

wo  5J  den  Abstand  des  Punktes  0  von  der  Achse  des  Impulses  be- 
zeichnet. 

Da  AP—V  +  0, 

so  zeigen  die  zweite  und  fünfte  dieser  Gleichungen,  daß 
t.  -  0,     q  —  0. 

Deshalb  ist  S  während  der  ganzen  Bewegung  konstant,  und  die  übrigen 
Größen  sind  auch  konstant;  insbesondere  ist 

PI—LK  Lla  ,„, 

u  -äp=v>    w ' —  zp=z*-  W 

Der  Ursprungspunkt  0   beschreibt   also    eine  Schraubenlinie   um    die 
Achse  des  Impulses,  deren  Ganghöhe 


ist.     Dieses  Beispiel  stammt  von  Lord  Kelvin.1) 

§  131.  Ehe  wir  diesen  Teil  unseres  Gegenstandes  verlassen, 
bemerken  wir,  daß  die  vorhergehende  Theorie  mit  leicht  ersichtlichen 
Abänderungen  für  die  azyklische  Bewegung  einer  Flüssigkeit  gilt, 
die  eine  Höhlung  in  einem  bewegten  Körper  erfüllt.  Wenn  der  Ur- 
sprung mit  dem  Trägheitsmittelpunkt  der  Flüssigkeitsmasse  zusammen- 
fällt, so  besitzt  die  Formel  für  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit* 
bewegung  die  Gestelt 

2T-m{ut+v*+wr)+Vp*+dq'+Jt,tJ+2Vqr+2Q:rp+2Kpq.     (1) 

Die  Energie  ist  nämlich  derjenigen  der  ganzen  Flüssigkeitsmasse  (m) 


1)  I.  c,  S.  193.  Eh  ist  dort  auseinandergesetzt ,  daS  ein  derartiger  Körper, 
wie  er  hier  in  Betracht  kommt,  konstruiert  werden  kann,  indem  man  an  einer 
Engel  in  den  Mittelpunkten  tob  Viertelkreis  an  Flügel  anbringt,  die  so  gezogen 
sind,  daß  sie  die  Kugel  in  Oktanten  teilen.  Die  Flügel  müssen  senkrecht  zur 
Oberfläche  stehen,  und  müssen  um  Winkel  von  46 "  gegen  die  zugehörigen  Bogen 
geneigt  sein.  Prof.  Larmor  (I.  c,  8.  300)  gibt  ein  anderes  Beispiel;  „Wenn  wir 
ein  reguläres  Polyeder  oder  einen  andern  regulären  Korper  nehmen  and  die 
Kanten  in  der  Weise  durch  achrage  Flächen  ersetzen,  daß  diese  alle  in  der 
gleichen  Weise  geneigt  sind,  von  einer  Ecke  aus  gesehen,  so  haben  wir  ein 
Beispiel  eines  isotropen  SchraubenkOrpers." 

Betreffs  einiger  weiterer  Untersuchungen,  die  hiermit  in  Zusammenhang 
stehen,  siebe  eine  Arbeit  von  Miss  Fawcett:  „On  the  Hotion  of  Solids  in  a 
Liquid",  Quart.  Journ.  Math.,  36,  1898. 
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gleich,  wenn  man  sich  diese  im  Zentrum  der  Trägheit  konzentriert 
and  mit  diesem  Punkt«  bewegt  denkt,  zusammen  mit  der  kinetischen 
Energie  der  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Trägheitemittelpunkt.  Durch 
die  Methoden  der  §§  118  und  121  wird  leicht  bewiesen,  daß  der 
letztere  Teil  der  Energie  eine  quadratische  homogene  Funktion  von 
p,  q  und  r  ist 

Daher  kann  die  Flüssigkeit  durch  einen  festen  Körper  mit  der 
gleichen  Masse  ersetzt  werden,  der  denselben  Trägheitsmittelpunkt 
besitzt,  wenn  nur  die  Hauptträgheitsachsen  und  -momente  richtig 
festgestellt  werden. 

Für  den  Fall  eines  ellipsoidalen  Hohlraumes  können  die  Werte 
der  Koeffizienten  in  Gleichung  (1)  nach  §  110  berechnet  werden. 
Wenn  die  Koordinatenachsen  mit  den  Hauptachsen  des  EUipsoides 
zusammenfallen,  finden  wir: 

p'=a'_E'_o. 

Der  Fall  eines  durchbohrten  Körpers. 

%  132.  Wenn  der  bewegte  Körper  eine  oder  mehrere  Öffnungen 
oder  Durchbohrungen  hat,  sodafi  der  äußere  Raum  mehrfach  zu- 
sammenhängend ist,  kann  die  Flüssigkeit  eine  Bewegung  haben,  die 
von  derjenigen  des  Körpers  unabhängig  ist,  nämlich  eine  zyklische 
Bewegung,  bei  der  die  Zirkulationen  in  den  verschiedenen  unrednzier- 
baren  geschlossenen  Kurven,  welche  durch  die  Öffnungen  gezogen 
werden  können,  irgend  welche  gegebenen  konstanten  Werte  haben. 
Wir  wollen  kurz  andeuten,  wie  die  vorangehenden  Methoden  auf 
diesen  Fall  angepaßt  werden  können. 

Es  seien  x,  x,  x",  -  ■  ■  die  Zirkulationen  in  den  verschiedenen 
geschlossenen  Kurven,  und  es  seien  da,  Sa1,  Sa",  ■  ■  ■  die  Elemente 
der  entsprechenden  Querschnitte,  die  wie  in  §  48  gezogen  sind.  Ferner 
seien  l,  tu,  n  die  Richtungskosinusse  der  in  die  Flüssigkeit  hinein 
gerichteten  Normalen  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  oder  der  nach 
der  positiven  Seite  gezogenen  Normalen  in  einem  Punkte  eines  Quer- 
schnittes.    Das  Geschwindigkeitapotential  hat  dann  die  Form 

9  +  Vor 
wo 

•  y-H^+fft  +  wft+pzi+azi+'Zsl  «* 

<p„  =  xm  +  x'm  +  x"ra"  H J 

L.mb.  HrdrodTHUnlk.  CM,  zed  0 
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iteren   steht.     Wenn  I  nnd     _^CT       die  Kra:  ^  .«_  -  •lC*" 

ii  lmpaU  bezeichnen,  so  hat>«;»Ä      wir  J^^t 

»  +  !*-*-*,     a»  +  *<«    *-».  ä^'' 

p  +  tM_l=E,    Pg  +  I-v    - ,*  =  (■  ^^ 

o  ST  den  Abstand  des  PunJct^sei     0   v  —"  ' 

sichnet. 

Da  A-I*    /.  ^    vjtm   -^  «** 

o  zeigen  die  zweite  und  fttaxf-fcea     ^,  ■-* 

ieshalb  ist  EI  während  der  g**.i_\  v  _^^^  ^*** 

Jrößen  sind  auch  konstant-,      \  ,  * 

-(•»■ 

"        ^X*  — 

Der  Ursprungspunkt  0     \>»  ^0 

ichae  des  Impulses,  der«'  - 


ist.     Dieses  Beispiel   - 

g  131.     Ehe 
bemerken  wir,  daß 

Abänderungen    lii , 
lie  eine  Höhluii' 
prung  mit  dem 
ällt,  so  besitzt 
»ewegung  die 

2T  =  m(V 

He  Energi 

1)1.  . 
ie  er  hi. 
ogel  in 
ad,   da 

berflär 
■neig-t 


>y  Google 


MW  M  M  EttTgtt  »  BE 

lar  an  d»  Flvbb- 
■■■ante» 

5r  m  M  <■»  -_ 


inponenten  des  ImpnlM». 

03  da, 


W 


verschiedenen  Formen  TOn  (*,  k")  folgt  ans  Glei- 
i+. 

■ne  gesamte  Energie  der  Flüssigkeit  und  des  Körpers 

T-V  +  K,  (7) 

ine  Funktion  zweiten  Grades  in  «,  v,  w,  p,  &  r  von 

>  ie  in  Gleichung  (8)  des  §  121  ist,  and  K  durch  die 

ren  (5)  and  (6)  definiert  wird. 

•er  „Impuls"  der  Bewegung  bestellt  jetzt  zum  Teil  ans 

i'ten,  die  auf  den  Körper  wirken,  und  znm  Teil  aus  im- 

-.en  qx,  px',  p*",  ■  ■  -,  welche  gleichmäßig  (wie  in  §  54 

-etat   worden   ist)    Aber   die    verschiedenen   Membranen 

für  einen  Augenblick  die  Lagen  der  besonderen   Quer- 

"Innen  sollen.   Wir  bezeichnen  mit  |„  %,  £x,  Aj,  p,,  v1  die 

11  des  äußeren  Impulses,  der  auf  den  Korper  wirkt  Bringen 

^druck,  daß  die  »-Komponente  des  Momentes  des  Körpers 

entsprechenden  Komponente  des  gesamten  Impulses  ist,  dar 

rkt,  so  haben  wir: 


-1, 


>ff(9  +  %>  WS 

Ü  +  »_//(«»!  +  •••  +«u  + 


+,„+...)|5, 


.(1) 


Tj  wie  vorher  die  kinetische  Energie  des  Körpers  und  T  den 

äl    der    Energie    der   Flüssigkeit    bezeichnet,    welcher    von  der 

-loschen    Bewegung    unabhängig    ist.     Betrachten   wir    ferner  das 
tationsmoment  des  Körpers  um  die  £-Achse,  so  ist 


-  »1  +  *//(«*■  + 

-1. 


.1  ?S  „ 


J.J, +  •••  +  » »  +  ■■■)  -8*-.s 

3  -  T  +  T„ 


ST 


(2) 
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Di«  Funktionen  %,  <p,,  q>ir  %u  %t,  %t  werden  durch  dieselben  Bedin- 
gungen wie  in  §  118  bestimmt.  Um  a>  zu  bestimmen,  haben  wir 
die  Bedingungen: 

1.  daß  es  für  alle  Punkte  der  Flüssigkeit  die  Gleichung  Am  —  0 
erfüllen  maß; 

2.  daß  seine  Ableitungen  im  Unendlichen  verschwinden  müssen; 

3.  daß  an  der  Oberfläche  des  Körpers  „-"  —  0  sein  muß; 

4.  daß  a  eine  zyklische  Funktion  sein  muß,  welche  um  1  kleiner 
wird,  so  oft  der  Punkt,  auf  welchen  sie  sich  bezieht,  eine  geschlossene 
Kurve  beschreibt,  welche  den  ersten  Querschnitt  einmal  und  nur  ein- 
mal in  positiver  Ricbtnug  schneidet,  dagegen  ihren  ursprünglichen 
Wert  wiedererlangt,  so  oft  der  Punkt  eine  geechloesene  Kurve  be- 
schreibt, welche  diesen  Querschnitt  nicht  trifft.  Es  folgt  aus  §  52, 
daß  <a  durch  diese  Bedingungen  bis  auf  eine  additive  Konstante  be- 
stimmt wird.  In  gleicher  Weise  werden  die  übrigen  Funktionen 
6)',  a",  •  ■  ■  bestimmt. 

Nach  Formel  (5)  des  §  55  hat  die  doppelte  kinetische  Energie 
den  Wert: 

~  9jjto  +  9^  Ä  C*  +  *»)  W 

-9*ffkb+*^i*-**Skto+*ä** —  (z) 

Da  die  zyklischen  Konstanten  von  a?  null  sind,  und  da   3  ■    an  der 

Oberfläche  verschwindet,  so  haben  wir  nach  Gleichung  (4)  des  §  54: 

Folglich  reduziert  sich  die  Formel  (2)  auf 

vir  die  Werte  für  o>  und  <p0  ans  Gleichung  (1)  ein,  so  findet 
i  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  gleich 

T  +  K  (4) 

T  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  von  u,  0,  w,  p,  q,  r 
durch  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  des  §  121  definiert  wird, 

2K  -  (x,x)x'+  (*,*)»*+  ■  -  ■  +  2(x,  ■*)«*'+•■•»  (ö) 
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(«,«) —  »fffe*:  | 

—  *//%*— •//%«  I 

Die  Identität   der  verschiedenen   Formen  von   (x,  *)   folgt  ans  Glei- 
chung (4)  des  §  64. 

Deshalb  ist  die  gesamte  Energie  der  Flüssigkeit  und  des  Körpers 

r-t  +  x,  (7) 

wo  &  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  in  u,  v,  w,  p,  q,  r  von 
derselben  Form  wie  in  Gleichung  (8)  des  §  121  ist,  und  K  durch  die 
i  (6)  und  (6)  definiert  wird. 


§  133.  Der  „Impuls"  der  Bewegung  besteht  jetzt  zum  Teil  ans 
impulsiven  Kräften,  die  auf  den  Körper  wirken,  und  zum  Teil  aus  im- 
pulsiven Drucken  qx,  ox',  gx",  ■  -  -,  welche  gleichmäßig  (wie  in  §  54 
auseinandergesetzt  worden  ist)  über  die  verschiedenen  Membranen 
wirken,  die  für  einen  Augenblick  die  Lagen  der  besonderen  Quer- 
schnitte einnehmen  sollen.  Wir  bezeichnen  mit  j;,,  ij17  £,,  i,,  (tir  v1  die 
Komponenten  des  äußeren  Impulses,  der  auf  den  Körper  wirkt  Bringen 
wir  zum  Ausdruck,  daß  die  x-Komponente  des  Momentes  des  Körpers 
gleich  der  entsprechenden  Komponente  des  gesamten  Impulses  ist,  der 
auf  ihn  wirkt,  so  haben  wir: 

l£ -*.-*//"(»  +  *)  MS  ] 

- *>  +  *//<■**  +  ■■•+«•+••■+ »•  +  •■•) |5 *s  , (i) 

- 1.  -  "  +  ('ff'  &  iS  +  „ff.1  %  iS  +  -   ] 

wo  T,  wie  vorher  die  kinetische  Energie  des  Körpers  und  T  den 
Anteil  der  Energie  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  welcher  von  der 
zyklischen  Bewegung  unabhängig  ist.  Betrachten  wir  ferner  das 
Rotationsmoment  des  Körpers  um  die  x-Achse,  so  ist 


15  -  *.  -  tffto  +  «>.)  (•»  -  «")*s 
-11 +*//("*  +  ■  -■+«•  +  — +»"  +  ■•■)>»' 

- *>  - 11 + *».//•  ll « + »«jOT"'  !s « + ■ 

3  -  T  +  T„ 


•  (2) 
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so  haben  wir: 

^?.-"fp£  "-«//'S  «— -1 


(S) 


(11 


Gemäß  Lord  Kelvins  Erweiterung  des  Greenschen  Satzes,  worauf 
genommen  wurde,  kann  dies  anders  geschrieben  werden: 

wir  hierzu  die  Ausdrücke,  welche  von  den  impuluTen 
Uhren,  die  auf  die  Querschnitte  wirken,  so  haben  wir 
die  Komponenten  des  gesamten  Impulses  der  Bewegung1): 


8»  S* 

,      8«  ,   ,  8*  . 


(6) 


■(«' 


+Ä)"+»*J!/&+jS)"+- 

rsichtlich,  daß  die  Konstanten  £„,  ij0,  £,,  A„,  p,,  vt  die 
des  Impulses  der  zyklischen  Flüssigkeitsbewegung  sind. 
bleiben  würde,  wenn  der  Körper  durch  Kräfte,  die  auf 
ken,  zur  Ruhe  gebracht  wäre. 

IT  Betrachtungen  des  §  119  ist  der  gesamte  Impuls  den- 
n  unterworfen  wie  das  Moment  eines  endlichen  drna- 
ims.  Deshalb  werden  die  Bewegungsgleichungen  des 
«n,  wenn  man  die  Werte  (5)  in  die  Gleichungen  (1)  des 

•■) 

Als  ein  einfaches  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  eines 
Dradrehungskörpers  betrachten.  Wenn  die  a>-Achse  mit 
Ringes  zusammenfällt,  so  finden  wir  durch  eine  gleiche 

ir  W.  ThomBOn,  I.  c,  S.  192. 

m  durch  direkte  Rechnung  ans  der  Formel  für  den  Druck  {§  10) 
l;  siehe  Bryan,  „Hjdrodynamical  Proof  of  the  EqnationB  af 
foratad  Solid,  .  .  .",  Fhil  Mag.,  Mai  1898. 

Digmzed^y  G00gle 


Komponenten  des  Impulses.  213 

Überlegung  wie  in  No.  4  des  §  126,  daß  wir  bei  passend  gewählter 
Lage  des  Koordinatenanfangspunktes  auf  der  Achse 

2  T=  Au*  +  B(v*  +  wr)  +  Pp*  +  Qtf  +  f*)  +  {»,  x)  *'       (1) 
schreiben  können.     Folglich: 

l-A*+U,  X-Pp\ 

v~Bv,  p-Qq     ■  (2) 

£  =  Bw,  v  =  Qr  J 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichungen  des  §  120  ein,  so 
finden  wir: 

2j  =*  0,     oder    p  —  konst, 

was  auch  anf  andere  Weise  augenscheinlich  ist.  Wir  wollen  annehmen, 
daß  der  Ring  ein  wenig  in  dem  Bewegungszustande  gestört  wird, 
bei  welchem  v,  w,  p,  q,  r  null  sind,  d.  h.  ans  dem  Znstande  einer 
stationären  Bewegung  parallel  zur  Symmetrieachse.  Im  Anfange  der 
Störung  werden  v,  w,  p,  q,  r  kleine  Größen  sein,  deren  Produkte  man 
vernachlässigen  kann.  Die  erste  der  betrachteten  Gleichungen  gibt  dann 

-v.  —  0,    oder    u  —  konst., 

und  die  übrigen  Gleichungen  lauten: 

B%--(Au  +  U>',       « |f  -  - 1 (A  -  B) »  +  l,|  w  j 

»ff-     (^«  +  WJ.       «-jj-     \(A-B).  +  U)'\ 

Eliminieren  wir  r,  so  finden  wir: 

BQ^--(A«  +  U[(.A-B)u  +  U».  (4) 

Genau  dieselbe  Gleichung  wird  durch  w  erfüllt.  Es  ist  deshalb  für 
die  Stabilität  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Koeffizient  von  v 
anf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (4)  negativ  sei;  wenn  diese  Be- 
dingung erfüllt  ist,  so  ist 

die  Dauer  einer  kleinen  Schwingung.1) 

Wir  erwähnen  noch  einen  anderen  Fall  der  stationären  Bewegung 
des  Ringes,  nämlich  den,  wo  der  Impuls  sich  auf  ein  Kräftepaar  um 
einen  Durchmesser  reduziert.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  die  Bewegungs- 
gleichnngen  durch 

1)  Sir  W.  Thomson,  l  c,  8.  192. 
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£  —  tj«£  —  A  —  j*  —  0     and     v  —  konst 
erfüllt  werden;  in  diesem  Falle  ist 

»  •-  —  ~  ,     v  —  konst. 
Der  Ring  rotiert  dann  um  eine  Achse,  die  in  der  y^-Ebene  parallel 
zur  «-Achse  liegt,  und  zwar  in  einem  Abstand        von  derselben.1) 

Die  Bewegungagleiab.ungen  in  generalisierten  Koordinaten. 

g  13fi.  Wenn  sich  mehrere  Körper  in  der  Flüssigkeit  bewegen, 
oder  wenn  die  Flüssigkeit  ganz  oder  teilweise  von  festen  Wänden 
begrenzt  ist,  so  können  wir  die  Lagrangesche  Methode  der  genera- 
lisierten Koordinaten"  anwenden.  Für  hydrodynamische  Probleme 
wurde  dies  zuerst  Ton  Thomson  und  Tait  ausgeführt.*) 

Wenn  in  irgend  einem  dynamischen  System  |,  17,  g  die  karte- 
sianisehen  Koordinaten  eines  Teilchens  m  zur  Zeit  t,  und  X,  Y,  Z  die 
Komponenten  der  gesamten  Kraft  sind,  die  auf  dasselbe  wirkt,  so 
haben  wir  natürlich 

mfi-X,    mij-Y,    m'i-Z.  (1) 

Es  seien  jetzt  £  -\ Ag,  17  +  Aij,  £+A£  die  Koordinaten  desselben 
Teilchens  zur  Zeit  t  hei  einer  willkürlichen  Bewegung  des  System». 
die  sich  unendlich  wenig  von  der  wirklichen  Bewegung  unterscheidet, 
und  wir  bilden  die  Gleichung 

2m  (g'Afc  +  rfAi)  +  £A£)  -  -£(XAS  -f  Y^V  +  Z*Z),  (*> 
wo  die  Summation  21  alle  Teilchen  des  Systems  umfaßt.  Diese  folgt 
sofort  aus  den  Gleichungen  (1)  und  umfaßt  dieselben  wegen  des  will- 
kürlichen Charakters  der  Variationen  A£,  Aij,  A£.  Ihre  hauptsäch- 
lichsten Vorteile  bestehen  jedoch  in  der  weitgehenden  Elimination 
innerer  Kräfte,  welche  wir  bewirken  können,  indem  wir  den  Werten 
von  A£,  Aij,  A£  gewisse  Einschränkungen  auferlegen,  und  in  der 
Leichtigkeit,  mit  der  Koordinatentransformationen  ermöglicht  werden. 
Es  soll  beachtet  werden,  daß 

.«At_jL(|  +  A0-«_Ai,  ubw, 

d.  h.  daß  die  Symbole  d  und  A  kommutatiT  Bind. 

Die  Systeme,  die  gewöhnlich  in  der  analytischen  Mechanik  be- 
trachtet werden,  haben  einen  endlichen  Freiheitsgrad;  die  Lage  jede« 

1)  Betreffs  weiterer  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  verweilen  wir 
auf  die  Arbeiten  von  Basset,  „On  the  Motion  of  a  Ring  in  an  Infinite  Liquid". 
Proe.  Comb.  Fhil.  Soc.,  6,  1887,  und  von  Hiß  Fawcett,  I.  c,  8.  808. 

2)  Natural  Pkilosophy,  1.  Aufl.,  Oxford  1887,  S  3S1. 
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Teilchens  ist  nämlich  vollständig  bestimmt,  wann  wir  die  Werte  einer 
endlichen  Zahl  unabhängiger  Variablen  oder  generalisierter  Koordinaten" 
Qu  9j>  " ' 't  9m  kennen,  sodaß  z.  B. 

*i-«Afc+ÄAfc+...+a*fcr 

Die  kinetische  Energie  kann  dann  sie  eine  homogene  Funktion  Eweiten 
Gradoi  der  „generalisierten  6e$ckwindigheüskomponenten"  qlf  qlt  •  •  ■,  j„ 
ansgedrackt  werden;  wir  haben  nämlich 

2T-Ailq'  +  Anqat+-~  +  2Aaqlg,  +  -,  (4) 


=  Im 


■Im 


(©'+  (fö)'+©").| 

8{  8S       8*  8j   ,   St  «1 
Bq,dq.~t'dqr0q,'rdqrZqll  > 


(5) 


Die  Großen  AfTp  *i„  heißen   die  „Trägheitskoeffi0ientena  des  Systems; 
sie  sind  im   allgemeinen  Funktionen  der  Koordinaten  qlr  qtr  ■  •  ,  qm. 

Außerdem  haben  wir 

Z(XAt  +  YAr)  +  ZAfl  -  Q, A«,  +  &  AS|  +  ■  •  -  +  &A«,,,     (6) 

Die  Größen  Qr  heißen  die  „generalisierten  Kraßkemponenten".    In  dem 
Falle  eines  konservatiTen  Systems  haben  wir 

Q.  —  H-  <ß) 

Ferner  igt  n&cb  Gleichung  (3)  und  (ö) 

im(£A{  +  nL-n  +  jAS)  -  (4,,  j,  +  A.a  +  •  •  •  +  A.iJ  A&l 

+  (Ai«.  +  Ai«i  +  •■•  +  A.«J  Ag, 

+ 

-g*ft  +  S*a  +  -  +  gAI.j 

oder 

■E»(SA6  +  ijAj?  +  £A£)  -ftA«,  +j»,Aft  +  ■■■  +j)nAgH,    (10) 
wo 

Die  Größen  pT  heißen  die  „genercUisierten  Komponenten  des  Momentes" 
des  Systems.     Wenn  T,   wie   in   Gleichung  (4),   als   eine   " 


(9) 
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Funktion  zweiten  Grades  von  qs,  g,,  ■  -  -,  qn  dargestellt  wird,  so 
haben  wir: 

ST-A9i+ft«i  +  —  +P.&-  (12) 

Dm 

Zm(i&t  +  y*v  +  £A{)  -  £  2m(Ü{  +  n&n  +  gA£)  -  AT,  (13) 

so  wird  die  Transformation  von  Gleichung  (2)  in  generalisierte  Koor- 
dinaten vermittels  Substitution  ans  (9)  und  (6)  leicht  vollzogen.  Die 
Variationen  Agr  der  Geschwindigkeiten  fallen  weg,  und  wenn  wir  die 
Koeffizienten  der  unabhängigen  Variationen  Aqr  der  Koordinaten  be- 
ziehungsweise gleich  setzen,  so  erhalten  wir  n  Gleichungen  von  der 
Form1) 

Ans  (12)  und  (14)  leiten  wir 
2  -dj  - Pi«i  +  A«i  +  A3»  +  ft«i  +  ■  ■ '  +  Äfi»  +  Aif. 

,  BT  ..    ,  8T  ..    ,         ,  dT  ■■ 

-%  +  &2l  +  fta  +  •■•  +  Q„9n 

ab,  folglich: 

-l --«iji  +  fta +  •••  +  «.«,,  (15) 

oder  in  dem  Falle  eines  konservativen  Systems: 

£(r  +  r>-o,  (W) 

was  die  Energiegleichung  ist. 

Wenn  wir  Gleichung  (2)  mit  St  multiplizieren  und  zwischen  den 
Grenzen  t0  und  tt  integrieren,  so  finden  wir  mit  Rücksicht  auf  (13): 

J{AT+£(ZAS+rA*+ZAOJ(«-[xm(U6  +  *Aii  +  CAO}(17) 

Wenn  wir  jetzt  die  Bedingung  hinzufügen,  daß  in  der  variierten 
Bewegung  die  Anfangs-  und  Endlagen  für  jedes  Teilchen  immer  die 


1)  Diose  kurze  Wiedergabe  des  Lagrangeschen  Beweises  ist  nur  eingeführt, 
am  die  Beziehung  zu  den  verschiedenen  Schritten  bei  der  hydrodynamiscbsn 
Untersuchung  des  nächsten  Paragraphen  zu  erleichtern.  Ein  direkter  Beweil 
durch  Koordinatentransformation,  ebne  Anwendung  der  Methode  der  Variation«!!, 
ist  von  Hamilton  (Phil.  Tratu.,  1886,  8.  86)  und  spater  von  Jacobi,  Bertrud, 
sowie  von  Thomson  und  Tai t  gegeben ;  siehe  auch  Whittaker,  AnaUjtkal  Dynamit*. 
Cambridge  1904,  3.  88. 

'ig  ze   °y  ^ 
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gleichen  wie  bei  der  wirklichen  Bewegung  sein  sollen,  so  verschwinden 
die  Größen  A£,  Arh  A£  an  den  beiden  Grenzen,  und  die  Gleichung 
reduziert  sich  auf 


/■< 


iAT  +  Z(X&i  +  r&v  +  ZAt)\dt-0,  (18) 

oder  für  ein  konservatives  System1): 

-T)dt-0.  (19) 


ofti-j 


In  Worten  auggedrückt:  Wenn  die  wirkliche  Bewegung  des 
Systemen  zwischen  irgend  zwei  Lagen,  welche  es  passiert,  mit  einer 
beliebigen,  wenig  veränderten  Bewegung  zwischen  denselben  Lagen 
verglichen  wird,  welche  man  das  System  (bei  Anwendung  geeigneter 
Kräfte)  in  derselben  Zeit  ausfuhren  läßt,  so  ist  du  Zeitintegral  des 
,JäneHschen  Potentials? *)  V—T  stationär. 

In  generalisierten-  Koordinaten  ausgedrückt  nimmt  Gleichung  (18) 
die  Form 


/< 


(AT+  ftAft  +  Qt6.qt  +  ■■■  +  Q„äqn)dt-0  (20) 

an.  Dies  umfallt  die  ganze  Dynamik  des  Systems  in  einer  mathe- 
matisch gedrängten  Form.  Z.  B.  können  die  Lagrangeschen  Glei- 
chungen hieraus  unmittelbar  abgeleitet  werden;  vergl.  §  139. 

§  136.  Wir  wollen  nun  zu  dem  hydrodynamischen  Problem 
übergehen.  Es  seien  ql}  qt,  ■■■,  qn  ein  System  generalisierter  Koor- 
dinaten, welches  dazu  dient,  die  Lage  der  festen  Körper  vollständig 
zu  bestimmen.  Wir  wollen  vorläufig  annehmen,  daß  die  Bewegung 
der  Flüssigkeit  gänzlich  von  derjenigen  der  Körper  herrührt  und 
deshalb  wirbelfrei  und  azyklisch  ist. 

In  diesem  Falle  wird  das  Geschwindigkeitspotential  in  jedem 
Augenblick  die  Form 

9  -  2i9i  +  <t»<Pt  +  ■•■  +  2,9«  (1) 

haben,  wo  <p;,  <ptr  -in  ähnlicher  Weise  wie  in  §  118  bestimmt  sind. 
Die  Formel  für  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  lautet  dann 

1)  Sir  W.  R.  Hamilton,  „On  a  General  Method  in  Dynamics",  Phil  Tram,, 

1831  und  1886. 

2)  Dieae  Bezeichnung  wurde  von  Helmholtz  eingeführt:  „Die  physikalische 
Bedeutung  des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung",  Crtüa  Journ ,  100,  S.  1S7,  1886 
{Ges.  Äbh.  in,  S.  808).  Whittaker  (Änaiytical  Dynamics,  S.  88)  kehrt  das  Vor- 
zeichen um. 
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2 T -- « ff v&i*13 -*!&'  +  *«&  +  ■  '■  +  "■**  +  -i   (3) 

■wo 

^--•jör*Ä«~»ir*fe» 

Die  Integrationen  sind  Über  die  Grenzflächen  der  Flüssigkeit  zu  er- 
strecken. Die  Identität  der  beiden  Formen  von  An  folgt  aas  dem 
Greenschen  Satze.  Die  Koeffizienten  A^  und  A„  werden  im  allgemeinen 
Funktionen  der  Koordinaten  qt,  qa,  . . .,  qn  sein. 

Wenn  wir  zur  Formel  (2)  die  kinetische  Energie  Ü,  der  Körper 
selbst  zweimal  addieren,  so  erhalten  wir  einen  Ausdruck  von  derselben 
Form,  nur  mit  veränderten  Koeffizienten;  wir  schreiben  daher: 

»r-^uffi1  +  A^q*  +  ■■■  +  2Altq1qi  +  ■■■  (4) 

Es  bleibt  übrig,  zu  zeigen,  daß  die  Bewegungagleichnngen,  ob- 
wohl das  jetzt  betrachtete  System  einen  unendlichen  Freiheitsgrad 
besitzt,  dennoch  unter  den  angenommenen  Bedingungen  erhalten 
werden,  indem  man  schlechthin  den  obigen  Ausdruck  für  T  in  die 
Lagrangeschen  Gleichungen  (14)  des  §  135  einsetzt.  Wir  dürfen  dies 
natürlich  nicht  ohne  weitere  Prüfung  annehmen,  denn  die  Lagen  der 
verschiedenen  FlüssigkeitBteilchen  werden  durch  die  jeweiligen  Werte 
Qu  Qu  ■  -  ■!  <üa  der  Koordinaten  der  Körper  nicht  bestimmt.  Wenn  z.  B. 
die  Körper  nach  Vollendung  verschiedener  Evolutionen  alle  in  ihre 
ursprünglichen  Lagen  zurückgebracht  werden,  so  wird  man  im  all- 
gemeinen finden,  daß  die  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  um  endliche 
Strecken  verschoben  sind.1) 

Gehen  wir  anf  die  allgemeine  Formel  (2)  des  §  135  zurück,  und 
nehmen  wir  an,  daß  in  der  veränderten  Bewegung,  auf  welche  das 
Symbol  A  sich  bezieht,  die  Körper  keine  Veränderung  der  Größe  oder 
Gestalt  erfahren,  daß  die  Flüssigkeit  inkompressibel  bleibt,  und  daß 
sie  an  den  Grenzflächen  die  gleiche  Verschiebung  in  Richtung  der 
Normalen  erfahrt,  wie  die  Körper,  mit  denen  sie  in  Berührung  ist. 
Es  ist  bekannt,  daß  unter  diesen  Umständen  die  Glieder,  welche  von 
den  Kräften  und  Gegenkräften  im  Innern  der  Körper  herrühren,  aus 
der  Summe 

1)  Ale  ein  einfache«  Beispiel  nehmen  wir.  den  Fall  einer  kreisförmigen 
Lamelle,  welche  ohne  Rotation  ao  bewegt  wird,  da£  ihr  Mittelpunkt  ein  Recht- 
eck beschreibt,  von  welchem  zwei  Seiten  an  ihrer  Ebene  senkrecht  Bind)  diuin 
untersuche  man  die  Verschiebung  eines  Teilchens,  das  ursprünglich  mit  der 
Lamelle  im  Mittelpunkt  in  Berührung  war. 
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verschwinden.  Die  Glieder,  ■•reiche  ihren  Ursprung  in  den  gegen- 
seitigen Drucken  der  Flüssigkeite-elemente  hoben,  sind  mit 

oder 

gleichwertig,  wo  das  erste™  integral  aber  die  Grenzflächen  zu  er- 
strecken ist,  und  l,  m,  «  die  Richtungskosinusse  der  nach  der  Flüssig- 
keit hinein  gezogenen  Normalen  bezeichnen.  Das  Tolumenintegral  ver- 
schwindet infolge  der  InkompressibUitätsbedingung 

Das  Oberflächenintegral  verschwindet  an  einer  festen  Begrenzung,  wo 

in  dem  Falle  eines  bewegten  Körpers  wird  es  durch  die  Glieder 
aufgehoben,  welche  von  dem  Druck  herrühren,  der  von  der  Flüssig- 
keit auf  den  Körper  ausgeübt  wird.  Man  kann  daher  annehmen,  daß 
die  Zeichen  X,  ¥,  Z  sich  nur  auf  die  äußeren  Kräfte  beziehen,  welche 
auf  dag  System  wirken,  und  wir  können 

r(XA|  +  YAr,  +  ZAQ  -  &A9l  +  QtASt  +  ■  ■  ■  +  QmAqn      (6) 

schreiben,  wo  Qlt  Qt,  •••,  Qn  die  generalisierten  Komponenten  der 
äußeren  Kraft  bezeichnen. 

Die  veränderte  Bewegung  der  Flüssigkeit  besitzt  immer  einen 
hohen  Grad  von  Allgemeinheit.  Wir  wollen  sie  jetzt  weiter  be- 
schränken, indem  wir  annehmen,  daß,  während  die  festen  Körper 
durch  geeignete  Kräfte  eine  willkürlich  vorgeschriebene  Bewegung 
auszuführen  gezwungen  sind,  die  Flüssigkeitsteilohen,  sich  selbst  über- 
lassen, ihre  eigene  Bewegung  infolge  hiervon  verrichten.  Es  soll  des- 
halb vorausgesetzt  werden,  daß  die  veränderte  Flüssigkeitsbewegung 
wirbelfrei  ist,  sodaß  die  veränderte  kinetische  Energie  T  -\-  AT  des 
ganzen  Systems  die  gleiche  Funktion  der  veränderten  Koordinaten 
qr  -1-  Aqr  und  der  veränderten  Geschwindigkeiten  qr  -f-  Aqr  sein  wird, 
wie  die  tatsächliche  Energie  T  von  qr  und  qr. 

Betrachten  wir  weiter  die  Flüssigkeitsteilchen  allein,  so  haben 
wir  unter  der  gleichen  Annahme: 

£*(iA*-MA,,-KAÖ ffff{&l**  +  S5*9+%*')  ****** 

—  9JJ  9  (*A&  +  »»Aij  +  nAß  dS, 
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wo  wieder  die  Inkompresmbilitaujbedingung  angewendet  ist.  Die 
kinematische  Bedingung,  welcher  an  den  Grenzen  genügt  werden 
muß,  gibt 

und  deshalb 

a»(Ut+*A,+:At) — effr  (^  as,+ |*  As,+-+ §*  A«.)*»' 

-  (*ii«i  +  -»ii  ji  +  •  ■  •  +  A,.i)  As, 
+  (im«.  +  Am3.  +  ■  ■  ■  +  -*i.S.)  Aj, 


+  (A«9i+  *■*!•  +  ■■■  +  K.Ü  A?, 


nach  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  oben.  Wenn  wir  die  Glieder, 
die  von  den  festen  Körpern  herrühren,  hinzufügen,  finden  wir,  daß 
die  Beziehung  (9)  des  g  135  immer  gilt;  die  Ableitung  der  Lagrange- 
schen Gleichungen  ,  ..      „ _ 

Äff -;£-«-  <■«> 

geschieht  dann  genau  so  wie  vorher. 

Wie  in  §  135  ergeben  diese  Gleichungen: 

S-ftft  +  ftft  +  -  +  «Lfc, 

oder  im  Falle  eines  konservativen  Systems 

T  +  F=konst  (9) 

§  137.  Als  erste  Anwendung  dieser  Theorie  wollen  wir  ein 
Beispiel  nehmen,  welches  von  Thomson  und  Tait1)  gegeben  ist;  es 
soll  nämlich  angenommen  werden,  daß  eine  Kugel  sich  in  einer 
Flüssigkeit  bewegt,  welche  nur  von  einer  unendlichen  ebenen  Fläche 
begrenzt  wird. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  den  Fall,  wo  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  sich  in  einer  Ebene  senkrecht  zu  dieser  bewegt,  und  be- 
stimmen wir  ihre  Lage  zur  Zeit  t  durch  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y 
in  dieser  Ebene,  von  denen  y  die  Entfernung  von  der  Grenzfläche  be- 
zeichnet.   Wir  haben  dann: 

2  T  -  Ax*  +  By*,  (1) 

wo  A  und  B  Funktionen  von  y  allein  sind;  es  ist  klar,  das  das  Glied  xy 
nicht  auftreten  kann,  da  die  Energie  ungeändert  bleiben  muß, 'wenn 
das  Vorzeichen   von  x   umgekehrt  wird.     Die  Werte   von  A    und  B 

1)  I.  c,  8.  311, 


(2) 
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können  aus  den  Ergebnissen  der  §§  98  and  99  hingeschrieben  werden; 
wenn  nämlich  m  die  Masse  und  a  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet, 
so  haben  wir  näherongsweiBe: 

JB-*n  +  i*pa»(n-t  pj] 

wenn  y  im  Vergleich  zu  a  groß  ist. 

Die  Bewegungsgleichungen  ergeben: 

wo  X  und  T  die  Komponenten  der  äußeren  Kraft  sind,  von  der  wir 
annehmen,  daß  sie  auf  die  Kugel  in  einer  Linie  wirkt,  die  durch  das 
Zentrum  geht. 

Wenn  keine  äußere  Kraft  vorhanden  ist,  und  wenn  die  Kugel 
in  senkrechter  Richtung  zu  der  festen  Wand  bewegt  wird,  so  haben  wir 

8  =  0 
und 

By*  -  konst.  (4) 

Da  B  abnimmt,  wenn  y  wächst,  so  erfährt  die  Kngel  eine  Be- 
schleunigung von  der  Wand  her. 

Wenn  andererseits  die  Kugel  gezwungen  wird,  sich  auf  einer 
Parallelen  zur  Wand  zu  bewegen,  so  haben  wir 

j-0, 

und  die  notwendige  Zwangskraft  ist 

*•--*£*■•  (») 

Da  j-  negativ  ist,  ao  folgt,  daß  die  Kugel  von  der  Wand  scheinbar 
angezogen  wird.  Die  Ursache  hierfür  wird  ersichtlich,  wenn  man  das 
Problem  auf  einen  Fall  stationärer  Bewegung  zurückführt.  Die  Ge- 
schwindigkeit der  Flüssigkeit  auf  der  Seite  der  Kugel,  welche  der 
Wand  näher  ist,  ist  offenbar  größer,  und  der  Druck  deshalb  kleiner 
als  auf  der  entfernteren  Seite;  siehe  §  23. 

Die  obige  Erörterung  paßt  auch  auf  den  Fall,  wo  zwei  Kugeln 
in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  sich  derartig  bewegen,  daß  die  Ebene 
y  =  0  m  jeder  Beziehung  eine  Symmetrieebene  ist. 

§  138.  Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  wo  zwei  Kugeln 
sich  in  der  Richtung  ihrer  Zentralen  bewegen. 
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Der  kinematische  Teil  des  Problems  ist  in  §  98  behandelt  worden. 
Wenn  wir  jetet  mit  x  und  y  die  Abstände  der  Kttgelmittelpankta  A 
and  B  von  einem  festen  Anfangspunkt  0  in  ihrer  Verbindungslinie 
bezeichnen,  so  haben  wir 

2T-  Li*  -  2Mxif  +  Ny>,  (1) 

wo  die  Koeffizienten  L,  M,  N~  Funktionen  tob  y  —  x  oder  c,  dem 
Abstand  ihrer  Mittelpunkte,  sind.  Daher  lauten  die  Bewegongg- 
gleichungen : 

wo  X  und  Y  die  Kräfte  Bind,  welche  auf  die  Kugeln  längs  der  Ver- 
bindungslinie ihrer  Mittelpunkte  wirken.  Wenn  die  Radien  a  und  b 
beide  im  Vergleich  zu  c  klein  sind,  so  haben  wir  nach  ßleiehung  (15) 
des  §  98,  wenn  wir  nur  die  wichtigsten  Glieder  berücksichtigen, 

X  =  m  +  J*paB| 

M-2%9~         ,  (3) 

N—m'+ixQb*} 

wo  m  und  m'  die  Massen  der  beiden  Kugeln  sind.  Mit  diesem  Grad 
der  Annäherang  ist  also 

-/-°  1 

de 

dM  a        a'fc»  I 


Wann  jede  Kugel  gezwungen  wird,  sieh  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit zu  bewegen,  so  ist  die  Kraft,  welche  zur  Aufrecht- 
erhaltung  der  Bewegung  auf  A  wirken  muß, 

Diese  ist  gegen  B  gerichtet  und  hängt  allein  von  dar  Geschwindig- 
keit von  B  ab.  Es  scheint  daher,  als  ob  die  Kugeln  ajpandar  ab- 
stoßen, und  es  ist  zu  beachten,  daß  die  scheinbaren  Kraft»  nicht 
gleich  und  entgegengesetzt  sind,  außer  wenn  x  —  ±  y. 

Wenn  die  Kugeln  kleine  periodisehe  Schwingungen  vom  gleicher 
Periode  um  je  eine  mittlere  Lage  ausführen,  so  werden  die  nuttleren 


>yLiOOgie 
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Werte  der  ersten  Glieder  in  Gleichung  (2)  verschwinden.  Die  Kugeln 
werden  also  scheinbar  aufeinander  Kräfte  TOS  dem  Betrag 

aneflben,  wo  [xjf]  den  Mittelwert  von  xy  bezeichnet.  Wenn  sich 
x  and  y  in  der  Phase  nm  weniger  als  eine  Viertelperiode  unter- 
scheide«, ao  ist  diese  Kraft  abstoßend;  wenn  aber  nm  mehr  als  eine 
Viertelperiode,  so  ist  sie  anziehend. 

Schließlich  wollen  wir  annehmen,  daß  B  kleine  periodische 
Schwingungen  ausführt,  wahrend  A  in  Kühe  bleibt.  Der  Mitterwert 
für  die  Kraft,  welche  auf  die  Kugel  A  wirken  muß,  nm  jede  Be- 
wegung zu  verhindern,  ist 

X-i™W,  (6) 

wo  [y*]  den  Hittelwert  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  von  B  be- 
zeichnet Bis  zum  obigen  Grad  der  Annäherung  ist  ,  null;  im 
Hinblick  auf  §  93  finden  wir,  daß  das  wichtigste  Glied  in  seinem 
Werte  ... 

-12»o~- 

beträgt,  sodaß  die  auf  A  ausgeübte  Kraft  anziehend  und  der  Größe 
nach  gleich 

ist. 

Das  Ergebnis  fällt  unter  ein  allgemeines  Prinzip,  welches  von 
Lord  Kelvin  ausgesprochen  worden  ist.  Wenn  wir  zwei  in  einer 
Flüssigkeit  eingetauchte  Körper  betrachten,  deren  einer  (Ä)  kleine 
Schwingungen  ausführt,  während  der  andere  (U)  in  Rohe  ist,  so  wird 
die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  an  der  Oberfläche  von  _B  im  ganzen 
auf  der  Seite,  welche  näher  A  ist,  größer  sein,  als  auf  der  entfern- 
teren Seite.  Daher  wird  der  mittlere  Druck  auf  die  vordere  Seite  im 
Durchschnitt  kleiner  sein,  als  der  auf  die  letztere,  sodaß  B  im  ganzen 
eine  Anziehung  nach  A  hin  erfährt.  Als  praktisches  Beispiel  können 
wir  die  Anziehung  einer  leichtbeweglichen  Karte  durch  eine  schwingende 
Stimmgabel  sowie  andere  ähnliche  Erscheinungen  anführen,  welche 
experimentell  von  Guthrie ')  antersueht  und  in  der  obigen  Weise  von 
Lord  Kelvin*)  gedeutet  worden  sind. 

))  „Oh  Appronch  cauiet)  bj  Vibration",  Proe.  Boy.  8oe.,  19,  IMS  (Fhit. 
Maf,,  Novense*  1870). 

8)  ifejwwit  9f  Piyen  im  Ekctmetaiks,  «fc.,  g  741.  Betraft  weiter«  Unter- 
Buchungen  von  Bjerknos  n.  a.  aber  die  gegenseitige  Einwirkung  von  Kugel»,  die 
in  einer  FlQsngkeit  schwingen,  siehe  Hicks,  „Heport  on  Recent  Keeearchei  in 
Hvdrodynavici",  Brit.  Am.  fiep.,  1882,  S.  62  ff.;  Love,  Enzyklopädie  der  maihe- 
uwtMcfcm  Witte.  TV,  2.  Teil,  S.  111  und  112. 
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Umformung  der  Lagrangesohen  Gleiohongem  in  dem  l'allo 
Byklisoher  Bewegung. 

§  139.  Wir  kehren  zu  den  Untersuchungen  des  §  135  zurück, 
mit  der  Absicht,  sie  auf  den  Fall  anzupassen,  wo  die  Flüssigkeit  eine 
zyklische  wirbelfreie  Bewegung  durch  Kanäle  in  den  bewegten  Körpern 
oder  in  einem  umschließenden  Gefäß  ausführt,  die  also  unabhängig 
von  der  Bewegung  ist,  die  von  den  Körpern  selbst  herrührt. 

Wir  wollen  uns  denken,  daß  Querschnitte  in  den  verschiedenen 
Öffnungen  gezogen  sind.  Bei  den  Kanälen,  die  sich  in  dem  um- 
schließenden Gefäß  befinden,  wollen  wir  annehmen,  daß  diese  Flächen 
fest  im  Räume  seien,  bei  den  Kanälen  dagegen,  die  sich  in  einem 
bewegten  Körper  befinden,  wollen  wir  voraussetzen,  daß  sie  in  Bezug 
auf  den  Körper  feBt  seien.  Es  seien  %,  %',  %",  ■  •  •  die  relativen  Durch- 
gangsmengen  zur  Zeit  t  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Querschnitte;  es 
seien %,  %',  %',  •  ■  ■  die  Zeitintegrale  dieser  Durchgangsmengen  von  einem 
beliebigen  Zeitpunkt  an  gerechnet,  sodaß  diese  Größen  die  Flüssigkeits- 
volnmina  bestimmen,  welche  in  der  Zeit  (  die  entsprechenden  Quer- 
schnitte durchflössen  haben.  Es  wird  sich  zeigen,  daß  die  Analogie 
mit  einem  dynamischen  System  von  endlichem  Freiheitsgrade  immer 
gewahrt  bleibt,  vorausgesetzt,  daß  die  Größen  x,  %,  %',  ■  ■  -  als  gene- 
ralisierte Koordinaten  des  Systems  angesehen  werden,  die  zu  denjenigen 
(q1,  53,  -■  •,  qj  hinzukommen,  welche  die  Lagen  der  bewegten  Körper 
bestimmen.  Es  ist  schon  ersichtlich,  daß  die  absoluten  Werte  von 
X?  Zt  %">  ' ' '  nicht  m  den  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  ein- 
gehen, sondern  nur  die  Geschwindigkeiten  ihrer  Änderung. 

Zuerst  wollen  wir  zeigen,  daß  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in 
jeder  gegebenen  Lage  der  Körper  durch  die  augenblicklichen  Werte 
von  gt,  5,,  -  ■  ■,  qn,  %,  %',  %",  •  ■  ■  vollständig  bestimmt  ist.  Denn  gäbe 
es  zwei  Arten  wirbelfreier  Bewegung,  welche  mit  diesen  Werten  ver- 
träglich wären,  dann  würde  bei  einer  Bewegung,  welche  die  Differenz 
dieser  beiden  ist,  die  Grenze  der  Flüssigkeit  in  Buhe  und  der  Fluß 
durch  jeden  Querschnitt  null  sein.  Die  Formel  (5)  des  §  55  zeigt, 
daß  unter  diesen  Umständen  die  kinetische  Energie  verschwinden  muß. 

Folglich  kann  das  Geschwindigkeitspotential  in  der  Form 

9  -  2i9>i  +  <fc<Pi  +  ••■  +  q„9n  +  iß  +  Z'ß'  +  —  (1) 

ausgedruckt  werden.  Hier  ist  <pr.  das  Geschwindigkeitspotential  einer 
Bewegung,  bei  der  qr  allein  sich  ändert  und  der  Fluß  durch  jeden 
Querschnitt  demgemäß  null  ist.  Ferner  ist  il  das  Geschwindigkeits- 
potential  einer  Bewegung,  bei  der  die  Körper  alle  in  Ruhe  sind, 
während  der  Fluß  durch  die  erste  Öffnung  gleich  1  und  derjenige  durch 
jede  andere  Öffnung  null  ist,  Es  ist  zu  beachten,  daß  tplt  tpif  ■■•,  qpB, 
&,  &',  -  •  ■  im    allgemeinen   zu    den    zyklischen   Funktionen   gehören, 
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welche  jedoch  Dach  den  Festsetzungen  des  §  50  als  einwertig  be- 
handelt Verden  können. 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  wird  durch  den  Ausdruck 

»-•jOünös'+ßr+fis'}***     « 

gegeben,  wo  das  Integral  aber  das  Gebiet  zu  erstrecken  ist,  welches 
in  dem  betrachteten  Augenblick  von  der  Flüssigkeit  erfüllt  ist.  Durch 
Einsetzen  von  Gleichung  (1)  erhalten  wir  T  als  eine  homogene 
Funktion  zweiten  Grades  in  glt  </,,  ■•-,  qn,%,  X,  z"i  ■■■  "ü*  Koeffizienten, 
welche  von  der  augenblicklichen  Stellung  der  Körper  abhängen  und 
deshalb  Funktionen  von  qu  qs,  ■  ■  -,  qm  allein  sind.  Überdies  finden 
wir  nach  Gleichung  (1)  des  §  53: 

wo  x,  x',  ■  ■  ■  die  zyklischen  Konstanten  von  q>  sind,  und  das  erste 
Flächen  integral  über  die  Oberflächen  der  Körper,  die  übrigen  Über 
die  verschiedenen  Querschnitte  zu  erstrecken  sind.  Vermittels  der 
Bedingungen,  welche  &  bestimmen,  gibt  dies  die  erste  Gleichung  des 
Systemes: 

r%-**>  &-**'■■■  (3) 

Dies  zeigt,  daß  qx,qx',  -als  generalisierte  Komponenten  des  Momentes 
betrachtet  werden  können,  welche  den  Geschwindigkeitskomponenten 
%,  bzw.  x  •  ■  •  entsprechen. 

Wir  wenden  uns  zur  allgemeinen  Hamiltonschen  Formel  (17)  des 
§  135.  *)  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  veränderte  Bewegung  des 
Körpers  nur  der  Bedingung  unterworfen  ist,  daß  die  Anfange-  und 
Endlagen  dieselben  sind  wie  bei  der  wirklichen  Bewegung;  ee  soll 
auch  die  Anfangslage  jedes  Flüssigkeitsteilchens  bei  beiden  Bewegungen 
dieselbe  sein.    Der  Ausdruck 

verschwindet  demgemäß  zur  Zeit  t„,  aber  im  allgemeinen  nicht  zur 
Zeit  tl,  falls  keine  weiteren  Beschränkungen  vorhanden  sind. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  die  veränderte  Bewegung  der 
Flüssigkeit  wirbelfrei  ist  und  demgemäß  durch  die  jeweiligen  Werte 
der   veränderten   generalisierten    Koordinaten   und   Geschwindigkeiten 

I)  Es  wUre  möglich,  eine  Untersuchung  nach  dem  Lagran  gesehen  Vorbild 
anzustellen,  parallel  zu  der  des  §  136,  aber  der  Beweis  der  Formeln,  welche 
denjenigen  (ö)  unten  entsprechen,  erfordert  etwas  umständliche  Erwägungen. 

Limb,  Hjdiadjunlk.  16 
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bestimmt  wird.  Betrachten  wir  die  Teilchen  der  Flüssigkeit  allein, 
so  haben  wir: 

+  p* fj  (IM  +  m  Aij  +  nA$)  da 

+  <,«'  fftlM  +  *n  An  +  nA?)  dtf  +  •  ■■ 

wo  l,  m,  n  die  Richtungekosimisse  der  Normalen  in  einem  Element 
der  Grenzfläche  sind,  die  in  die  Flüssigkeit  hinein  gezogen  ist,  oder 
gelegentlich  der  Normalen  eines  Elementes  eines  Querschnittes,  in 
der  Richtung  gezogen,  in  welcher  die  entsprechende  Zirkulation  ge- 
rechnet wird. 

Zur  Zeit  t,  haben   wir   an   den  Oberflächen   der  Körper  wie  an 
den  festen  Grenzflächen 

JA£  +  mA»j  +  MAg-0. 
Wenn  ferner  AB  einen  der  Querschnitte  in  seiner  Lage  zur  Zeit  f, 
darstellt,  während  A'B"  für  denselben  Zeitpunkt 
die  Lage  bei  der  veränderten  Bewegung  von  den 
Teilchen  darstellt,  welche  bei  der  wirklichen  Be- 
wegung die  Stellung  AB  einnehmen,  so  wird  das 
Volumen,  welches  zwischen  AB  und  A'B  ein- 
geschlossen ist,  dem  entsprechenden  A%  gleich 
sein;  folglich 

(ZA!  +  mAi7  +  »A£)dff  —  A*  | 

1.  15) 

(IM  +  m&V  +  nA£)dff'  =  Az' 


Die  veränderten  Zirkulationen  von  Augenblick  zu  Augenblick 
stehen  noch  zu  unserer  Verfügung.  Wir  können  demnach  annehmen, 
daß  ihre  Werte  so  beschaffen  sind,  daß  sie  Aj;,  Aj;',  •  •  •  zur  Zeit  l: 
verschwinden  lassen.  Das  rechte  Glied  der  Gleichung  (17)  des  §  135 
wird  demgemäß  verschwinden;  und  wenn  wir  ferner  annehmen,  daß 
die  äußeren  Kräfte  überhaupt  keine  Arbeit  verrichten,  wenn  die  Be- 
grenzung der  Flüssigkeit  fest  ist,  was  auch  immer  für  relative  Ver- 
schiebungen den  Fl ü s eig keits teilehen  erteilt  werden,  so  reduziert  sich 
die  Formel  auf 

fi*T  +  Ql&q1  +  Q,A<h  +  -+Qm*q.\dt-(k  (6) 

5  DfrtizedDy  G00gle 
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Hieraas    folgen    die   Lagrangeschen    Gleichungen   durch   ein   be- 
kanntes Verfahren.    Wir  haben 


,    e±     .   -     .    es    A  ■»    . 

>-ii*t+Tf  <*  +  ■■■ 

st  a     ,  st  .      ,       ,  ar  A 


CO 


Durch  eine  partielle  Integration,  und   unter  der  Annahme,   daß 

Aq,,  Agt,  ■  ■  ■-  Ag„,  A3;,  A^',  •  ■  ■  zu  den  Zeiten  ^  und  i,  verschwinden, 


finden  wir  folglich 

cT 


h 


&  ST      ST      -,\  a       ,  I  d  ST      ST      n\  . 


(8) 


[AST      ST      ~\.       ,   d  ST  .      ,   dST  A   ,  ,       I  ,. 

Da  die  Werte  von  Ag,,  Ays,  ■  ■  ■,  A<7n,  A%,  A%,  "'  innerhalb  des 
I11terval.es  ta  bis  tt  stets  willkürlich  Bind,  müssen  ihre  Koeffizienten 
einzeln  verschwinden.    Wir  erhalten  also  n  Gleichungen  von  der  Form 

zusammen  mit 

r."-«.   *£-<>,•••  (10) 

dto%         '    dtd%  '  v     ' 

§  140.  Gleichungen  wie  (9)  und  (10)  kommen  bei  verschiedenen 
Aufgaben  der  gewöhnlichen  Dynamik  vor,  zum  Beispiel,  wenn  es  sich 
nm  Gyrostaten  handelt,  wobei  die  Koordinaten  %,  %,  •  ■  -,  deren  ab- 
solute Werte  die  kinetische  oder  die  potentielle  Energie  nicht  beein- 
flussen, die  Winkelkoordinaten  der  Gyrostaten  in  Bezug  auf  ihre 
Rahmen  sind.  Die  allgemeine  Theorie  solcher  Systeme  ist  von  Routh1), 
Thomson  und  Tait*)  u.  a.  behandelt  worden. 

Wir  haben  gesehen,  daß 

und    die   Integration   der    Gleichungen    (10)   zeigt,    daß   die   Größen 

1)  On  the  Stabüity  of  a  Given  State  of  Motion  (Adams  Prise  Essay), 
London  1877;  Advanced  Rigid  Dynamics,  fi.  Aufl.,  London  1906. 

2)  Natural  Philosoph*/,  2.  Aufl.,  §  819,  1879.  Siehe  auch  Heimholte,  „Prin- 
zipien der  Statik  monocycliacher  Systeme",  Grelles  Journ.,  97,  1884  (Ges.  Abh., 
III,  S.  179);  Larmor,  „On  the  Direct  Application  of  the  Principle  of  Leimt  Action 
to  the  Dynamics  of  Solid  and  Fluid  Systems",  Proe.  Lond.  Math.  Soe.,  16,  1884; 
Lamb,  Art.  „Dynamics,  Analytic&l",  Encycl.  Brit.,  Bd.  87,  S.  666,  1908;  Whittaker, 
Analytical  Dynamics,  Kap.  III. 
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x,  x',  ■  ■■  in  Bezug  auf  die  Zeit  konstant  sind,  wie  schon  auf  andere 
Weise  bekannt  irt  (§  50).    Wir  schreiben: 

R-T-qxz-9*Z (12) 

Wenn  die  Gleichungen  (11)  ausführlich  hingeschrieben  werden,  so 
bestimmen  sie  %,%,-■  als  lineare  Funktionen  von  x,  »',•■■  und 
Sit  9i>  ' '  '»  ?<■)  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (12)  können  wir  R  als 
eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  derselben  Größen  ausdrücken, 
mit  Koeffizienten,  welche  natürlich  im  allgemeinen  die  Koordinaten 
Sit  ii>  " "  j  9»  enthalten.  Unter  dieser  Annahme  haben  wir,  wenn 
wir  die  willkürliche  Variation  A  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (12) 
ausfuhren  und  die  Teile  weglassen,  welche  sich  infolge  der  Glei- 
chung (11)  aufheben, 

dB  *   ■      ,            i    die  .         ,            ,    dB  ,  \ 

Irr-  A§!  + h  »--  A«,  H V  a--  Ax  H 

"  9£  A«>  +  ■ '  ■  +  h,  ASl  + **** ) 

wo  der  Kürze  halber  nur  ein  Glied  jeder  Art  hingeschrieben  ist. 
Wir  erhalten  also  2«  Gleichungen  von  den  Formen: 

dS      9T      3Ä       cT_  .... 

Wr  =  dir'      d9r~  dir'  l      J 

zusammen  mit 

W  ■  _  9Z»     Ji 9Z,  ■  ■  ■  •  (lö) 

Folglich  können  die  Gleichungen  (9)  folgendermaßen  geschrieben 
werden:  VJR       SB 

üH-H-e»  <16> 

wo  die  Geschwindigkeiten  z,  Zi  ■  ■  ■>  welche  den  „ignorierten"  Koordi- 
naten %,%,-•■  entsprechen,  jetzt  eliminiert  sind.1) 

§  141.  Um  ausführlicher  die  Art  der  Veränderung  zu  zeigen, 
welche  durch  die  zyklischen  Bewegungen  in  die  dynamischen  Glei- 
chungen eingeführt  ist.  verfahren  wir  folgendermaßen. 

Wenn  wir  aus  (15)  in  (12)  einsetzen,  so  erhalten  wir: 

T-Ä-(«£?  +  rfg +•■■).  (17) 

Erinnern  wir  uns  jetzt  an  die  Zusammensetzung  von  R,  so  können 
wir  für  einen  Augenblick 

R  -  -B,,«,  +  «,,!  +  B.,,  (18) 

1}  Diese  Untersuchung  stammt  von  Routh,  l.  e.%  vgl.  Whittaker,  Analytkal 
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schreiben,  wo  B,  „  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  von 
9i>  9tt  '  ' ';  5»  i^i  ^n,s  eme  solche  von  x,  %',  ■  •  ■,  und  B,  ,  bilinear  in 
Bezug  auf  diese  beiden  Reihen  von  Variablen  ist.  Daher  nimmt 
Gleichung  (17)  die  Form 

T-^-R^  (19) 

an,  oder,  wie  wir  sie  in  Zukunft  schreiben  werden, 

T-Z+K,  (20) 

wo  2  und  K  homogene  Funktionen  zweiten  Grades  von  g,,  &,-*-,  j„ 
biw.  x,  *')•■■  Bind.    Es  folgt  ferner  ans  Gleichung  (18),  daß 

B-S-X-Aj,-/),?, /S.S..  (21) 

w0  A>  A»  •  ■  ■  lineare  Funktionen  von  je,  »',■■■  sind,  etwa: 

A  —  «1«  +  «i>'  + 

A  -  «,*  +  «,'«'  + 


».'*'+' 


(22) 


Die  Bedeutung   der  Koeffizienten  «   bei   den    hydrodynamischen   An- 
wendungen ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (15)  und  (21).  Wir  finden: 

9%  —  d%  +«i  2i  +  o»«i  +■' ■+«*<[. 

a  TT  /?111 


was  aeigt,  daß  «,.  den  Anteil  des  Massenflusses  durch  den  ersten  Quer- 
schnitt angibt,  welcher  der  Einheit  der  Geschwindigkeit  qr  zuzu- 
schreiben ist,  usw. 

Wenn  wir  aus  Gleichung  (21)  in  (16)  einsetzen,  erhalten  wir 
die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  eines  ^gyrostatischen  Systems" 
in  der  Form1): 

firÜ-üf  +(M)ft+(i,3)s.+"'+(i,«)ir.+£-e, 


*»»   »«P 


+  (S,3)j,+    -  +  (2,»)s.+f£-ft 


-3?  +  («.%+(".  *)»  +  (•>  8)8.  +  - 


(24) 


1)  Diese  Gleichungen  wurden  jsuerut  in  einer  Arbeit  von  Sir  W.  Thomson 
gegeben:  „On  the  Motion  of  Rigid  Solid«  in  a  Liquid  circnUting  irrotationallj 
latoagn  perfoimtion»  in  them  or  in  a  Fiied  Solid",  PhiJ.  Mag.,  Hai  1875.  Siebe 
weh  C.  Naumann,  Hydrodynamische   Untersuchungen,  1888. 
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c«>-fjht£-  w 

Es  ist  wesentlich,  zu  beachten,  daß 

(r,  s)  =  —  (s,  r)     und     (r,  r)  —  0. 

Wenn  wir  in  den  Bewegungsgleichungen  eines  völlig  bestimmten 
Systeme»  von  endlichem  Freiheitsgrade  (§  135,  Gleichung  (14))  das 
Vorzeichen  des  Zeitelementes  St  umkehren,  so  bleiben  die  Gleichungen 
unverändert.  Die  Bewegung  ist  deshalb  reversibel;  d.  h.  wenn  bei 
dem  Durchgänge  des  Systeme»  durch  irgend  eine  bestimmte  Lage  die 
Geschwindigkeiten  qt,  qt,  ■  *  •,  qm  alle  umgekehrt  werden,  so  wird  es 
auf  seinem  früheren  Wege  zurückkehren,  vorausgesetzt,  daß  die  Kräfte 
in  der  gleichen  Lage  stets  die  gleichen  sind.  Es  ist  wichtig,  zu 
bemerken,  daß  dieser  Satz  nicht  allgemein  für  ein  gyrostatisches 
System  gilt;  es  ändern  nämlich  die  Glieder  in  (24),  welche  in 
qx,  qat  -  ■  ■,  3»  linear  sind,  ihr  Vorzeichen  zugleich  mit  dt,  während 
es  die  anderen  nicht  tun.  Daher  ist  bei  unserer  gegenwärtigen  An- 
wendung die  Bewegung  der  Körper  nicht  reversibel,  außer  wenn  wir 
uns  etwa  einbilden,  daß  die  Zirkulationen  x,  x't  ■  ■  ■  gleichzeitig  mit 
den  Geschwindigkeiten  qlr  qtl  •■•,},  umgekehrt  werden.1) 

Wenn  wir  die  Gleichungen  (24)  der  Reibe  nach  mit  qu  qtt  •■■lqt 
multiplizieren  und  addieren,  so  finden  wir  durch  eine  geringfügige 
Abänderung  der  Methode  des  §  135: 

£(«  +  *)- e,S.+  &S.+  •■•+«.$„  (26) 

oder  wenn  das  System  konservativ  ist, 

«  +  K  +  V  =  konst.  (27) 

§  143.  Die  Ergebnisse  des  §  141  können  angewendet  werden, 
um  die  Bedingungen  ffir  das  Gleichgewicht  eines  Systemes  von 
Körpern  zu  finden,  welche  von  einer  Flüssigkeit  in  zyklischer  Be- 
wegung umflossen  werden.  Dieses  Problem  der  „Kmetostatüe",  wie 
es  bezeichnet  werden  kann,  wird  jedoch  naturgemäßer  durch  ein  ein- 
facheres Verfahren  behandelt. 

Der  Wert  von  <p  kann  in  diesem  Falle  auf  die  zweifache  Art 

v-iß  +  i'a'-r----,  (1) 

o>  ~  xa>  +  *V  +  •  •  ■  (2) 

ausgedrückt  werden,   und  die  kinetische  Energie  kann  demgemäß  als 


1)   Gerade    wie   die   Bewegung   der   Achse   eines  Kreisels   nicht  umgekehrt 
werden  kann,  außer  wenn  wir  den  Sinn  der  Umdrehung  ebenfalls  umkehren. 
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eine  homogone  Funktion  zweiten  Grades  entweder  von  %,  %,  •  •  •  oder 
tod  x,  x,  ■  •  •  erhalten  werden,  mit  Koeffizienten,  welche  in  jedem 
Falle  Funktionen  der  Koordinaten  gl,  g,,  -  ■  ■,  qm  Bind,  die  die  Lage 
der  Körper  bestimmen.  Diese  beiden  Ausdrücke  für  die  Energie 
»ollen  durch,  die  Zeichen  ?'0  und  K  unterschieden  werden.  Nach 
Gleichung  (5)  des  §  55  haben  wir  eine  dritte  Formel: 


2T=qxz  +  9x'x'+- 


(8) 


Die  Untersuchung  am  Anfang  des  §  135,  welche  durch  Aus- 
lassung der  Glieder,  die  gu  qt,  ■  ■  -,  qn  enthalten,  vereinfacht  wird, 
zeigt,  daß 

BT.  ,      dT.  ,,. 


Ferner  ist  die  ausführliche  Formel  für  K: 

»*—-ffil*—*/ffti*r- 


-(»,«)«■+(»',»')«''+••• 


■f  2  («,«■)  ««'+• 


Folglich: 


o- 


*ffis'—>fffi« 


1K 


Wir  erhalten  also: 

n-jz,  vi- 


<m< 


(ö) 


(6) 


CO 


Schreiben  wir  ferner  in  Gleichung  (3)  Tn  +  E  für  2  T  und  fahren 
■ofbeiden  Seiten  der  resultierenden  Gleichung  eine  Variation  A  aus,  so 
faden  wir,  wenn  wir  die  Glieder  weglassen,  die  infolge  der  Gleichungen 
l4)  und  (7)  sich  aufheben1), 


--o. 


Dies  schließt  die  Reihe  der  gesuchten  mathematischen  Formeln.*) 


1)  Es  würde  genügen,  Gleichungen  (4)  oder  Gleichungen  (7)  allein  vwaua- 
mieticn;  der  obige  Prozeß  fahrt  dann  zu  einem  unabhängigen  Beweis  für  die 
andere  Reihe  der  Formeln. 

2)  Ej   ist   in  bemerken,   daß    die  Funktion  H   des   3  140  sich  jetzt  auf 
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Wenn  wir  uns  jetzt  vorstellen,  daß  die  Körper  ans  dem  Zustand 
der  Rolle  in  der  Lage  (g,,  qt,  ■  •  -,  qj  in  den  Zustand  der  Rute  in 
einer  benachbarten  Lage 

(«i  +  Aft,  &  +  Ag„  ■••,«,+  AgJ 

gebracht  werden,  so  ist  die  dazu  gebrauchte  Arbeit: 

ftAfl  +  ftAft  +  ■  •  •  +  Q„*qn, 

wo  Qu  Qu  ■  •  i  ö.  ^'e  Komponenten  der  äußeren  Kräfte  sind,  welche 
angewendet  werden  müssen,  um  die  Flüssigkeitsdrucke  auf  die  Körper 
aufzuheben.  Dies  muß  dem  Zuwache  AK  der  kinetischen  Energie 
gleich  sein,  der  unter  der  Annahme  zu  berechnen  ist,  daß  die  Zir- 
kulationen x,  x,  ■  ■  -  konstant  sind.    Folglich: 

*--£■  W 

Die  Kräfte,  welche  die  Flüssigkeitsdrucke  auf  die  in  Ruhe  be- 
findlichen Körper  darstellen,  werden  erhalten,  wenn  man  die  Vor- 
zeichen umkehrt,  d.  h.  sie  werden  durch: 

«••—51  (10> 

gegeben;  die  Körper  streben  also,  sich  so  zn  bewegen,  daß  die  Energie 
der  zyklischen  Bewegung  abnimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (8)  haben  wir  ebenfalls: 


"    Sir 


(11) 


§  143.  Eine  einfache  Anwendung  der  Gleichungen  (24)  des 
§  141  geschieht  in  dem  Falle,  wo  eine  Kugel  sich  in  einer  Flüssig- 
keit bewegt,  die  wirbelfrei  in  einem  zyklischen  Raum  mit  festen 
Grenzen  zirkuliert. 

Wenn  der  Radius  a  der  Kugel  klein  im  Vergleich  mit  deren 
kürzestem  Abstand  von  der  Wand  ist,  so  lautet  die  Formel  (20)  des 
§  141: 

2T  =  m(x*  +  y>+e>)  +  K,  (1) 

wo  x,  y,  e  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  sind  und  m  die  Masse  der 
Kugel  zusammen  mit  der  Hälfte  der  von  ihr  verdrängten  Flüssigkeit»- 
masse  bezeichnet;  siehe  §  92.  Um  K,  die  Energie  der  zyklischen 
Bewegung,  wenn  die  Kugel  in  ihrer  augenblicklichen  Lage  in  Robe 
gehalten  wäre,  zu  finden,  beachten  wir  folgendes:  Wenn  wir  x,  y,  i 
den  Komponenten  u,  v,  w  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  gleich 
setzen,  die  bei  Abwesenheit  der  Kugel  im  Punkte  (x,  y,  e)  herrschen 
würde,  und  wenn  wir  gleichzeitig  m  —  2noa*  setzen,  so  ist  die  reeul- 
DigmzedsyCiOOgie 


tierende  Energie  angenähert  dieselbe,  als  wenn  die  Flüssigkeit  den 
ganzen  Raum  erfüllte;  folglich: 

2  stpa»  («»  +  v*  +  w1)  +  K  —  konst., 
oder: 

iT -konst.-  W,  (2) 

wo 

W  =  2  *  o  a"  («»  +  v*  +  w1) .  1 3) 

Es  bezeichnen  ferner  die  Koeffizienten  e^,  a,,  <*<,  in  §  141  (22) 
die  Durchgang  einengen  durch  den  ersten  Querschnitt,  wenn  die  Kugel 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  1  parallel  zur  x-  bzw.  y-  oder  «-Achse 
bewegt.  Wenn  wir  mit  il  den  Fluß  durch  diesen  Querschnitt  be- 
zeichnen, der  von  einer  einfachen  Quelle  der  Starke  1  im  Punkte 
(x,  y,  s)  herrührt,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  uns  an  die  Äquivalenz 
einer  bewegten  Kugel  mit  einer  Düppelquelle  (§  92)  erinnern, 

sodaß  die  Größen,  welche  in  Gleichung  (24;  des  §  141  mit  (2,  3), 
(3,  1),  (1,  2)  bezeichnet  wurden,  identisch  verschwinden.  Die  Glei- 
chungen reduzieren  sich  also  im  vorliegenden  Falle  auf: 


mt-Z+'-Z 


(6) 


wo   X,  Z,  Y  die  Komponenten  der  äußeren   Kraft  sind,   welche  auf 
die  Kugel  wirkt. 

w»"  x-r-z-o, 

so  strebt  die  Kugel,  sich  dorthin  zu  bewegen,  wo  die  ungestörte  Ge- 
schwindigkeit der  Flüssigkeit  am  größten  ist. 

Z.  B.  im  Falle  der  zyklischen  Bewegung  um  einen  festen  Kreis- 
zylinder (§§  27  und  64)  verhält  sich  die  Geschwindigkeit  der  Flüssig- 
keit umgekehrt  wie  der  Abstand  von  der  Achse.  Die  Kugel  wird 
sich  also  bewegen,  als  wenn  sie  unter  Wirkung  einer  Kraft  wäre,  die 
auf  die  Achse  zu  gerichtet  ist  und  eich  umgekehrt  wie  die  dritte 
Potenz  der  Entfernung  verhält     Die  Projektion  ihrer  Bahn  auf  eine 
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Ebene,   die  senkrecht  zur  Achse  steht,   wird  darum   eine   Cotes'sche 
Spirale  sein.1) 

§  144.  Wir  wollen  ferner  einige  Probleme  der  Kinetostatik  zur 
Erläuterung  der  Theorie  des  §  142  angeben. 

Es  wird  in  §  153  gezeigt  werden,  daß  die  Energie  K  der  zykli- 
schen Flüssigkeitsbewegung  proportional  mit  der  Energie  eines  ge- 
wissen Systemes  elektrischer  Stromflächen  ist,  welche  mit  den  festen 
Grenzen  zusammenfallen,  wobei  die  elektrischen  Stromlinien  senkrecht 
zn  den  Stromlinien  der  Flüssigkeit  laufen. 

Die  elektro- magnetischen  Kräfte  zwischen  Leitern,  in  denen  diese 
Ströme  fließen,  sind  proportional1)  den  Ausdrücken  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichungen  (10;  des  §  142  mit  umgekehrten  Vorzeichen. 
Daher  sind  in  der  Hydrodynamik  die  Kräfte  auf  die  Körper  ent- 
gegengesetzt gerichtet  wie  die,  welche  in  dem  elektro-  magnetischen 
Abbild  auftreten.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  festen  Körper 
sich  auf  unendlich  dünne  Kerne  reduzieren,  um  welche  die  Flüssig- 
keit herumfließt,  sind  die  fraglichen  Stromflächen  praktisch  einem 
Systeme  von  elektrischen  Strömen  gleichwertig,  welche  in  den  als 
Drahte  betrachteten  Kernen  mit  den  Intensitäten  %,  *',•■■  fließen.  Z.  B. 
zwei  dünne  kreisförmige  Hinge,  welche  eine  gemeinschaftliche  Achse 
haben,  werden  einander  abstoßen  oder  anziehen,  je  nachdem  die 
Flüssigkeit  in  gleichen  oder  entgegengesetzten  Richtungen  durch  sie 
fließt.8)  Dies  hatte  natürlich  schon  aus  dem  Prinzip  des  §  23  vor- 
hergesehen werden  können. 

Ein  anderer  interessanter  Fall  ist  der  einer  Anzahl  offener  Röhren, 
welche  so  eng  sind,  daß  sie  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  außer- 
halb nicht  merklich  hindern.  Wenn  man  Ströme  durch  die  Röhren 
fließen  läßt,  dann  werden  die  Enden  in  Bezug  auf  den  äußeren  Raum 
wie  Quellen  und  Senken  wirken.  Die  Energie,  die  von  einer  Ver- 
teilung positiver  oder  negativer  Quellen  m1,  m,,  -  •  -  herrührt,  wird, 
soweit  sie  von  der  relativen  Lage  derselben  abhängt,  durch  folgendes 
Integral  gegeben: 

'jrfS,  (ö) 

erstreckt    über    ein    System    kleiner    geschlossener    Flächen,    welche 
m1,  ms,  ■  -  ■    einschließen.     Wenn   ip1}  <p„  -  -  ■   die   Geschwindigkeits- 

1)  Tgi  Sir  W.  Thomson,  I.  c,  S.  339. 

3)  Maxwell,  Electricity  and  Magnetüm,  §  678. 

8)  Der  Satz  dieses  Paragraphen  ist  von  Kirchhoff  gegeben:  I.  c,  S.  AT. 
Siehe  auch  Sir  W.  ThomsoD,  „On  the  Forces  experienced  by  Solide  immeraed  in 
a  Moving  Liquid",  Proc.  E,  S.  Edinb.,  1870  {Reprint,  %  11);  Boltzmann,  „Über  die 
Druckkräfte,  welche  auf  Ringe  wirksam  sind,  die  in  bewegte  Flüssigkeit  tauchen", 
Orelki  Jownt.,  78,  1871. 
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potfintiale  sind,  die  den  bezüglichen  Quellen  entsprechen,  so  lautet 
der  Teil  dieses  Ausdruckes,  welcher  dem  gleichzeitigen  Vorhandensein 
von  bj,  und  m,  zuzuschreiben  ist, 

was  nach  dem  Greenachen  Satze  gleich 

'■-  dS  (8) 


>//«'&' 


Da  das  Oberfiächenintegral  von  -^-  für  jede  der  geschlossenen 
Flachen  null  ist,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  m,  umgibt,  so 
können  wir  schließlich  die  Integration  darauf  beschränken,  und  er- 
halten somit: 

-  VPijj  ä?  dS»  —  9*h9f  t9) 

Da  der  Wert  von  <px  für  mt  gleich  "^  ist,  wo  *•„  den  Abstand 
zwischen  m1  und  jm4  bezeichnet,  so  erhalten  wir  für  den  Teil  der 
kinetischen  Energie,  welcher  von  der  relativen  Lage  der  Quellen  ab- 
hängig ist,  den  Ausdruck: 

iV*»*»..  (10) 

Die  Großes  m„  mt,  ■  •  ■  sind  in  diesem  Problem  gleich  den  Durch- 
gangsmengen %Q<  Zn'i  •  •  ■  durch  die  Querschnitte  der  entsprechenden 
Röhren,  sodaß  Gleichung  (10)  der  Form  T0  der  kinetischen  Energie 
entspricht.  Die  Kraft,  welche  scheinbar  tob  n^  auf  *»,  ausgeübt 
wird  und  rlt  zu  vergrößern  strebt,  besitzt  deshalb  nach  Gleichung  (11) 
des  §  142  den  Wert: 

j_    d_    «,«,  ___(■_.  ^3., 
**<*(■„  '     r„    ~       4»'     ru"  ' 

Deshalb  ziehen  zwei  Quellen  mit  gleichen  Vorzeichen  einander  an, 
und  zwei  mit  ungleichen  Vorzeichen  stoßen  sich  ab,  mit  Kräften, 
welche  sich  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  verhalten.1) 
Man  sieht  leicht,  daß  auch  dieses  Resultat  mit  allgemeinen  Prinzipien 
in  Übereinstimmung  ist.  Eb  folgt  auch  unabhängig  aus  der  elektri- 
schen Analogie,  wobei  die  Röhren  den  Ampereschen  „Solenoiden"  ent- 
sprechen. 

Wir  schließen  hiermit  diese  Abteilung  unseres  Gegenstandes. 
Um  möglichst  den  Verdacht  der  Unbestimmtheit  zn  vermeiden,  wel- 
cher  bisweilen   dem   Gebrauche   generalisierter  Koordinaten  anhaftet, 
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ist  in  diesem  Kapitel  der  Versuch  unternommen  worden,  die  Frage 
auf  eine  möglichst  sichere  Grundlage  zu  stellen,  selbst  auf  Kosten 
einer  gewissen  Weitschweifigkeit  in  den  Methoden. 

Einige  Autoren  haben  sich  die  SacEe  viel  einfacher  vorgestellt.1) 
Die  Probleme  werden  mit  einem  Schlage  unter  die  gewöhnliehen 
Formeln  der  Dynamik  untergeordnet,  indem  man  sich  eine  unbe- 
grenzte Anzahl  „ignorierter  Koordinaten"  eingerührt  denkt,  welche 
die  Lage  der  verschiedenen  Flüssigkeitsteilchen  bestimmen  sollen 
Man  nimmt  an,  daß  die  entsprechenden  Komponenten  des  Momentes 
alle  verschwänden,  mit  Ausnahme  (im  Falle  eines  zyklischen  Gebietes) 
derjenigen,  welche  durch  die  Zirkulationen  durch  die  verschiedenen 
Öffnungen  dargestellt  sind. 

Vom  physikalischen  Standpunkt  aus  wäre  es  unangemessen,  einer 
solchen  Verallgemeinerung  die  Zustimmung  zu  versagen,  besonders, 
wenn  sie  den  Ausgangspunkt  der  ganzen  Entwicklung  dieses  Teiles 
unseres  Gegenstandes  gebildet  hat;  aber  es  ist  wenigstens  berechtigt 
and  vom  hydrodynamischen  Standpunkt  aus  sogar  erwünscht,  daß  sie 
a  posteriori  durch  unabhängige,  wenn  auch  schwerfälligere  Methoden 
bestätigt  würde. 

Welches  Verfahren  auch  immer  als  zweckmäßig  anerkannt  sei, 
das  Resultat  lautet  so,  daß  die  in  diesem  Kapitel  betrachteten  Systeme 
(soweit  als  die  ,jfreifbaren"  Koordinaten  j,,  qt,  ■  ■  -,  gn  in  Betracht 
kommen)  sich  genau  wie  die  gewöhnlichen  Systeme  mit  endlichem 
Freiheitegrad  verhalten.  Die  weitere  Entwicklung  der  allgemeinen 
Theorie  gehört  in  die  analytische  Mechanik  und  muß  deshalb  iu  den 
Lehrbüchern  und  Abhandlungen  gesucht  werden,  welche  sich  mit 
diesem  Gegenstand  befassen.  Es  ist  nur  noch  zu  erwähnen,  daß 
die  hydrodynamischen  Systeme  äußerst  interessante  und  schöne  An- 
wendungen des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung,  der  reziproken 
Sätze  von  Helmholtz  and  anderer  allgemeiner  Sätze  der  Dynamik 
darbieten. 

1)  Siehe  Thomson  und  Tait,  sowie  Lannor,  H.  c,  S.  327. 
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Siebentes  Kapitel 

Wirbelbewegung. 

§  145.  Unsere  bisherigen  Untersuchungen  haben  sich  meisten- 
teils auf  den  Fall  wirbelloser  Bewegung  beschränkt.  Wir  gehen  jetzt 
dam  Ober,  ans  mit  der  „  Wirbel"-  Bewegung  zu  beschäftigen.  Dieser 
Gegenstand  wurde  zuerst  von  Helmholtz1)  untersucht;  andere  und 
einfachere  Beweise  einiger  seiner  Sätze  wurden  später  von  Lord 
Kelvin  in  der  Arbeit  über  Wirbelbewegung  gegeben,  die  bereits  in 
Kap.  III  genannt  wurde. 

Wir  werden  in  diesem  Kapitel  die  Zeichen  ;,  jj,  £  gebrauchen, 
um  wie  in  Kap.  III  die  Komponenten  der  jeweiligen  Winkel- 
geschwindigkeit eines  Flfissigkeitselementes  zu  bezeichnen,  also: 

*  "  T  fe  _  di )\ 

l  [di*       3w\  I  ,,* 

C  _  J.  ($1  _  *«\\ 
6        2  \ßm      dy!  ) 

Eine  Linie,  die  so  von  Punkt  zu  Punkt  gezogen  ist,  daß  ihre 
Richtung  überall  diejenige  der  augenblicklichen  Rotationsachse  der 
Flüssigkeit  ist,  heißt  eine  „Wirbellinie".  Die  Differentialgleichungen 
des  Systems  der  Wirbellinien  Bind: 

dx       dy       dz  ,„, 

T     T     T  {J) 

Wenn  wir  durch  jeden  Punkt  einer  kleinen  geschlossenen  Kurve 
die  zugehörige  Wirbellinie  ziehen,  so  erhalten  wir  eine  Röhre,  welche 
wir  eine  „Wirbelrohre?  nennen.  Die  Flüssigkeit,  welche  in  einem 
wichen  Bohr  enthalten  ist,  bildet  einen  sogenannten  „Wirbdfadai" 
oder  einfach  einen  „Wirbel". 

Es  seien  ABC  und  A'B'C  irgend  zwei  geschlossene  Kurven, 
weiche  auf  der  Oberfläche  einer  Wirbelröhre  gezogen  sind  und  die- 
selbe umschließen,  ferner  sei  AÄ  eine  Verbindungslinie,  die  auch  auf 

1)  „Über  Integrale  der  hjdrodyn »mischen  Gleichungen,  welche  den  Wirbel 
bevegongen  entsprechen",  Orelles  Jtmrn.,  66,  1866  (Ges.  Abh.,  Bd.  I,  S.  101). 


238  VII.  Wirbelbewegung. 

der  Oberfläche  gezogen  ist.  Wir  wollen  den  Satz  des  §  32  auf  die 
geschlossene  Kurve  ABCAA'C'B'A'A  und  den  Teil  der  Oberfläche 
der  Röhre  anwenden,  der  von  ihr  begrenzt  wird.     Da 

für  jeden  Punkt  dieser  Oberfläche  gilt,  so  muß  das  Linienintegral: 


f(udx  +  vdy  +  wde), 


über  die  geschlossene  Kurve  erstreckt,  verschwinden; 
also  in  der  Schreibweise  des  §  31: 

J(ABCÄ)  +  JiAA*)  +  J(A'C'B'Ar)  +  J(A'Ä)  -  0, 
was  sich  auf 

J(ABCA)  =  J(A'B-C'Ar) 

reduziert.  Folglich  ist  die  Zirkulation  in  allen  geschlossenen  Kurven 
gleich,  welche  dieselbe  Wirbelröhre  umschließen. 

Ferner  folgt  aus  §  31,  daß  die  Zirkulation  um  den  Rand  eines 
Querschnittes  des  Fadens,  der  zu  seiner  Längsrichtung  senkrecht  steht, 
2(00  ist,  wo 

*  =  VF+V+V 

die  Winkelgeschwindigkeit  der  Flüssigkeit  und  «  die  unendlich  kleine 
Fläche  des  Querschnittes  ist 

Vereinigen  wir  diese  Resultate,  so  sehen  wir,  daß  das  Produkt 
von  Winkelgeschwindigkeit  und  Querschnitt  für  alle  Punkte  des 
Wirbels  das  gleiche  ist.  Das  doppelte  Produkt  wird  als  ein  Maß  für 
die  „Intensität"  oder  „StärW  des  Wirbels  gebraucht.1) 

Dieser  Beweis  stammt  von  Lord  Kelvin;  der  Satz  selbst  wurde 
zuerst  von  Hehuholtz  gegeben,  und  zwar  als  eine  Folge  der  Beziehung: 

die  sogleich  aus  den  Werten  von  £,  ?,,  £  erhalten  wird,  welche  in  den 
Gleichungen  (1)  gegeben  sind.  Schreiben  wir  in  Gleichung  (l)  des 
§  42  E,  t),  £  für  U,  V,  W,  so  Enden  wir  in  der  Tat: 

ff$l+mi  +  nt)d8-Q,  (4) 

wo  die  Integration  über  eine  geschlossene  Flache  zu  erstrecken  ist, 
welche  ganz  in  der  Flüssigkeit  liegt.  Wendet  man  dies  auf  die  ge- 
schlossene Flache  an,   die  von  zwei  Querschnitten  einer  Wirbelröhre 

-  1)  Dies  iet  eine  Abweichung  vom  gewöhnlichen  Gebranch,  aber  die  Zirku- 
lation um  einen  Wirbel  dürfte  alt  das  natürlichste  Maß  für  seine  Intensität 
erscheinen. 
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und  dem  zwischenliegenden  Teil  der  Wand  gebildet  wird,  so  rinden  wir: 


wenn  to,,  <o,  die  Winkelgeschwindigkeiten  in  den  Querschnitten  0,,  et 
bezeichnen. 

Lord  Kelvins  Beweis  zeigt,  daß  der  Satz  auch  dann  richtig  ist, 
wenn  £,  1;,  £  unstetig  sind,  nur  vorausgesetzt,  daß  m,  t>,  w  stetig 
seien;  in  diesem  Falle  kann  eine  scharfe  Biegung  an  einem  Funkt  des 
Wirbels  vorhanden  sein. 

Eine  wichtige  Folge  des  obigen  Satzes  ist,  daß  eine  Wirbellinie 
in  einem  Punkte  innerhalb  der  Flüssigkeit  weder  beginnen  noch  endigen 
kann.  Alle  vorhandenen  Wirbellinien  müssen  entweder  geschlossene 
Kurven  bilden  oder  andernfalls  die  Flüssigkeit  durchqueren,  indem 
sie  an  den  Grenzflächen  anfangen  und  aufhören.    (Vergl.  §  36.) 

Der  Satz  (5)  des  §  32  kann  jetzt  folgendermaßen  ausgesprochen 
werden:  Die  Zirkulation  in  irgend  einer  geschlossenen  Kurve  ist  gleich 
der  Summe  der  Stärken  aller  Wirbel,  welche  sie  umschließt. 

§  146.  Es  ist  in  §  33  bewiesen,  daß  in  einer  vollkommenen 
Flüssigkeit,  deren  Dichte  entweder  gleichförmig  oder  nur  Funktion 
des  Druckes  allein  ist,  und  welche  Kräften  mit  einem  eindeutigen 
Potential  unterworfen  ist,  die  Zirkulation  in  jeder  geschlossenen  Kurve 
konstant  ist,  die  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt. 

Wenden  wir  diesen  Satz  auf  eine  geschlossene  Knrve  an,  welche 
eine  Wirbelröhre  umschließt,  so  finden  wir,  daß  die  Intensität  jedes 
Wirbels  konstant  ist. 

Wenn  wir  in  irgend  einem  Zeitpunkt  eine  Fläche  nehmen,  die 
ganz  aus  Wirbellinien  besteht,  so  ist  die  Zirkulation  in  jeder  auf  ihr 
gezogenen  geschlossenen  Kurve  nach  §  32  null,  da 
I£  +  mij  +  HC-0 

für  jeden  Punkt  der  Flüche.  Wenn  wir  uns  jetzt  einbilden,  daß  diese 
Flüche  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewege,  so  wird  die  Zirkulation  in 
jeder  geschlossenen  Kurve  auf  ihr  immer  null  sein,  und  deshalb 
wird  nach  §  145  die  Fläche  stets  aus  Wirbellinien  bestehen.  Be- 
trachten wir  ferner  zwei  solche  Flächen,  so  ist  klar,  daß  ihre  Schnitt- 
linie immer  eine  Wirbellinie  sein  muß,  woraus  wir  den  Satz  ableiten, 
daß  die  Wirbellinien  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen. 

Dieser  bemerkenswerte  Satz  wurde  zuerst  von  Heimholte  für 
inkompressible  Flüssigkeiten  bewiesen;  der  voranstehende  Beweis  von 
Lord  Kelvin  lehrt,  daß  er  für  alle  Flüssigkeiten  gilt,  welche  den 
obigen  Bedingungen  unterworfen  sind. 

Der  Satz,  daß  die  Zirkulation  in  jeder  mit  der  Flüssigkeit  be- 
wegten geschlossenen  Kurve  unveränderlich  ist,   bildet  den  eins 
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und  ausreichenden  Anschluß  an  die  Dynamik,  welchen  wir  in  den 
Untersuchungen  dieses  Kapitels  zu  machen  brauchen.  Er  ist  auf  die 
Annahme  einer  stetigen  Druckverteilung  gegründet  und  schließt  diese 
umgekehrt  ein.  Denn  wenn  wir  in  irgend  einer  Aufgabe  Funktionen 
u,  v,  w  von  x,  y,  £,  t  gefunden  haben,  welche  den  kinematischen  Be- 
dingungen genagen,  dann  muß,  wenn  die  Lösung  auch  dynamisch 
möglich  sein  soll,  die  Beziehung  der  Drucke  um  zwei  bewegte  Teil- 
chen A  und  B  durch  die  Formel  (2)  des  §  33  gegeben  sein,  nämlich: 

s  s 

[/£  +  «-*«■]  —  Jgif<.uix  +  *d>  +  »a,).       (i) 

Es  ist  deshalb  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  für  alle  Integrationswege  derselbe  sei,  die,  von  A  nach 
B  gezogen,  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen  Dies  wird  gesichert, 
wenn  und  nur  wenn  die  angenommenen  Werte  von  w,  v,  w  so  be- 
schaffen sind,  daß  die  Wirbellinien  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen, 
und  daß  ferner  die  Intensität  eines  jeden  Wirbels  sich  mit  der  Zeit 
nicht  ändert. 

Man  sieht  leicht  ein,  daß  der  Beweis  durchaus  nicht  beeinträchtigt 
wird,  wenn  die  angenommenen  Werte  von  «,  v,  w  bewirken,  daß 
|,  17,  5  an  bestimmten  Flächen  unstetig  werden,  nur  vorausgesetzt, 
daß  m,  v,  w  überall  stetig  sind. 

Wegen  ihres  historischen  Interesses  sollen  einige  unabhängige 
Beweise  der  vorausgehenden  Sätze  kurz  angedeutet,  und  deren  gegen- 
seitige Beziehungen  auseinandergesetzt  werden. 

Der  vielleicht  überzeugendste  unter  diesen  gründet  sich  auf  eine 
geringfügige  Verallgemeinerung  einiger  Gleichungen,  die  ursprünglich 
von  Caucby  in  der  Einleitung  zu  seiner  klassischen  Abhandlung 
über  „Wellen"1)  gegeben  und  von  ihm  gebraucht  wurden,  um  den 
Lagrangeschen  Satz  über  das  Geschwindigkeitspotential  zu  beweisen. 

Die  Gleichungen  (2)  des  §  15  ergeben,  wenn  man  die  Funktion  % 
durch  kreuzweise  Differentiation  eliminiert, 

S»9« dudx,dv_dy  _d^c^       d*Ddj_  _dwdj_       die, dv, 

db  de       de  db  +  db  Je       de  db  +  db  de       de  db  ™  db        de' 

zugleich  mit  zwei  symmetrischen  Gleichungen  (es  ist  hier  «,  v,  w  an 
Stelle  von  ^— ,  -X,  t-?  geschrieben).  In  diesen  Gleichungen  ersetzen 
wir  die  Differentialquotienten  von  «,  v,  w  nach  a,  b,  c  durch  ihre 
Differentialquotienten  nach  x,  y,  z;  dann  erhalten  wir: 


,y  Google 


Die  IMmholtzsckon  Bätze. 

.ein,*)  i  „»</,*>  i  .8C»)     , 

*  ä(S,  0  +  1  9»,  t)  ■•■  '  3(6,  c)  ■ 
6  9(»,  •)  +  '  ilf,  •)  +  t8(t,«>  * 
+  1 


,8(Vj_») 
■  8(«,  »j 


(2) 


Wenn  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  ä~  >  är  j  37  multi- 
plizieren und  addieren,  dann  erhalten  vir  unter  Berücksichtigung  der 
Lagrangeschen  Kontinuitätsgleichung  (1)  dea  §  14  die  erste  der  fol- 
genden drei  Gleichungen: 


.5t  £2 


4.  *™ 
+  9,  de 


^"äh  + 


(3) 


1  _  t  H  _ 

I« k*i  +  +  it :  +  k9'  I 

In  dem  besonderen  Falle  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  (0  —  o0) 
unterscheiden  sich  diese  nur  durch  die  Bezeichnung  |,  rj,  £  von  den 
Gleichungen,  welche  Cauchy  gegeben  hat.  Sie  zeigen  sogleich,  daß 
i,  tj,  J  für  ein  Teilchen  immer  null  Bind,  wenn  die  Anfangswerte 
{,,  ijt,  ^  der  Rotationen  für  dieses  Teilchen  verschwinden.  Dies  bildet 
in  der  Tat  den  Cauchysehen  Beweis  des  Lagrangeschen  Satzes. 

Um  Gleichungen  (3)  für  den  allgemeinen  Fall  zu  deuten,  wollen 
wir  ein  Linienelement  betrachten,  das  zur  Zeit  t  —  0  mit  einer  Wirbel- 
linie  zusammenfallt,  indem  wir  schreiben: 

Xn.  —  <  .  fe. 


db-e- 


de  —  t  ■ 


«0 1  unendlich  klein  ist.  Wenn  wir  annehmen,  daß  dieses  Linienelement 
sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt,  so  zeigen  die  Gleichungen  (3),  daß 
die  Projektionen  auf  die  Koordinatenachsen  zu  irgend  einer  anderen 
Zeit  durch  die  Gleichungen 


e  ' 


9x  —  t  ■ 

ff*  -  a  .  1 

9 

gegeben  sind,   d.  k   das  Element  wird  immer  einer  Wirbellinie  an- 
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gehören,  und  seine  Länge  Ss  wird  mit  —  proportional  sein,  wo  w  die 
resultierende  Winkelgeschwindigkeit  ist.  Wenn  aber  0  der  Quer- 
schnitt eines  Wirbelfadens  ist,  welcher  Ss  als  Achse  hat,  so  ist  das 
Produkt  q«  ös  in  Bezog  auf  die  Zeit  konstant.  Deshalb  ist  die  Stärke 
2  raff  des  Wirbels  konstant.1) 

Der  ursprünglich  von  Helmholtz  gegebene  Beweis  geht  von 
einem  System  von  drei  Gleichungen  aus,  welche  sich  so  verallgemeinern 
lassen,  daß  sie  für  irgend  eine  Flüssigkeit  gelten,  wo  p  eine  Funk- 
tion von  /)  allein  ist;  sie  lauten  dann1): 

2>t  VW  9  5*       q  dy~*~  «  dt 


Dt\9)       <>  8x  "•"  c  9y  ■*"  e  dt 

(4) 

Dies    kann    auf   folgende    Weise    erbalten    werden.      Wenn  ein 

Kräftepotenti&l  £1  existiert,  können  die  Bewegungsgleichungen  des  §  6 
in  den  Formen 

T,-2«+2«v--%} 

T,-2"i  +  2"t--%\                 <6> 

w-2»i+8»e--wJ 

geschrieben  werden,  wo 

*'-/?  +  *«'+ß 

1«) 

Aus  der  zweiten  und  dritten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir,  wenn 
wir  r    durch  kreuzweise  Differentiation  eliminieren: 


tt+.M+.a_.A. 


Berücksichtigen  wir  die  Beziehung 
und  die  Kontinuitätsgleichung 


1)  Siehe  Nanaon,  Ken.  of  Math.,  8.  8.  120,  1874;  Kirchhoff,  M«*ami, 
15.  Vorl.,  1676;  Stoke«,  Math,  and  2*y».  Popm  H,  S.  47,  1888. 

8)  Ntuuon,  l  c. 
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ao  läßt  eich  die  erste  der  Gleichungen  (4)  leicht  ableiten. 

Um    diese  Gleichungen   zu   deuten,   betrachten   wir    ein  Linien- 
dement,   dessen  Projektionen   auf  die  Koordinatenachsen   zur  Zeit  t 

c     I 

*»-«■-;  (9) 

dz  =  *  ■£■ 
p  ' 

sind,    wo    *    unendlich   klein  ist.     Wenn  wir  annehmen,   daß  dieses 

Linienelement  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt,  so  ist  der  Betrag,  um 

den  äx  pro  Zeiteinheit  wächst,  gleich  der  Differenz  der  Werte  u  an 

den  beiden  Enden,  folglich: 

Dt        %  2^  +  £  „dy  "*"*  »  3* 
Aus  Gleichung  (4)  folgt  dann,  daß 


£('—*)-•■ 

Die  Schluß  weise  von  Helmholte  lautet  so:  Wenn  die  Relationen  (9) 
zur  Zeit  t  gelten,  so  werden  sie  auch  zur  Zeit  t  +  dt  bestehen,  usw. 
Dieser  Schluß  ist  jedoch  nicht  völlig  streng;  er  unterliegt  nämlich 
den  Einwänden,  welche  Stokes1)  gegen  verschiedene  mangelhafte  Be- 
weise des  Lagrangeschen  Satzes  gerichtet  hat.1} 

Um  den  Zusammenhang  mit  der  Untersuchung  von  Lord  Kelvin 
herzustellen,  machen  wir  darauf  aufmerksam,  daß  die  Gleichungen  (2) 
besagen,  daß  die  Zirkulation  in  jeder  von  drei  unendlich  kleinen 
geschlossenen  Kurven  konstant  ist,  welche  ursprünglich  zu  den 
drei    Koordinatenachsen    senkrecht    waren.     Nehmen    wir    z.  B.    die 

1)  l  c,  9.  IB. 

2)  Es  mag  erwähnt  werden,  daß  für  den  Fall  einer  inkompressiblen  Flüssig- 
keit Gleichungen,  die  denjenigen  (4)  sehr  ähnlich  sind,  von  Lagrange  aufgestellt 
worden  sind:  MueeU.  Taur.  II,  1700  ((Euvres  I,  8.  448).  Der  Verfasser  ist  für 
diese  Angabe  und  für  die  obige  Bemerkung  über  die  Heunholtzsehe  Unter- 
suchung Herrn  Prof.  Larmor  zu  Dank  verpflichtet.  Gleichungen,  welche  den 
von  Lagrange  gegebenen  gleichbedeutend  sind,  sind  von  Stokes,  I.  c,  aufgestellt 
und  als  Grundlage  für  einen  strengen  Beweis  des  Satzes  über  das  Geschwindig- 
keitspotential gebraucht  worden. 
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geschlossene  Kurve,  welche  ursprünglich  das  Rechteck  dbSc  um- 
grenzte, und  bezeichnen  wir  mit  A,  B,  C  die  Flächeninhalte  ihrer 
Projektionen  auf  die  Koordinatenebenen  zur  Zeit  t,  so  haben  wir: 

»GM 


A  — 


ÖbSc, 

öböc. 


Die  erste  der  betreffenden  Gleichungen  ist  daher  mit 

U  +  t,B  +  £C-loffidc 
äquivalent. *) 

§  147.  Durch  eine  gleiche  Erwägung  wie  in  §  41  wird  er- 
sichtlich, daß  eine  stetige  wirbelfreie  Bewegung  in  einer  inkompres- 
siblen  Flüssigkeit  unmöglich  ist,  die  den  unbegrenzten  Baum  erfüllt 
and  der  Bedingung  unterliegt,  dafi  die  Geschwindigkeit  im  Unend- 
lichen überall  verschwindet.    Dies  fuhrt  sogleich  zu  folgendem  Satze: 

Die  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  welche  den  unbegrenzten  Raum 
erfüllt  und  im  Unendlichen  in  Ruhe  ist,  ist  bestimmt,  wenn  wir  die 
Werte  der  räumlichen  Dilatation  6  und  der  Komponenten  £,  ij,  g  der 
Winkelgeschwindigkeit  für  alle  Punkte  des  Raumes  kennen. 

Denn  wenn  wir  annehmen,  daß  es  zwei  Reihen  von  Werten 
u,,  Vi,  w1  und  «,,  vt,  wt  der  Geschwindigkeitekomponenten  gäbe,  deren 
jede  die  Gleichungen        ,         «  . 

Ji  +  9f  +  37  "  0>  W 

dx       dy-^ 
in  dem  unbegrenzten  Räume  erfüllt  und  im  Endlichen  verschwindet, 

so  werden  die  Großen: 

H  _  Ml  -  «,, 


1)  Nauaon,  Mtu.  of  Math.,  7,  8. 188,  1878.  Bin«  ähnliche  Deutung  der  Helm- 
lioltzBchon  Gleichungen  wurde  von  Larab  gegeben:  Sien,  of  Math.,  7,  S.  41,  187T. 

Schließlich  mag  erwähnt  weiden,  dafi  ein  anderer  Beweis  dee  Legrange- 
•chen  Satzea,  der  sich  auf  elementare  Satze  der  Dynamik  ohne  besondere  Rück 
sieht  auf  die  lijdrokiue tischen  Gleichungen  gründet,  von  Stokee,  Comb.  Trane.,  8 
(Math,  and  Fhyu.  Papen  I,  B.  118)  angedeutet  und  von  Lord  Kelvin  in  seiner 
Abhandlung  über  Wirbelbewegung  durchgefühlt  worden  ist. 
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den  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit 

genügen  and  im  Unendlichen  verschwinden.  Sie  müssen  folglich  in 
Rücksicht  auf  daa  obige  Resultat  Überall  vergeh  winden,  und  ea  gibt 
daher  nur  eine  mögliche  Bewegung,  welche  die  vorausgesetzten  Be- 
dingungen erfüllt. 

Auf  die  gleiche  Weise  können  wir  zeigen,  daß  die  Bewegung 
einer  Flüssigkeit,  welche  einen  begrenzten  einfach  zusammenhängenden 
Raum  erfüllt,  bestimmt  ist,  wenn  wir  die  Werte  der  räumlichen 
Dilatation  und  der  Komponenten  der  Rotation  für  jeden  Punkt  des 
Gebiets,  und  dazu  den  Wert  der  Normalkomponente  der  Geschwindig- 
keit für  jeden  Punkt  der  Grenze  kennen.  Im  Falle  eines  mehrfach 
zusammenhängenden  Raumes  müssen  wir  zu  den  obigen  Angaben  die 
Werte  der  Zirkulationen  in  den  verschiedenen  unabhängigen  ge- 
schlossenen Kurven  des  Gebietes  hinzufügen. 

§  148.  Wenn  im  Falle  des  unbegrenzten  Raumes  die  angegebenen 
Größen  8,  £,  y,  %  jenseits  eines  gewissen  Abslandes  vom  Koordinaten- 
anfangspunkt alle  verschwinden,  so  kann  die  vollständige  Bestimmung 
von  «,  v,  w  folgendermaßen  bewirkt  werden.1) 

Die  Geschwindigkeitskomponenten,  die  von  der  räumlichen  Dila- 
tation herrühret],  können  sogleich  aus  Gleichung  (1)  des  §  56  hin- 
geschrieben werden,  da  es  klar  ist,  daß  die  räumliche  Dilatation  6' 
in  einem  Element  äx'Sy'd/  einer  einfachen  Quelle  von  der  Ergiebig- 
keit O'dx'Öy'S/  äquivalent  ist.  Wir  erhalten  also: 
3*    \ 


(1) 


vorausgesetzt,  daß 


■m 


dx'dy'dd,  (2) 

wo  r  die  Entfernung  des  Punktes  (x'r  y,  e),  in  welchem  das  Volumen- 
element des  Integrals  gelegen  ist,  von  dem  Punkte  (x,  y,  s)  bezeichnet, 

für  welchen  die  Werte  u,  v,  w  gesucht  Bind,  nämlich: 

>•-((»-*•)'+(»-»')*+(«-«')■)*, 

1)  Die  folgende  Untersuchung  stammt  hauptsächlich  von  Helmholtz.  Die 
kinematische  Aufgabe  wurde  zuerst  in  einer  etwas  verschiedenen  Weise  von 
Stokes  gelost:  „On  the  Dvnamical  Theory  of  Diffraction",  Camb.  Tran».,  9,  1849 
(Ufa*,  and  Phys.  Paper»  II,  S.  264  ff.). 
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and  die  Integration  Aber  alle  Teile  des  Raumes  zu  vollziehen  ist;  wo 
ff  von  null  verschieden  ist. 

Um  die  Geschwindigkeiten  zn  finden,  welche  von  den  Wirbeln 
herrühren,  beachten  wir,  daß,  falls  keine  Dilatation  stattfindet,  der 
Fluß  durch  irgend  zwei  offene  Flächen,  die  von  derselben  Kurve  als 
Rand  begrenzt  werden,  der  gleiche  ist,  und  infolgedessen  allein  durch 
Gestalt  und  Lage  dieser  Kurve  bestimmt  wird.  Dies  deutet  darauf  hin, 
daß  der  Fluß  durch  irgend  eine  geschlossene  Kurve  vermittels  eines 
Linienintegrals  längs  dieser  Kurve  auszudrücken  sei,  etwa: 

i  +  Gtfy  +  Hd*).  (3) 

Unter  dieser  Annahme  wäre  nach  der  Methode  des  §  31: 


ftFä, 


er         oa     I  ,., 

•-TT— Si      ■  W 

3  g       dF 

w  ™  dx       dy    I 

Wir  wollen  die  Voraussetzung  erproben.     Es  muß 

*      dy       oi       dx\3x    '    dy       czl 
mit    zwei    analogen    Gleichungen    bestehen.      Die    Größen    F,  G,  H 
sind  jedenfalls  bis  auf  drei   additive  Funktionen  von  den  Formen 
3T"»  3^ '  "~   keBtimmt,   und  wir   können   uns  %   so   gewählt  denken, 
daß 

ex       dy       oe         '  v  ' 

in  welchem  Falle: 

AG--2ijL  (6) 

Afl--2g  I 

Partikulare  Lösungen  dieser  Gleichungen  werden  erhalten,  wenn  man 
F,  G,  H  den  Potentialen  von  Massenverteilungen  gleich  setzt,   deren 


wo  die  Striche  an  den  Buchstaben  £,  i],  £  gebraucht  sind,  um  die 
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Werte  dieser  Größen  in   dem  Paukte   (x,  y ',  e")  zu  bezeichnen.     Die 
Integrationen  sind  natürlich  Ober  alle  Raum  e]  erneute   zu  erstrecken, 
wo  £,  ij,  £  von  null  verschieden  sind. 
Da 

Si\V)  dx  \f) ' 

(0  ergeben  die  Formeln  (7)  überdies: 

Die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  verschwinden  nach  dem  Satze  (4) 
des  §  42,  da  überall 

dx  +  gy  +  33        u' 
während 

an  den  Oberflächen  der  Wirbel  (wo  |,  ij,  £  sogar  unstetig  sein  können) 
gilt,  and  5,  ij,  £  im  unendlichen  verschwinden.  Deshalb  sind  keine 
Znsätze  zu  den  Werten  (7)  von  F,  G,  II  nötig,  am  die  Gleichung  (5) 
za  befriedigen. 

Die  vollständige  Lösung  unserer  Aufgabe  wird  durch  Verknüpfung 
der  Resultate  (1)  und  (4)  gewonnen,  nämlich: 

*  ~      dx  +  dy       Je 

0*,dF      dH  I  ,s, 

d*,dG      dF 

wo  4>,  i*',  (r,  //  die  Werte  haben,  die  in  den  Gleichungen  (2)  und 
(7)  gegeben  sind. 

Wenn  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  nicht  unbeschränkt 
at,  sondern  ganz  oder  teilweise  von  Flächen  begrenzt  wird,  an  denen 
die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  gegeben  ist,  und  wenn 
femer  (im  Falle  eines  zyklischen  Raumes)  der  Wert  der  Zirkulation 
für  jede  der  unabhängigen  geschlossenen  Kurven  vorgeschrieben  ist, 
so  kann  die  Aufgabe  durch  ein  ähnliches  Verfahren  auf  eine  solche 
der  wirbelfreien  Bewegung  zurückgeführt  werden.  Es  folgt  ans  den 
Untersuchungen  des  111.  Kapitels,  daß  die  so  umgestaltete  Aufgabe 
eine  eindeutig  bestimmte  ist.  Dies  mag  dem  Leser  überlassen  werden, 
mit  dem  Hinweis,  daß,  wenn  die  Wirbel  den  Baum  durchkreuzen, 
indem  sie  an  der  Begrenzung  beginnen  und  enden,  es  passend  ist, 
»ich  vorzustellen,  daß  diese  jenseits  desselben  oder  längs  der  Grenze 
fortgesetzt  sind,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  sie  geschlossene  Fäden 
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bilden.  Dabei  sind  die  Integrale  (7)  auf  das  vollständige  System  tob 
Wirbeln  zu  erstrecken,  dos  so  erbalten  wird.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung wird  die  Bedingung  (5)  immer  erfüllt. 

Es  findet  eine  vollkommene  Analogie  zwischen  den  analytischen 
Beziehungen,  welche  soeben  entwickelt  wurden,  and  denjenigen  statt, 
welchen  wir  in  der  Theorie  des  Elektromagnetismus  begegnen.  Wenn 
wir  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  des  §  147 

«»  ß,  7,  9,  P,    ?»     r 
statt 

u,  v,  te,  8,  26,  2ij,  2£ 

schreiben,  so  erhalten  wir: 

ex^  dy  ^  di 

dy     i>ß     _ 
Sf  ~JF "* 

du       dy 
37-0^-2 

dx      dy 

was  die  fundamentalen  Beziehungen  der  genannten  Theorie  sind; 
<x,  ß,  y  sind  nämlich  die  Komponenten  der  magnetischen  Kraft, 
p,  q,  r  diejenigen  des  elektrischen  Stromes,  und  p  ist  die  Dichte  des 
hypothetischen  magnetischen  Stoffes,  durch  welchen  jede  in  dem  Feld 
vorhandene  Magnetisierung  dargestellt  werden  kann.1)  Daher  ent 
sprechen  die  Wirbelfäden  geschlossenen  elektrischen  Strömen,  die 
Intensitäten  der  Wirbel  den  Intensitäten  dieser  Ströme,  Quellen  und 
Senken  den  positiven  und  negativen  magnetischen  Polen,  und  schließ- 
lich die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  der  magnetischen  Kraft.*! 

Die  Analogie  erstreckt  eich  natürlich  auf  alle  Konsequenzen,  die 
aus  den  Grundgleichungen  abgeleitet  werden;  z.  B.  entspricht  <P  in 
den  Gleichungen  (8)  dem  magnetischen  Potential,  und  F,  Q,  H  den 
Komponenten  des  „elektromagnetischen  Momentes". 

§  148.  Um  das  in  den  Gleichungen  (8)  des  §  148  enthaltene 
Resultat  zu  deuten,  wollen  wir  die  Werte  u,  v,  w  berechnen,  welche 
von   einem    isolierten,   geschlossenen  Wirbelfaden    herrühren,   der  in 

1)  Siehe  Maswell,  Electricity  and  Magnetüm,  g  607.  Der  Vorgleich  iit 
durch  die  Annahme  des  „rationalen''  Systems  der  elektrischen  Einheiten  ver- 
einfacht worden,  welches  von  Heaviside  vorgeschlagen  wurde,  Electrica!  Papen, 
London  1892,  Bd.  I,  S.  199. 

3)  Auf  diese  Analogie  wurde  zuerst  von  Heimholt!  hingewiesen;  sie  wurde 
später  in  ausgedehntem  Maße  von  Lord  Kelvin  in  seinen  Abhandlungen  übet 
Elektrostatik  and  Magnetismus  benutzt  (erwähnt  auf  S.  17). 
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einer  unbegrenzten,  inkompressibleri,   in  der  Unendlichkeit  ruhenden 
Flüssigkeit  vorhanden  ist. 

Da  0  —  0,  so  ist  0  —  0.  Um  ferner  die  Werte  von  F,  G,  H 
zu  berechnen,  können  wir  das  Volumenelement  dx'Sy'&s  durch  ff'  8s 
ersetzen,  wo  8  a  ein  Element  der  Länge  des  Fadens  und  a'  dessen 
Querschnitt  ist.     Dementsprechend  setzen  wir: 


?-■  w 

wo   to'   die  Winkelgeschwindigkeit   der   Flüssigkeit    bedeutet.     Daher 
lauten  die  Formeln  (7)  des  §  148: 


(i) 


wo  x  die  Intensität  (2  <r/ö')  des  Wirbels  mißt,  und  die  Integrale  über 
die  ganze  Länge  des  Fadens  zu  erstrecken  sind. 

Folglich  haben  wir  nach  Gleichungen  (4)  des  §  148: 


mit  analogen  Ausdrücken  für 

i*  j  w 

—  ■affär 

i«  J  w 


und  w.    Wir  finden  also1): 
—  *'        dt   y  —  y'\  da  ■. 


y— y 


dy'  x  —  x\  dl' 

'  dT  ~~7}  V1"  ' 


Wenn  du,  öv,  Sic  die  Teile  dieser  Ausdrücke  bezeichnen,  welche 
das  Element  8s'  des  Fadens  enthalten,  so  folgt,  daß  die  Resultante 
von  du,  öv,  dw  senkrecht  zu  der  Ebene  ist,  welche  durch  die 
Wirbellinie  im  Punkte  (x't  y,  z')  und  die  Linie  r  bestimmt  wird,  und 
daß   deren  Sinn  gleich  dem  ist,  in  welchem  der  Punkt  (x,  y,  g)  be- 


i  Stokes  erbalten  worden 
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sind,  l.  c,  S.  !*6. 
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wegt  würde,  wenn  er  an  einem  starren  Körper  befestigt  wäre,  welcher 
mit  dem  Flüssigkeitselement  im  Punkte  (x,  y,  z")  rotierte.  Betreffs 
der  Größe  der  Resultante  haben  wir 

[(««)■ +  (»./  +  (*»)»|i_i*J^,  (3) 

wo  x  der  Winkel  ist,  welchen  r  mit  der  Wirbellinie  im  Punkte  (x't  y',  s') 
macht. 

Durch  Vertauschung  der  Buchstaben,  wie  im  vorhergehenden 
Paragraphen  auseinandergesetzt,  wird  dieses  Resultat  identisch  mit 
dem  Gesetze  für  die  Wirkung  eines  elektrischen  Stromes  auf  einen 
Magnetpol.1) 

Qe80b.wlndigkeit8poten.tial  eine«  Wirbel«. 
§  IAO.  Für  Punkte  außerhalb  des  Wirbels  gibt  ee  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential, dessen  Wert  folgendermaßen  erhalten  werden 
kann.  Nehmen  wir  der  Kürze  halber  den  Fall  eines  einzigen  ge- 
schlossenen Wirbels,  so  haben  wir  im  Falle  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

-5/(pf*-5f"}  P> 

Nach  dem  Satze  von  Stokes  [§  32,  (6)]  können  wir  ein  Linienintegral, 
welches  sich  über  eine  geschlossene  Kurve  erstreckt,  durch  ein  Flächen- 
integral ersetzen,  welchee  über  irgend  eine  Fläche  genommen  wird, 
die  von  dieser  Kurve  begrenzt  ist;  mit  einer  geringfügigen  Ver- 
änderung der  Bezeichnung  haben  wir  nämlich: 

y,w+w+«o-j(jfii©-jj)+.ß-g)+.©-g)}^ 


S  -  -  A  -■ 

dy    t 
setzen,  so  finden  wir,  daß 

SR  _  dQ        ?P_  l_ 
dy       W      dal*  r' ' 
8P  _dS  =  _?'_  1 
df      Bot  ~  dx'hy'  7* 

W  _  ??  8*     } 

daf       '<%  ~  dxtdt'  r" 

1)   Ampere,    Theorie    mathematitpte    de»    phenomina    ehctro  -  dynamiquei, 
Paris  1836. 


google 
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sodaß  Gleichung  (1)  folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 

so  leiten  wir  die  erste  der  Gleichungen 


-,Sfa 


(2) 


(3) 


Hier   bezeichnen  l,  m,  n   die    Richtungskosinusse   der   Normalen   des 

Elementes  SS1  einer  Fläche,  welche  von  dem  Wirbelfaden  begrenzt  wird. 

Die  Formel  (3)   kann  auch  anders  geschrieben  werden,  nämlich 

(*) 


-«//=, 


wo  9  den  Winkel  zwischen  r  und  der  Normalen  (l,  m,  n)  bezeichnet. 

Da    j —  den  Raumwinkel  mißt,  unter  welchem  ÖS"  vom  Punkte 

(x,  y,  ss)  aus  erscheint,  so  sehen  wir,  daß  das  Geschwindigkeitspotential 
in  einem  Punkte,  welches  von  einem  einzigen  geschlossenen  Wirbel 
herrührt,  dem  Produkt  von  *  mit  dem  Raumwinkel  gleich  ist,  unter 
dem  eine  von  dem  Wirbel  begrenzte  Fläche  in  diesem  Punkte  er- 
scheint. 

Da  der  Raumwinkel  sich  um  4ji  ändert,  wenn  der  fragliche 
Punkt  eine  Kurve  beschreibt,  die  den  Wirbelfaden  umschließt,  so  finden 
wir  wieder,  daß  der  Wert  von  y,  der  durch  Gleichung  (4)  gegeben 
ist,  zyklisch  ist,  wobei  die  zyklische  Konstante  x  ist  (vergL  §  145). 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  der  Ausdruck  in  Gleichung  (4) 
dem  negativ  genommenen  FluBse  durch  die  Öffnung  des  Wirbels  gleich 
ist,  welcher  von  einer  punktförmigen  Quelle  mit  der  Ergiebigkeit  x 
im  Punkte  (x,  y,  z)  herrührte. 

Vergleichen  wir  Gleichung  (4)  mit  §  56  (4),  so  sehen  wir,  daß 
ein  Wirbel  gewissermaßen  einer  gleichförmigen  Verteilung  von  Doppel- 
quellen auf  einer  von  ihm  begrenzten  Flache  gleich  kommt.  Hierbei 
ist  anzunehmen,  daß  die  Achsen  der  Doppelquellen  überall  senkrecht 
zur  Fläche  sind,  und  daß  die  Dichte  der  Verteilung  gleich  der  Inten- 
sität des  Wirbels  ist. 


Es  wird  hier  vorausgesetzt,  daß  die  Beziehung 

DigHzedsytiOOgie 


252  VII.  Wirbelbewegung. 

zwischen  dem  positiven  Sinne  der  Normalen  and  dem  positiven  Sinne 
des  Wirbelfadens  nach  der  Art  eines  Rechtssv  etems  festgestellt  ist 
(siehe  §  31). 

Umgekehrt  ließe  sich  zeigen,  daß  jede  Verteilung  von  Doppel- 
quellen auf  einer  geschlossenen  Fläche,  wo  die  Achsen  nach  den 
Normalen  gerichtet  sind,  durch  ein  System  geschlossener  Wirbelfäden 
ersetzt  werden  kann,  welche  ganz  in  der  Fläche  liegen.1)  Dasselbe 
wird  sich  unabhängig  aus  der  Untersuchung  des  nächsten  Paragraphen 


Wirbelschichten. 

§  161.  Wir  haben  bisher  angenommen,  daß  u,  v,  w  stetig  seien. 
Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  Falle,  wo  Diskontinuitätsflächen  vor- 
handen sind,  unter  den  Bereich  unserer  Sätze  gebracht  werden  können. 

Der  Fall,  wo  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  dis- 
kontinuierlich ist,  wurde  schon  im  §  58  behandelt.  Wenn  u,  v,  w  die 
Geschwindigkeitskomponenten  auf  der  einen  Seite  und  u,  v,  w  die- 
jenigen auf  der  anderen  bezeichnen,  so  war  gefunden,  daß  die  Ver- 
hältnisse dargestellt  werden  können,  indem  man  sich  eine  Verteilung 
einfacher  Quellen  mit  der  Flächendichte 

X  (u  —  u)  -f  m  (»'  —  v)  +  n(w'  —  w) 
vorstellte,  wo  l,  m,  n  die  Richtungskosinusse  der  Normalen  bezeichnen, 
die  nach  der  Seite  gezogen  ist,  auf  welche  die  gestrichelten  Werte 
sich  beziehen. 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  betrachten,  wo  die  tangentiale  Ge- 
schwindigkeitskomponente allein  unstetig  ist,  sodaß 

!(«'-«)  +  »>(»'-.)+«(«7'-»)-0.  (l) 

Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Linien  der  relativen  Bewegung,  welche 
durch  die  Differentialgleichungen 

dx    __    dy d*  ,o-. 

»'  —  b  "~  tf  —  v       w'  —  w  *■  ' 

definiert  werden,  auf  der  Oberfläche  gezogen  sind,  und  daß  ebenfalls 
das  System  der  orthogonalen  Trajektorien  zu  diesen  Linien  gezeichnet 
ist.  Es  seien  PQ  und  P"Q'  zwei  Linienelemente,  welche  dicht  bei  der 
Fläche  auf  je  einer  Seite  parallel  zu  einer  Linie  des  Systems  (2)  ge- 
zogen sind,  und  es  seien  PP"  und  QQ'  senkrecht  zur  Fläche  und  un- 
endlich klein  im  Vergleich  zu  PQ  oder  PQ'.  Die  Zirkulation  in  der 
geschlossenen  Kurve  P'Q'QP  ist  dann  gleich  (q' —  q)  PQ,  wo  q  und  q' 
die  absoluten  Geschwindigkeiten  auf  beiden  Seiten  bezeichnen.  Dies 
ist  das  nämliche,  als  wenn  die  Fläche  von   einer  unendlich  dünnen 

1)  Vergl.  Maswell,  EUctrieüy  and  Magnetüm,  g§  486  und  662. 
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Schicht  von  Wirbeln  erfüllt  war«,  wobei  die  oben  erwähnten  ortho- 
gonalen Trajektorien  die  Wirbellinien  bilden,  und  die  Winkelgeschwin- 
digkeit m  mit  der  variabeln  Dicke  $n  der  Schicht  durch  die  Beziehung 

2  a>  d  n  ■=  g'  —  q 
verknüpft  ist. 

Das  gleiche  Resultat  ergibt  sich  aus  der  Berechnung  der  Un- 
stetigkeiten,  welche  in  den  Werten  für  u,  v,  w  auftreten,  wie  sie  durch 
die  Formeln  (4)  nnd  (7)  des  §  148  angegeben  Bind,  falls  wir  diese 
Formeln  auf  eine  Schicht  von  der  Dicke  dn  anwenden,  innerhalb 
deren  £,  17,  £  unendlich  sind,  aber  so,  daß  £o*n,  ijd'w,  gdn  endlich 
bleiben. l) 

Es  war  in  den  §§  147  und  148  gezeigt,  daß  man  sich  jede  stetige 
Bewegung  einer  Flüssigkeit ,  die  den  unbegrenzten  Baum  erfüllt  und 
im  Unendlichen  ruht,  durch  eine  geeignete  Anordnung  von  Quellen 
und  Wirbeln  hervorgerufen  denken  kann,  die  mit  endlicher  Dichte 
verteilt  sind.  Wir  haben  gesehen,  wie  wir  durch  Stetigkeitsbetrach- 
tungen zu  dem  Falle  übergehen  können,  wo  die  Quellen  und  Wirbel 
mit  unendlicher  Raumdichte,  aber  mit  endlicher  Flächendichte,  auf 
Flächen  verteilt  sind.  Insbesondere  können  wir  den  Fall  betrachten, 
wo  die  unbegrenzte  Flüssigkeit  inkompressibel  und  durch  eine  ge- 
schlossene Fläche  in  zwei  Teile  gesondert  ist,  an  welcher  die  normale 
Geschwindigkeitskomponente  stetig,  die  tangentiale  aber  unstetig  ist, 
wie  in  Gleichung  (12)  des  §  58.  Dies  ist  gleichwertig  mit  der  An- 
nahme einer  Wirbelschicht.  Wir  schließen,  daß  man  jede  stetige 
wirbelfreie  Bewegung  einer  inkompressibeln  Substanz,  gleichviel  ob 
zyklisch  oder  nicht,  welche  einen  beliebigen  Raum  erfüllt,  sich  durch 
eine  bestimmte  Verteilung  von  Wirbeln  über  die  Grenzflächen  ver- 
ursacht denken  kann,  weiche  sie  vom  übrigen  Baume  trennt.  Im 
Falle  eines  Raumes,  der  sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt,  ist  die 
Verteilung  auf  den  endlichen  Teil  der  Grenzfläche  beschränkt,  voraus- 
gesetzt, daß  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht. 

Dieser  Satz  bildet  eine  Ergänzung  der  Ergebnisse,  welche  in 
§  58  erhalten  wurden. 

Die  vorausgehenden  Schlüsse  können  vermittels  der  Resultate  des 
§  91  erläutert  werden.  Wenn  nämlich  die  Normalkomponente  der 
Geschwindigkeit  auf  der  Kugel  r  —  a  einer  Kugelfunktion  Sm  gleich- 
gesetzt wurde,  so  wurden  die  Werte  des  Geschwindigkeitspotentials 
für  den  inneren  und  äußeren  Raum  durch  die  Formeln 

dargestellt.    Wenn  daher  äs  den  Winkel  bezeichnet,  unter  welchem 

1)  Helmholte,  I.  c,  8.  837. 
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ein  auf  der  Oberfläche  gezogenes  Linienelement  im  Zentrum  er- 
scheint, so  wird  die  relative  Geschwindigkeit,  in  der  Richtung  dieses 
Elementes  gerechnet,  durch 

1(1  +  1    dS^ 

gegeben.  Die  resultierende  Relativgeschwindigkeit  ist  deshalb  tangential 
zur  Oberfläche  und  senkrecht  zn  den  Niveaulinien  (S„.  =  konst.)  der 
Kugelflächenfnnktion  Sn,  welche  deshalb  die  Wirbellinien  bilden. 

Wenn  wir  uns  z.  B.  eine  dünne  Kugelschale  denken,  welche  von 
einer  Flüssigkeit  erfüllt  und  umgeben  ist,  und  welche  sich  wie  in 
§  92  parallel  zur  x-AchBe  bewegt,  so  wird  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keit sowohl  innen  wie  außen  derart  sein,  als  ob  sie  von  einem  System 
von  Wirbeln  herrührte,  welche  in  parallelen  Kreisen  auf  der  Kugel 
angeordnet  sind;  dabei  ist  die  Intensität  eines  Elementarwirbels  der 
Projektion  der  Breite  der  entsprechenden  Kugelzone  auf  die  J-Achse 
proportional. ]) 

Impuls  und  Energie  eines  Wirbelsyetema. 

§  163.  Die  folgenden  Untersuchungen  bezieben  sich  auf  den 
Fall  eines  Wirbelsysteme  von  endlichen  Dimensionen  in  einer  inkom- 
preaaibeln  Flüssigkeit,  welche  den  unbegrenzten  Raum  erfüllt  und  im 
Unendlichen  ruht. 

Wenn  X',  Y',  Z  die  Komponenten  einer  impulsiven  (im  allge- 
meinen zyklischen)  Kraft  sind,  welche  die  tatsächliche  Bewegung 
(u,  v,  w)  momentan  aus  der  Ruhe  heraus  erzeugen  würde,  so  haben 
wir  nach  Gleichung  (1)  des  §  12: 

1  da  i 


X'- 


l  da 


(i) 


wo  H7  der  impulsive  Druck  ist.  Die  Aufgabe,  X',  Y',  Z  und  w  so 
durch  w,  v,  w  auszudrücken,  daß  sie  diese  drei  Gleichungen  befriedigen, 
ist  bis  zu  einem  gewissen  Grade  unbestimmt;  aber  eine  für  unseren 
Zweck  ausreichende  Lösung  kann  folgendermaßen  erhalten  werden. 

Wir  wollen  ans  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  S  ge- 
zogen denken,  welche  sämtliche  Wirbel  einschließt.  Auf  dieser  Fläche 
und  im  äußeren  Räume  sei 


1)  Das    gleiche   gilt   auch    für  eine   ellipsoidfonnige   Schale,  welche   sich 
parallel  zu  einer  Hauptachse  bewegt.    Siehe  §  114. 
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wo  tp  das  Geschwindigkeitspotential  des  Wirbelsystems  ist,  welches 
wie  Lti  §  150  zu  bestimmen  ist  Innerhalb  von  S  nehmen  wir  als 
Wert  von  W  irgend  eine  eindeutige  Funktion,  welche  endlich  und 
stetig  ist,  auf  8  mit  (2)  Übereinstimmt  und  überdies  der  Gleichung 

da  dtp  ,„, 

5S  -  »  n  ^ 

auf  S  genügt,  wo  3n  wie  gewöhnlich  ein  Element  der  Normalen 
bezeichnet.  Diese  Annahmen,  welchen  offenbar  auf  unendlichfache 
Weise  genügt  werden  bann,  bedingen,  daß  die  Ableitungen  s— ,  =-,  w~ 
an  der  Fläche  S  stetig  Bind.  Die  Werte  von  X',  Y',  Z  sind  jetzt 
durch  die  Formel  (1)  gegeben;  sie  verschwinden  an  der  Flache  S  und 
in  allen  äußeren  Punkten. 

Die  Werte  für  die  Kräfte  und  die  Kräftepaare,  welche  der  Ver- 
teilung (X't  Y',  Z)  entsprechen,  bilden  den  „Impuls"  des  Wirbel- 
systems. Wir  sind  für  jetzt  nur  mit  dem  augenblicklichen  Zustand 
des  Systems  beschäftigt,  aber  es  mag  daran  erinnert  werden,  daß  nach 
§  119  bei  Abwesenheit  äußerer  Kräfte  dieser  Impuls  in  jeder  Hin- 
sicht konstant  ist. 

Betrachten  wir  nun  die  Substanz,  die  innerhalb  der  Fläche  S 
eingeschlossen  ist,  so  finden  wir  bei  Zerlegung  parallel  zur  z -Achse: 

JJ*f9  X'dx  dy  de  =  9ffu  dx  dydz-q  ffltp  dS,  (4) 

wenn  l,  m,  n  die  Richtungskosinusee  der  nach  Innen  gerichteten  Nor- 
malen in  einem  Element  öS  der  Fläche  sind.  Wir  wollen  zuerst  den 
Fall  eine«  einzigen  Wirbelfadens  von  unendlich  kleinem  Querschnitt 
betrachten.  Da  die  Geschwindigkeit  überall  endlich  und  stetig  ist, 
können  die  Teile  des  Raumintegrals  auf  der  rechten  Seite  von  (4), 
welche  von  der  Substanz  des  Wirbels  selbst  herrühren,  gegen  die- 
jenigen vernachlässigt  werden,  welche  von  dem  übrigen  Raum  her- 
rühren, der  von  S  eingeschlossen  wird.     Deshalb  können  wir 

fffudxdydz  -  -fffudxdydz  -ffltpdS  +  *//*<*S*      (5) 

schreiben,  wo  tp  den  in  Gleichung  (4)  des  §  150  gegebenen  Wert  be- 
sitzt, während  x  die  zyklische  Konstante  von  tp,  und  SS"  ein  Element 
einer  Fläche  bezeichnet,  die  vom  Wirbel  begrenzt  wird.  Nach  Ein- 
setzen in  Gleichung  (4)  folgern  wir,  daß  die  Komponenten  des  Im- 
pulses parallel  zu  den  Koordinatenachsen 

XftffldS,     x9ffmdS,    xgffndS  (6) 
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Bilden  wir  ferner  die  Momente  am  Ox,  so  haben  wir: 

fffv(yZ-zY^dxdydz  =  9fff($w-Bv)dxdydz-i,ff(ny-m*)<päS.{'l) 

Ans    dem   gleichen   Grande  wie  vorher   können  wir   für   das   Raum 
integral  auf  der  rechten  Seite 

-fff(y'fi-,'$dxd,d,-ff{»,-»,)9lS+,ff{»,-m.)i8  (8) 

setzen.     Auf  diese  Weise  finden  wir  für  die  Momente  des  Impulses 
um  die  Koordinatenachsen  die  Aasdrücke: 

x9ff(%y-m*)d8,     *{}ff(lB-nx)dg,     XQff(mz-ly)äg,   (9) 

Die  Obernachenintegrale,  welche  in  den  Formeln  (6)  und  (9)  vor- 
kommen, können  durch  Linienintegrale  längs  des  Wirbels  ersetzt 
werden.  Im  Falle  der  Formeln  (6)  ist  klar,  daß  die  Koeffizienten 
von  xp  die  Projektionen  einer  vom  Wirbel  begrenzten  Flache  auf  die 
Koordinatenebenen  sind,  sodaß  die  fraglichen  Komponenten  folgender- 
maßen lauten: 

f/V£-'i?H  »#£f-*»K  W('£-'£W  <"» 

Zwecks  der  analogen  Transformation  der  Formeln  (9)  müssen 
wir  den  Stokesschen  Satz  in  Anwendung  bringen.  Wir  erhalten  ohne 
Schwierigkeit  die  Ausdrücke: 


(11) 


Aus  den  Formeln  (10)  und  (11)  können  wir  durch  Superpoaition 
die  Komponenten  der  Kräfte  und  Kräftepaare  für  jedes  endliche 
Wirbelsystem  ableiten.  Bezeichnen  wir  diese  mit  P,  Q,  R  bzw.  L,  M,  N, 
so  finden  wir,  wenn  wir 

x  —  2  oV, 

schreiben  und  das  Volumenelement  e'cV  durch  dx'dy'dz' 

P-tfffot-'ri)dxdtdl,     L i,fjjtf+*)idxdydi 

<i-l>ffj(ii-xt)dxdyd,,    M tJfJli'  +  xt)ridxd)di!    ,  (12) 

B-tffJ\xv-fl)dxd,dt,     N ,fff(x<+y*)tdxdyd, 
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wo  die   Striche    an   den   Buchstaben   jetzt   als   unnötig   weggelassen 
worden  sind.1) 

§  153.  Wir  wollen  zunächst  die  Energie  des  Wirbelsystems 
betrachten.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen und  bei  Abwesenheit  äußerer  Kräfte  die  Energie  kon- 
stant sein  wird-  Denn  wenn  T  die  Energie  einer  Flüssigkeit  ist, 
welche  von  irgend  einer  geschlossenen  Fläche  S  begrenzt  wird,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  in  Gleichung  (5)  des  §  1 1  V  —  0  setzen, 

m  =fftlu  +  mv  +  nw)PdS-  C1) 

Wenn  die  Fläche  5  sämtliche  Wirbel  umschließt,  können  wir 


S<p  _ 


w+m  (2) 


■eben,  und  es  folgt  ans  Gleichung  (4)  des  §  150,  daß  in  großer  Ent- 
fernung R  von  den  Wirbeln  p  endlich  und  lu  +  mv  +  »w  von  der 
Ordnung  R~3  ist,  während  die  Elemente  dS  sich  wie  Ü1  verhalten, 
wenn  die  Fläche  8  ganz  im  Unendlichen  liegt.  Daher  verschwindet 
die  rechte  Seite  von  (1),  und  wir  haben 

T  =  konst.  (3) 

Wir  gehen  dazu  über,  einige  wichtige  kinematische  Ausdrücke 
for  T  zu  erörtern,  indem  wir  uns  der  Einfachheit  halber  immer  auf 
den  Fall  beschränken,  wo  die  (als  inkompressibel  vorausgesetzte) 
Flüssigkeit  sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt  und  dort  in  Ruhe 
ist,  während  sämtliche  Wirbel  innerhalb  einer  endliehen  Entfernung 
Tom  Ursprungspunkte  liegen. 

Der  erste  der  fraglichen  Ausdrücke  ist  durch  die  elektromag- 
netische Analogie,  von  welcher  in  §  148  die  Rede  war,  angezeigt. 
Dt  9  =-  0,  und  folglich  «P  —  0,  so  haben  wir: 

n~9JXf(u*  +  v*  +  w")  <**<*»"'* 

SS) +•«?-$ +-GS-©]  ■"*>- 

gemäß  Gleichungen  (4)  des  §  148.  Das  letzte  Glied  kann  durch  die 
Summe  eines  Oberflächenintegrals 

o  ff{  F(mtc  ~nv)  +  G  (nu  -  Zw)  +  S(lv  -  m«) }  dS 
und  eines  Volumenintegrals 


.jßSTi- 


{*S5-B+«'Ö?-Kk-E-©}*** 


1)  Die*«  Ausdrücke  stammen  von  J.  J.  Thomson,  „Od  the  Hotion  of  Tortex 
Biags"  (Adams  Prise  Essay),  London  1883,  8.  6  und  S. 
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ersetzt  werden.  Für  die  Punkte  der  unendlich  entfernten  Grenzfläche 
sind  F,  G,  H  von  der  Größenordnung  S'*,  und  u,  v,  w  von  der  Ord- 
nung R-*,  Bodaß  das  Flächenintegral  verschwindet,  und 

T  -  ffffßn  +  <*V  +  Hfydxdyd*,  (4) 

oder,  wenn  wir  die  Werte  für  F,  G,  H  ans  Gleichungen  (7)  des  §  148 
einsetzen, 

T  -  S-JJJfJßS±li±Sl  d,  dy  d,  Miy'd,;  (5) 

wo  die  beiden  Volumenintegrationen  Aber  den  ganzen  Raum  zu  er- 
strecken sind,  der  von  den  Wirbeln  eingenommen  wird. 

Eise  etwas  verschiedene  Form  kann  diesem  Ausdruck  auf  folgende 
Weise  gegeben  werden.  Wir  denken  uns  das  Wirbelsystem  aus  Fäden 
zusammengesetzt,  und  es  seien  Ös  und  6s  die  Elemente  der  Länge 
irgend  zweier  Faden,  a  und  ff'  die  entsprechenden  Querschnitte, 
m  und  <o  die  entsprechenden  Drebgeschwindigkeiten.  Als  Volumen- 
elemente sollen  die  Größen  eds  bzw.  a'ds'  genommen  werden,  sodaß 
der  Ausdruck,  der  in  (5)  unter  den  Integralzeichen  steht,  mit 

■  cnaSs  ■  mV4V 

gleichwertig  ist,  wo  s  den  Winkel  zwischen  äs  und  Ss'  bezeichnet. 
Wenn  wir 

2  me  —  x,     2  mV  =  x 
setzen,  so  haben  wir 


-■SS" 


dsds',  (6) 

wo  das  Doppelintegral  längs  der  Achsen  der  Fäden  zu  nehmen  ist, 
und  die  Summation  2  jedes  Paar  von  Fäden  (und  zwar  nur  einmal) 
einschließt,  welche  vorhanden  sind. 

Der  Faktor  von  p  in  Gleichung  (6)  ist  identisch  mit  dem  Aus- 
druck für  die  Energie  eines  Systems  von  elektrischen  Strömen  mit 
den  Intensitäten  x,  x,  ■  ■  ■,  welche  in  Leitern  fließen,  deren  Lage  mit 
derjenigen  der  Wirbelf äden  übereinstimmt.1)  Die  obige  Untersuchung 
ist  nur  eine  Umkehrung  der  in  den  Lehrbüchern  über  Elektro- 
magnetismus gebräuchlichen  Schlußweise,  wodurch  bewiesen  wird,  daß 

^  zii  ff~  d* d*'  —  i  fff(a*  +  ß'  +  y*) dx  dV  A*> 

wenn  i  und  %  die  Stromstärken  in  den  linearen  Leitern  sind,  deren 
Elemente  durch  ös  und  äs  ausgedrückt  werden,  und  a,  ß,  y  die  Kom- 
ponenten der  magnetischen  Kraft  in  irgend  einem  Punkt  des  Feldes. 


1)  Hierbei  ist  das  rationale  System  der  elektrischen  Einheiten   sugninde 
gelegt;  siehe  S.  248. 
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Der  Satz  (6)  ist  rein  kinematischer  Art  und  gründet  sich  allein 
auf  die  Annahme,  daß  die  Funktionen  u,  v,  w  die  Kontinuitäta- 
gleichung 

dx^dy  +  dz      u 

im  unbegrenzten  Raum  befriedigen  und  im  Unendlichen  verschwinden. 
Er  kann  deshalb  durch  eine  einfache  Verallgemeinerung  auf  den  Fall 
des  §  144  ausgedehnt  werden,  wo  angenommen  wird,  daß  eine  Flüssig- 
keit wirbelfrei  durch  Öffnungen  in  festen  Körpern  zirkuliert,  wenn 
nur  die  Werte  w,  v,  w  in  allen  Punkten,  welche  nicht  von  der  Flüssig- 
keit eingenommen  sind,  gleich  0  gesetzt  werden.  Die  Untersuchung 
des  §  151  zeigt,  daß  die  so  erhaltene  Verteilung  der  Geschwindigkeit 
als  von  einem  System  von  Wirbelschichten  herrührend  gedacht  werden 
kann,  welche  mit  den  Grenzflächen  zusammenfallen.  Die  Energie  dieses 
Systems  wird  durch  eine  einfache  Anpassung  der  obigen  Formel  (6) 
erhalten  und  ist  deshalb  derjenigen  des  entsprechenden  Systems  elek- 
trischer Stromflächen  proportional.  Dies  beweist  einen  Satz,  welcher 
bereits  in  §  144  vorweg  ausgesprochen  wurde. 

Unter  den  Umständen,  welche  am  Anfang  des  §  152  dargelegt 
sind,  erbalten  wir  einen  anderen  brauchbaren  Ausdruck  für  T,  nämlich 

T - 2(ffffiu(]it - «,)  +  »(»£ - *0  +  »(iii - ,l)\dxdydi.   (7) 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  das  Glied  auf  der  rechten 
Seite  und  transformieren  es  durch  das  schon  oft  gebrauchte  Ver- 
fahren, wobei  wir  die  Flächenintegrale  aus  demselben  Grunde  wie  im 
vorigen  Paragraphen  auslassen.    Der  erst«  dieser  drei  Ausdrücke  gibt 

9jjj[(vy  +  "•)  gl  ~  "*}  dxAVät- 

Transformieren  wir  die  übrigen  Glieder  in  der  gleichen  Weise,  addieren 
sie  und  berücksichtigen  die  Kontinuitätsgleichung,  so  erhalten  wir: 


'///(- 


oder  schließlich  durch  weitere  Umformung  der  letzten  drei  Glieder: 

*  +  e*  +  w1)  dx  dy  dg. 


»SM* 


Im  Falle  eines  endlichen  Raumes  müssen  die  Flächenintegrale 
beibehalten  werden. ')  Dies  bewirkt,  daß  zur  rechten  Seite  der 
Gleichung  (7)  das  Glied 
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t?jT{(*«  +  *•  +  »»)(**•  +  y»  +  *«)  —  H1*  +  «y  +  n»)tf}d8  (8) 

hinzukommt,  wo 

j«  —  m»  +  p»  +  «J», 

Dies  vereinfacht  sich  im  Falle  einer  festen  Grenze. 

Der  Wert  des  Ausdruckes  (7)  maß  bei  jeder  Verlegung  des 
Koordiiwtenanrnngspanktes  unverändert  bleiben.  Damm  müssen  fol- 
gende Gleichungen  bestehen: 

fff(vt-wV)dxdydz-Q 

fffW-ufidxdfdt-O  (9) 

fff(«V-vt)dxdi,d*  =  0 

Diese  Gleichungen,  welche  sich  durch  partielle  Integration  leicht 
bestätigen  lassen,  ergeben  sich  auch  aus  der  Erwägung,  daß  die  Kom- 
ponenten des  Impulses  parallel  zu  den  Achsen  konstant  sein  müssen. 
Nehmen  wir  z.  B.  zuerst  den  Fall  einer  Flüssigkeit,  die  in  ein  festes 
Gefäßjjvon  endlicher  Größe  eingeschlossen  ist,  so  haben  wir  in  der 
Schreibweise  des  §  152 

P^9fffudxdydjs-efflVdS;  (10) 

folglich: 


—tfff%d'idydi+2'>fffi't-'"!)d'd^'-fffld^iS 


(ii) 


nach  Gleichung  (5)  des  §  146.  Das  erste  and  das  dritte  dieser  Glieder 
heben  sich,  da  wir  an  der  Gefäßwand  %'  =  4--  haben.  Folglich  gilt 
für  jedes  geschlossene  System  Ton  Wirbeln,  die  in  einem  festen  Gefall 
enthalten  sind, 

iT,-tfffßt-«»l)dxdiid.,  (12) 

zugleich  mit  zwei  ähnlichen  Gleichungen.  Es  ist  in  §  119  bewiesen 
worden,  daß  P  konstant  ist,  wenn  das  Gefäß  unendlich  groß  und  von 
den  Wirbeln  unendlich  weit  entfernt  ist.  Dies  ergibt  die  erste  der 
Gleichungen  (9). 

Umgekehrt  könnten  wir  aus  Gleichungen  (9)  die  Eonstanz  der 
Komponenten  P,  Q,  S  des  Impulses  folgern,  wenn  jene  schon  auf  andere 
Weise  erhalten  worden  sind.1) 


1)  Vergl.  J.  J.  Thomson,  Motion  of  Vortex  Ringe,  8.  6.    i   " 
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§  1A4.  Wenn  die  Bewegung  nur  in  den  zwei  Dimensionen  x 
und  y  stattfindet,  so  haben  wir  w  —  0,  während  u  and  v  Funktionen 
Ton  x  nnd  y  allein  sind.     Folglich  ist 

|_0,     ,j=-0, 

sodaB  die  Wirbellinien  zur  «-Achse  parallele  Gerade  sind.    Die  Theorie 
nimmt  dann  eine  sehr  einfache  Form  an. 

Die  Formeln  (8)  des  §  148  können  jetzt  durch 


—  XX  4. 


(1) 


ersetzt  werden.     Die  Funktionen  tp  und  *>   müssen  den  Gleichungen 

ijV e,     A^  =  2£,  (2) 

wo 

1      ex*      By" 
sowie  den  zugehörigen  Grenzbedingungen  genfigen. 

Im  Falle  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit,  auf  den  wir  uns  jetzt 
beschränken  wollen,  haben  wir 

.--!*,    .-§*,  (3) 

djf'  ex'  *■  ' 

wo  *  die  Stromfunktion  aus  §  59  ist     Es  ist  aus  der  Theorie  der 
Attraktion  bekannt,  daß  die  Gleichung 

A,*  -  2f,  (4) 

wo  l  eine  willkürliche  Funktion  von  x  nnd  y  ist,  die  Lösung 

*  "  *ff? l0g  *"  d*'d!'' +  *°  ^ 

hat,  wo  f  den  Wert  ran  £  in  dem  Punkte  («',  y*)  bezeichnet,  und  r  für 

gesetzt  ist.    Die  Erganzungsfunktion  tf'0  mag  irgend  eine  Lösung  der 
ffleichang 

Al*o  -  °  (6) 

»ein;  sie  gestattet  uns,  die  Grenzbedingungen  zu  befriedigen. 

Im  Falle  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,    die  im  Unendlichen 
rah^  ist  1>q  konstant     Die  Formeln  (3)  und  (5)  geben  dann 
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m 


Ein  Wirbelfaden  mit  den  Koordinaten  x,  y'  und  der  Stärke  x  trägt 
also  zu  der  Bewegung  im  Punkt  (x,  y)  eine  Geschwindigkeit  bei, 
deren  Komponenten 


sind.     Diese  Geschwindigkeit  ist   senkrecht  zur  Verbindungslinie  der 
Punkte  (x,  y)  und  (%',  y")t  und  ihr  Betrag  ist  ^  —  ■ 
Wir  wollen  die  Integrale 

//»{ dx  dy    und     f  j  v£dxdy 

berechnen,  wo  die  Integrationen  über  alle  Teile  der  xy  Ebene  zu  er- 
strecken sind,  für  welche  £  nicht  verschwindet.    Wir  haben 

ffutdxdy  -  -  iffff«  *~":  ***t**<V, 

wo  jede  Doppelintegration  die  Querschnitte  aller  Wirbel  einschließt 
Jedem  Gliede 

tt'y^-dxdydx'äy 

dieses  Ausdrucks  entsprechend  haben  wir  ein  anderes  Glied 

lty^dxdydx'dy; 

und  diese  beiden  heben  sich  auf.     Wir  erhalten  demgemäß: 

JYu$dxdy  —  Q  I 

ffv%dxdy  =  Q  j 


(8) 


Wenn   wir   wie  vorher   die    Intensität   eines  Wirbels   mit  x  be- 
zeichnen, so  kann  man  diese  Resultate  folg  ender  maßen  schreiben: 

Zxu  —  0,     £xv  —  0.  (9) 

Da  die  Stärke  jedes  Wirbels  in  Bezug  auf  die  Zeit  konstant  ist,  so 
drucken  die  Gleichungen  (9)  aus,  daß  der  Punkt  mit  den  Koor- 
dinaten 

—  5?.  *-*„"  ("» 

während  der  ganzen  Bewegung  fest  steht. 
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Dieser  Punkt,  welcher  mit  dem  Trägheitsmittelpunkt  einer  dünnen 
Schicht  Materie  zusammenfällt,  die  auf  der  xy- Ebene  mit  der  Flächen- 
dichte  t  verteilt  ist,  kann  als  „Mittelptmlct"  oder  „Schwerpunkt"  dea 
Systems  der  Wirbel,  und  die  gerade  Linie  parallel  zur  «-Achse,  deren 
'  Projektion  er  ist,  als  „Achse?  des  Systems  bezeichnet  werden.  Im 
Fall  Ex  =  0  liegt  der  Mittelpunkt  im  Unendlichen,  wenn  er  nicht 
völlig  unbestimmt  ist. 

§  155,  Einige  interessante  Beispiele  liefern  die  Fälle,  wo  ein 
oder  mehrere  isolierte  Wirbel  von  unendlich  kleinem  Querschnitt  vor- 
handen sind. 

1.  Wir  wollen  annehmen,  daß  wir  nur  einen  Wirbelfaden  haben, 
und  daß  die  Rotation  £  aberall  in  dem  unendlich  kleinen  Querschnitt 
das  gleiche  Vorzeichen  hat.  Sein  Mittelpunkt,  wie  er  eben  definiert 
ist,  wird  entweder  innerhalb  der  Substanz  dea  Fadens  oder  in  unend- 
licher Nähe  desselben  liegen.  Da  der  Mittelpunkt  fest  steht,  so  wird 
der  Faden  als  Ganzes  in  Ruhe  bleiben,  obwohl  seine  Teile  Relativ- 
bewegungen ausführen  können  und  der  Mittelpunkt  nicht  notwendig 
immer  in  demselben  Flüsaigkeiteelemente  hegt  Jedes  Teilchen  in  end- 
licher Entfernung  r  von  dem  Mittelpunkt  des  Fadens  wird  einen  Kreis 
um  den  letzteren  als  Achse  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  5- — 
beschreiben.  Der  Raum  außerhalb  des  Wirbels  ist  zweifach  zusammen- 
hängend, und  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve,  welche 
ihn  einmal  umschließt,  ist  natürlich  x.  Die  wirbelfreie  Bewegung  der 
herumfließenden  Flüssigkeit  ist  dieselbe  wie  nach  Gleichung  (2)  des  §  27. 

2.  Wir  wollen  zweitens  annehmen,  daß  wir  zwei  Wirbel  mit  den 
Intensitäten  x,  bzw.  Xg  haben.  Ihre  Mittelpunkte  seien  A  und  B, 
0  sei  der  Mittelpunkt  des  Systems.  Die  Bewegung  jedes  Fadens  als 
Ganzes  ist  völlig  der  des  anderen  zuzuschreiben,  und  ist  deshalb 
immer  senkrecht  zu  AB.  Darum  behalten  die  Fäden  immer  denselben 
Abstand  voneinander  und  rotieren  mit  konstanter  Winkelgeschwindig- 
keit um  den  festen  Punkt  0.  Diese  Winkelgeschwindigkeit  wird  leicht 
gefunden;   wir   brauchen    nur   die   Geschwindigkeit   von  A,   nämlich 

**,  „,  durch  den  Abstand  AO  zu  dividieren,  wobei 


und  erhalten  somit: 


Wenn  x,  und  x,  dasselbe  Vorzeichen  haben,  d.  h.  wenn  der 
Sinn  der  Rotation  in  beiden  Wirbeln  die  gleiche  ist,  so  liegt  0 
zwischen  A  und  B\  aber  wenn  die  Rotationen  umgekehrten  Sinn 
haben,  so  liegt  0  auf  der  Verlängerung  von  AB  oder  BA. 
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Wenn  acj  —  —  *,,  so  liegt  0  im  Unendlichen;  aber  man  sieht 
leicht  ein,  daß  A  und  B  sich  jetzt  mit  gleichen  Geschwindigkeiten 
*'  senkrecht  zu  AB  bewegen,  welch'  letzteres  seine  Richtung 
beibehält.  Eine  derartige  Kombination  von  zwei  entgegengesetzten 
Wirbeln  heißt  ein  „Wirbeipaar".  Es  bildet  das  zweidimensionale 
Analogem  des  kreisförmigen  Wirbelringes  (§  160)  und  weist  mehrere 
besondere  Eigenschaften  des  letzteren  an£ 

Die  Stromlinien  eines  Wirbelpaares  bilden  ein  System  von  koach- 
sialen  Kreisen,  wie  in  der  Figur  des  §  64  dargestellt  ist,  wobei  die 
Wirbel  in  den  Grenzponkten  (±  a,  0)  liegen.  Um  die  relativen 
Stromlinien  zn  finden,  fügen  wir  eine  allgemeine  Geschwindigkeit 
hinzn,  welche  derjenigen  der  Wirbel  entgegengesetzt  gleich  ist,  und 
erhalten  für  die  relative  Stromlinienfunktion: 

*=£(£ +"*?,)  m 

in  der  Schreibweise  von  §  64,  Nr.  2.     Die  beigefügte  Figur,   welche 
ans  Bequemlichkeit  um  90°  gedreht  ist,  zeigt  einige  von  den  Linien. 


Die  Linie  $  =  0  besteht  zum  Teil  aus  der  y- Achse  und  zum  Teil 
ans  einem  Oval,  welches  beide  Wirbel  umgibt.  Es  ist  klar,  daß  der 
Teil  der  Flüssigkeit,  welcher  in  dieses  Oval  eingeschlossen  ist,  das 
Wirbelpaar  auf  seinem  Lauf  hegleitet,  während  die  Bewegung  außer- 
halb genau  diejenige  ist,  welche  durch  einen  starren  Zylinder  von 
derselben  Grundlinie  hervorgebracht  würde;  vergL  §  71.  Die  Halb- 
achsen des  Ovals  sind  näherungaweise  2,09a  und  1,73a.1) 

Eine  Schwierigkeit  wird  bisweilen  bei  diesem  Beispiel  wie  bei 
demjenigen  eines  Kreiswirbels  empfunden,  nämlich  zu  verstehen,  wes- 
halb die  Wirbel  nicht  stationär  Bein  können.  Wenn  in  der  Figur 
des   §  64  die  Fäden  durch  feste  Zylinder  von  kleinem  kreisförmigen 

l)  Vergl.  SiiW.  Thomson,  „Ob  Vortex  Atoms'1,  J*ü.  Mag.  (4),  84,  S.  SO, 
1867;  ferner  Eiecke,  Gütt.  Nachr.,  18B6,  wo  die  Bahnen  der  FlasugkeitotetlcheD 
auch  gezeichnet  sind. 
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Querschnitt  ersetzt  werden,  eo  bleiben  wohl  letztere  in  Ruhe,  voraus 
gesetzt,  daß  sie  durch  irgend  eine  Vorrichtung  starr  verbunden  sind, 
welche  die  Bewegung  dar  Flüssigkeit  nicht  hindert  Aber  bei  Ab- 
wesenheit einer  solchen  Verbindung  würden  sie  im  ersten  Augenblicke 
gegeneinander  angezogen  werden,  aus  dem  Grunde,  der  in  §  23  aus- 
einandergesetzt wurde.  Diese  Anziehung  wird  jedoch  aufgehoben, 
wenn  wir  eine  gleichförmige  Geschwindigkeit  V  von  passender  Größe 
in  umgekehrter  Richtung  zur  zyklischen  Bewegung  in  der  Mitte 
zwischen  den  Zylindern  hinzufügen.  Um  V  zu  berechnen,  beachten 
wir,  daß  die  Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeit  in  den  Punkten 
(a  ±  e,  0),  wo  e  klein  ist,  der  absoluten  Größe  nach  ungefähr  gleich 
werden,  vorausgesetzt,  daß 

wo  x  die  Zirkulation  bedeutet.     Folglich  muß 


gelten,  was  genau  die  Translationsgeschwindigkeit  eines  Wirbelpaares 
in  der  ursprünglichen  Form  der  Aufgabe  bezeichnet.1) 

Da  die  Geschwindigkeit  in  allen  Punkten  der  Symmetrieebene 
rein  tangential  ist,  können  wir  annehmen,  daß  diese  Ebene  eine  feste 
Grenze  der  Flüssigkeit  auf  beiden  Seiten  bildet,  und  wir  erhalten  so 
den  Fall  eines  einzigen  geradlinigen  Wirbels  in  der  Nähe  einer  festen 
Wand,  zn  welcher  er  parallel  ist.  Der  Faden  bewegt  sich  parallel  zu 
der  Ebene  mit  der  Geschwindigkeit  r-ft,  wo  A  den  Abstand  von  der 
Wand  bedeutet. 

Da  die  Stromlinien  Kreise  sind,  können  wir  aneb  die  Lösung 
des    Falles    ableiten,   wo    wir   einen   einzigen 
Wirbelfaden  in  einem  Baume  haben,  welcher 
innen   oder   außen   von    einem    festen   Kreis- 
zylinder begrenzt  ist. 

Es   sei   in   der   Figur  EPB    der   Quer-     J 
schnitt  des  Zylinders,  A  die  Lage  des  Wirbels, 
der   sich    im    äußeren   Kaum    befinden    mag, 
und  B   das   Bild   von  A   in    Bezug   auf   den 
Kreis  EPD,  d.  h.  wenn  C  der  Mittelpunkt  ist,  t 

CBCA-  c\ 


1)  Eine  genauere  Untersuchung  wurde  von  Hick»  gegeben,  „On  tue  Con- 
dition  of  Steady  Motion  of  Two  Cylinders  in  a  Fluid",  Quart.  Journ.  Math.,  17, 
S.  194,  1881. 
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wo   c   der  Radius  des  Kreises   ist.     Wenn  P  irgend  ein  Punkt  des 
Umfange  ist,  so  haben  wir: 


AP      AE       AD 
BP  ~  BE~  BD' 


5-  «Tf-  S-fi-»Mt; 


darum  hat  der  Kreis  die  Lage  einer  der  Stromlinien,  welche  von 
einem  Wirbelpaar  in  A  und  B  herrühren.  Da  die  Bewegung  des 
Wirbels  A  senkrecht  zu  AS  ist,  so  ist  klar,  daß  alle  Bedingungen 
der  Aufgabe  erfüllt  werden,  wenn  wir  annehmen,  das  A  einen  Kreis 
um  die  Achse  des  Zylinders  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit 

*_ = !Ll^_„ 

2  n    AB  8  x  (CA*  —  c*> 

beschreibt,  wo  x  die  Intensität  von  A  bezeichnet. 

In  gleicher  Weise  würde  ein  einziger  Wirbel  von  der  Stärke  x, 
welcher  innerhalb  eines  festen  Kreiszylinders,  z.  B.  in  B,  liegt,  einen 
Kreis  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit: 


s  n  (c*  —  CB1) 
beschreiben. 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken1),  das  im  Falle  des  äußeren  Wirbels 
die  Bewegung  nicht  völlig  bestimmt  ist,  außer  wenn  neben  der 
Stärke  x  der  Wert  der  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve, 
welche  den  Zylinder,  nicht  aber  den  Wirbel,  umschließt,  vorgeschrieben 
ist.  In  der  obigen  Lösung  ist  diese  Zirkulation  diejenige,  die  von 
dem  Bild  des  Wirbels  in  B  herrührt,  und  ihr  Betrag  ist  also  —  x. 
Diese  kann  durch  Zufügung  eines  Wirbels  +  x  in  C  aufgehoben 
werden;  in  diesem  Falle  haben  wir  für  die  Geschwindigkeit  von  A: 

«•  CA  « =  _     «' 

%x\.CA*  —  t*)  +  2»  ■  CA  2*  ■  CA{CA*  —  c*)' 

Für  eine  vorgeschriebene  Zirkulation  x    müssen  wir  hierzu  das  Glied 
ä—  ■  CA  addieren. 

3.  Wenn  vier  parallele  geradlinige  Wirbel  vorhanden  sind,  deren 
Mittelpunkte  ein  Rechteck  ABB Ä  bilden,  und  deren  Intensitäten 
die  Werte  x  für  die  Wirbel  Ä  und  B,  bzw.  die  Werte  —  x  für  die 
Wirbel  A  und  B'  haben,  so  ist  klar,  daß  die  Mittelpunkte  immer  ein 
Rechteck  bilden.  Wenn  ferner  die  verschiedenen  Rotationen  die  in  der 
Figur  angegebenen  Richtungen  haben,  so  sehen  wir  ein,  daß  die  Wir- 
kung des  Paares  A,  A'  auf  das  Paar  ß,  B"  darin  besteht,  dieselben  zu 


1)  F.  A.  Twleton,  ,.On  a  Problem  in  Vortex  Motion",  Proc.  R.  JrwA  Ac, 
12.  Dezember  1S92. 
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trennen  and  gleichzeitig  ihre  Geschwindigkeit  senkrecht  zur 
bindungslinie  zn  vermindern.  Die  Ebenen,  welche  AB  und  AÄ 
rechten  Winkeln  halbieren,  können, 
'»wohl  jede  einzeln  wie  beide,  als 
feite  Wände  genommen  werden.  Wir 
erhalten  auf  diese  Weise  den  Fall,  wo 
iw«  Wirbel  von  gleicher  und  ent- 
gegengesetzter Stärke  sich  gegen  oder 
ron  einer  festen  Wand  weg  bewegen, 
oder  wo  sich  ein  einziger  Wirbel  in 
dem  Winkel  zwischen  zwei  senkrechten 
Wänden  bewegt. 

Wenn  x  und  y  die  Koordinaten 
des  Wirbele  A  in  Bezug  auf  die 
Srmmetrieebenen  sind,  so  finden  wir 
leicht: 


Ver- 

onter 


—\ 


r*- *»  +  ,». 


(2) 


Durch    Division    erhalten    wir    die    Differentialgleichung    der    Bahn, 
Dämlich: 

4?  +  dK  -  o, 

X'   T  y,  , 

»mit: 

a'iat  +  y^  —  ix'if, 

wo  a  eine  willkürliche  Konstante  bezeichnet,   oder  nach  Transforma- 
tion in  Polarkoordinaten: 

r-äiV  (3) 


so  bewegt  sich  der  Wirbel  wie  unter  dem  Einfluß  eines  Kraftzentrums 
im  Ursprüngen  unkte.  Diese  Kraft  wirkt  abstoßend,  und  das  Gesetz 
iit  das  der  umgekehrten  dritten  Potenz  der  Entfernung.1) 


1)  Greenhill,  „On  Plane  Vortex- Hotion",  Quart.  Journ.  Math.,  16,  1887; 
Gröbli,  „Die  Bewegung  paralleler  geradliniger  Wirbelfaden",  Zürich  1877.  Diene 
Arbeiten  enthalten  andere  interessant«  Beispiele  von  geradlinigen  Wirbelsyatemen. 
Weitere  LiteratnmachweUe  aber  spezielle  Probleme  siehe  bei  Hicks,  Brü.  Ais. 
Bep,  188S,  8.  41  ff.;  Lore,  I.  C,  8.  823. 

Eine  geistreiche  Methode,  ebene  Probleme  der  Wirbelbewegung  zn  trans- 
formieren, stammt  von  Eouth,  „Some  Applications  of  Conjogate  Functions", 
Prot.  Land.  Math.  3oe.,  12,  &  78,  1881. 
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§  156.  Wenn,  wie  im  Falle  eines  Wirbelpaares  oder  eines 
Systeme»  von  Wirbelpaaren,  die  algebraische  Summe  der  Intensitäten 
sämtlicher  Wirbel  null  ist,  können  wir  eine  Theorie  des  zweidimen- 
sionalen Impulses  aufstellen,  analog  derjenigen,  welche  in  den  §§  119 
und  152  für  den  Fall  eines  endlichen  Wirbelsysteme  gegeben  ist. 
Die  strenge  Durchfahrung  derselben  wird  dem  Leser  überlassen.  Wenn 
P  und  Q  die  Komponenten  des  Impulses  parallel  zur  x-  bzw.  y  Achse 
und  N  dessen  Moment  um  Ob  bezeichnen,  alle  auf  die  Tiefe  1  der 
Flüssigkeit  parallel  zur  «-Achse  gerechnet,  so  wird  gefunden,  daß 


P  =  2(>ffy$dxdy,     Q~-  2Qffx$dxdy  | 
N--Qff(x>+y*)$dxdy  j 


(1) 


Im  Falle  eines  einzigen  Wirbelpaares,  z.  B.  für  die  Intensitäten  +x 
und  den  gegenseitigen  Abstand  c,  ist  der  Impuls  xe,  und  zwar  in  der 
Geraden,  welche  c  senkrecht  halbiert. 
Die  Konstanz  des  Impulses  ergibt: 

^xx  —  tonst,,     ^xy  —  konst.  | 

J^tt^+^-konst  )' 

Es  kann  auch  gezeigt  werden,  daß  die  Energie  der  Bewegung 
im  vorliegenden  Falle  durch 

T--  (tffwdzdy  -  -ie  2**  C3) 

gegeben  ist. 

Wenn  JJx  nicht  verschwindet,  so  sind  die  Energie  und  das 
Moment  des  Impulses  beide  unendlich,  wie  im  Falle  eines  einzigen 
geradlinigen  Wirbels  leicht  zu  bestätigen  ist. 

Die  Theorie  eines  Systemes  von  isolierten  geradlinigen  Wirbeln 
ist  von  Kirchhoff  in  eine  sehr  elegante  Form  gebracht  worden.1) 

Bezeichnet  man  die  Mittelpunkte  der  betreffenden  Wirbel  mit 
(*i>  SÜ>  (xa  y»)j  '  ■  ■  u»d  ihre  Intensitäten  mit  *,,  x,,  ■  ■  -,  so  ergibt 
sich  ans  §  154,  daß  wir 


dx, 

dW 

dv, 

dW\ 

dt  ~ 

WS 

*i 

dt 

"3«i 

dXy 

dw 

dw\ 

~di 

dy*' 

** 

dt 

™  #*• 

schreiben  können,  wo 

wenn  r13  die  Entfernung  zwischen  den  Wirbeln  x,  und  xt  bezeichnet 

1)   Mechanik,  20.  Vorlegung. 
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Da  W  nur  von  der  relativen  Lage  der  Wirbel  abhängt,  so  bleibt 
sein  Wert  ungeändert,  wenn  je,,  %*,  -  ■  .  um  denselben  Betrag  vermehrt 
werden,  folglich  ist: 

und  in  gleicher  Weise: 

2% '-•>■ 

Dies  gibt  die  ersten  beiden  der  Gleichungen  (2),  aber  der  Beweis  ist 
jetzt  nicht  auf  den  Fall  J?%  —  0  beschränkt.  Die  Beweisführung  ist 
wesentlich  dieselbe  wie  in  §  154. 

Weiter  erhalten  wir  aus  Gleichungen  (4): 

2-(-S+»»--.2(-*F-»E). 

oder  wenn  wir  für  die  einzelnen  Wirbel  Polarkoordinaten  (rt,  0,), 
(rt,  6t),  •  ■  ■  einführen, 

Da  W  bei  einer  Rotation  der  Koordinatenachsen  um  den  Ursprungs- 
punkt  unverändert  bleibt,  so  haben  wir: 

j£j  de       u» 

folglich: 

J'xr'-konst.,  (7) 

was  mit  der  dritten  der  Gleichungen  (2)  übereinstimmt,  aber  von  der 
dort  gemachten  Einschränkung  frei  ist. 

*    Ein  weiteres  Integral  von  Gleichungen  (4)  wird  folgendermaßen 
erhalten.    Wir  haben: 

2^3f-»SKZ(-£+»E).- 


Wenn  jedes  r  in  dem  Verhältnisse  1  -j-  e  vergrößert  wird,  wo  s  un- 
endlich klein  ist,  so  ist  der  Zuwachs  von  W  gleich 

■SP        dW 

Aber  da  die  nene  Anordnung  des  WirbelsjBtemes  der  früheren  geo- 
metrisch   ähnlich   ist,   so  werden  die  gegenseitigen  Abstände  r. .   in 
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dem  gleichen  Verhältnis  1  +  e  geändert,  and  nach  Gleichung  (5)  ist 
der  Zuwachs  von   W  demgemäß: 

Folglich  kann  Gleichung  (8)  in  der  Form 

geschrieben  werden. 

§  157.  Die  Resultate  des  §  155  sind  von  der  Form  der  Quer- 
schnitte der  Wirbel  unabhängig,  solange  die  Dimensionen  dieser  Quer- 
schnitte klein  gegen  die  Abstände  der  Wirbel  untereinander  sind. 
Der  einfachste  Fall  ist  natürlich  der,  daß  die  Querschnitte  kreis- 
förmig sind,  und  es  ist  von  Interesse,  zu  erörtern,  ob  diese  Form 
stabil  sei.     Diese  Frage  ist  von  Lord  Kelvin  erforscht  worden.1) 

Wenn  die  Störung  nur  in  zwei  Dimensionen  stattfindet,  so  sind 
die  Rechnungen  sehr  einfach.  Wie  in  §  24  wollen  wir  annehmen, 
daß  der  Raum  innerhalb  eines  Kreises  r  =  a,  der  sein  Zentrum  im 
Ursprungspunkt  hat,  von  einer  Flüssigkeit  mit  gleichförmiger  Rota- 
tion £  angefüllt  sei,  und  daß  diese  von  einer  wirbelfrei  bewegten 
Flüssigkeit  umgeben  werde.  Wenn  die  Bewegung  an  dem  Kreise 
stetig  ist,  so  haben  wir  für  r  <  a: 

t'-lU*1-**),  (1) 

während  für  r  >  a: 

*--£a»logf  •  (2) 

Um  die  Wirkung  einer  kleinen  wirbellosen  Störung  zu  unter- 
suchen, nehmen  wir  an,  daß 

für  r  <  a:  \ 

*  -  -K(a'-  **)  +  A  £  cos  (sÖ  -  «f)\ 

und  für  r>  a:  [' 

i>  —  —  £o*  log  —  +  A  p  cos  (so  —  et)     I 

wo  s  eine  ganze  Zahl  bedeutet  und  ff  zu  bestimmen  ist.  Die  Kon- 
stante A  muß  in  beiden  Ausdrücken  denselben  Wert  haben,  da  die 
radiale  Geschwindigkeitskomponente ^  an  der  Grenze  des  Wirbeb 


(3) 


1)  Sir  W.  Thonuon,  „On  the  Vibratdons  of  a  Columnar  Vortex'1,  Phil.  Mag.  (ß), 
10,  S.  166,  1880. 
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itetig  sein  maß,  für  welche  nähe rungB weise  r  =  a  ist.  Nehmen  wir 
als  Gleichung  dieser  Grenze 

r  =  a  +  a  cob  (s0  -  et)  (4) 

*n,  so  haben  wir  noch  auszudrücken,  daß  die  tangentiale  Geschwindig- 
kmtekomponente   =—  stetig  ist.     Dies  gibt: 

£r  +  s  -  cos  (äff  —  et)  —  %a-  —  s-  cos  (so  —  et). 

Durch  Einsetzen  von  Gleichung  (4)  und  Vernachlässigung  des  Quadrates 
Ton  a  finden  wir: 

t'—i-  (5) 

Big  hierher  ist  das  Verfuhren  rein  kinematisch.  Der  dynamische  Satz, 
daß  die  Wirbellinien  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen,  zeigt,  daß  die 
Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  eines  Teilchens  an  der  Grenz- 
fläche derjenigen  der  Grenzfläche  selbst  gleich  sein  muß.  Diese  Be- 
dingung gibt: 

dt  =      rd6       dr  ri>0' 

wo  r  den  Wert  (4)  hat,  oder: 

ff«  -  s  £  +  £o  ■  %  •  (6) 

Eliminieren  wir  das  Verhältnis  —  aus  den  Gleichungen  (5)  and  (6)r 
so  finden  wir: 

«-(«-!)£■  CO 

Es  besteht  folglich  die  Störung,  welche  durch  die  letzten  Glieder 
in  den  Gleichungen  (3)  dargestellt  wird,  aus  einem  System  von  Riffe- 
langen,  welche  sich  an  dem  Umfang  des  Wirbels  mit  einer  Winkel 
gesch  windigkeit 

T-'-r'    '  <8> 

fortpflanzen.  Dies  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Räume;  in  Bezug 
mf  die  rotierende  Flüssigkeit  lautet  die  Winkelgeschwindigkeit: 

7-C--J.  (») 

wobei  der  Sinn  derjenigen  der  Rotation  entgegengesetzt  ist. 

Wenn  s  —  2,  so  ist  der  gestörte  Querschnitt  eine  Ellipse, 
welche  um  ihren  Mittelpunkt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  \% 
rotiert 
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Die  transversalen  und  longitudinaleri  Schwingungen  eines  isoliertes 
geradlinigen  Wirbelfadens  sind  auch  von  Lord  Kelvin  in  der  genannten 
Arbeit  erörtert  worden. 

§  168.  Der  besondere  Fall  einer  elliptischen  Störung  kann  ohne 
jede  Vernachlässigung  folgendermaßen  gelöst  werden.1) 

Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Raum  innerhalb  der  Ellipse 

S+'."-1  (i) 

mit  einer  Flüssigkeit  erfüllt  sei,  welche  eine  gleichmäßige  Rotation  J 
besitzt,  während  die  umgebende  Flüssigkeit  sich  in  einer  wirbelfreien 
Bewegung  befindet.  Es  wird  sich  zeigen,  daß  alle  Bedingungen  des 
Problems  befriedigt  werden  können,  indem  wir  uns  vorstellen,  daß 
die  elliptische  Grenzfläche  ohne  Wechsel  ihrer  Gestalt  mit  einer 
konstanten  Winkelgeschwindigkeit  n  rotiert,  welche  zu  bestimmen  int. 
Die  Formel  für  den  äußeren  Raum  kann  sogleich  nach  §  72,  No.  4, 
hingeschrieben  werden;  wir  haben  nämlich: 

*  _  £«(«  +  6)*e-'*  cos  2V  +  lab%,  (2) 

wo  i  und  ij  jetzt  die  elliptischen  Koordinaten  des  §  71,  No.  3, 
bezeichnen,  und  die  zyklische  Konstante  x  gleich  2xab£  gesetzt 
worden  ist. 

Der  Wert  von  ip  für  den  inneren  Raum  maß  die  Gleichung 


3*'  T  dy" 
samt  der  Grenzbedingung 


■n  (3) 


jr  +  5? --»»■^i+'M'f  (4) 

befriedigen.     Diese  Bedingungen  werden  beide  erfüllt,  wenn  man 

t-t(Äi'+Bs')  (5) 

setzt,  vorausgesetzt,  daß 

A+B-l  I 

Aa'-Bb<-£-(a'-b')\' 


(6) 


Es  erübrigt  sich  noch,  auszudrücken,  daß  an  der  Grenzfläche  des 
Wirbels  kein  tangentiales  Gleiten  stattfindet,  d.  h.,  daß  die  Werte  von 

1)  Yergl.    Kircbhoff,    Mechanik,    20    Vorlesung;    Bisset,    Hydmdyyumin, 
Bd.  D,  8.  41. 
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-?c,  die  ans  den  Gleichungen  (2)  und  (5)  erhalten  sind,  dort  zu- 
sammenfallen.    Nun  ist 

x  —  e  cosh  5  cos  i) 
and 

y  —  csinh  |  sin  jj, 
wo 

Differenzieren  wir  also  die  Gleichungen  (2)  und  (5)  nach  |  und  setzen 
die  Koeffizienten  von  cos  2  ij  einander  gleich,  so  erhalten  wir  die  ge- 
suchte Bedingung: 

-  \n(a  +  b)*e-^-  £c» (A - S)  cosh  £  sinn  |, 

wo  |  der  Parameter  der  Ellipse  (1)  ist.     Dies  ist  mit 

A-B— f£-"^-  O 

gleichwertig,  da  für  die  Punkte  der  Ellipse 
cosh  6  —  - 
sinh  g  =  —  ■ 
Mit  Gleichung  (6)  vereinigt  gibt  dies: 


und 


(!)) 


Wenn   a  —  fr,    so    stimmt   dies   mit   unserem    früheren   angenäherten 
Resultat  ilbcreüi, 

Die  Geschwindigkeitskomponenten  x  und  y  eines  Teilchens   des 
Wirbels  in  Bezug  auf  die  Hauptachsen  der  Ellipse  sind  durch 


9-   r*-nx 

gegeben,  woraus  wir  finden: 

---»!  I 

•  (10) 

l_      « 

b  a    I 
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Integrieren  wir,  so  erhalten  wir: 

x-kacoa(nt+e)  \ 

y  —  kb  Bin  (nt  +  t)  ]'  ^     } 

wo  k  und  s  willkürliche  Konstanten  bedeuten,  sodaß  die  relativen 
Bahnen  der  Teilchen  Ellipse n  sind,  welche  der  Grenze  des  Wirbele 
ähnlich  sind  und  nach  dem  harmonischen  Gesetze  beschrieben  werden. 
Wenn  x  und  t/  die  Koordinaten  in  Bezug  auf  im  Räume  feste  Achsen 
sind,  so  finden  wir: 


■  (12) 


%'—  xcoant— i/tiant—\k(a+b)cQ*(2nt+i)+±t(a—  d)cob£ 
y'  -=  z  sinnt  +  y  ooattt  —  ±k(a+b)  Bin(2nt+e)  —  ±k(a—b)  Bin* 

Die   absoluten   Bahnen   sind   also    Kreise,    welche    mit    der    Winkel- 
geschwindigkeit 2»  beschrieben  werden.1) 

§  169.  Es  war  in  §  80  auseinandergesetzt,  daß  die  Bewegung 
einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  in  einer  gekrümmten  Schicht  von 
kleiner,  aber  gleichförmiger  Dicke  durch  eine  Stromfunktion  $>  völlig 
bestimmt  ist,  sodaß  jede  kinematische  Aufgabe  dieser  Art  durch  Pro- 
jektion in  eine  entsprechende  Aufgabe  der  Ebene  zurückgeführt  werden 
kann.  Wenn  ferner  die  Projektion  winkeltreu  ist,  so  sind  die  kine- 
tische Energie  entsprechender  Flflssigkeitsteile  und  die  Zirkulationen 
in  entsprechenden  geschlossenen  Kurven  für  beide  Bewegungen  die 
gleichen.  Letztere  Aussage  zeigt,  daß  Wirbel  in  Wirbel  von  gleicher 
Stärke  übergehen.  Es  folgt  sogleich  aus  §  145,  daß  im  Falle  einer 
geschlossenen  einfach  zusammenhängenden  Fläche  die  algebraische 
Summe  der  Intensitäten  aller  vorhandenen  Wirbel  null  ist. 

Wir  wollen  dies  auf  die  Bewegung  in  einer  kugelförmigen  Schicht 
anwenden.  Der  einfachste  Fall  ist  derjenige  eines  Paares  von  isolierten 
Wirbeln,  welche  auf  entgegengesetzten  Enden  eines  Durchmessers 
liegen;  die  Stromlinien  sind  dann  kleine  parallele  Kreise,  und  die 
Geschwindigkeit  verhält  sich  umgekehrt  wie  der  RadiuB  des  Kreises. 
Für  ein  Wirbelpaar,  welches  in  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  B 
liegt,  sind  die  Stromlinien  koachsiale  Kreise  wie  in  §  80.  Durch  die 
Methode  der  stereographischen  Projektion'  wird  leicht  gefunden,  daß 
die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  P  die  Resultante  von  zwei 
Geschwindigkeiten  s —  •  cot  £  6\  und  = —  ■  cot  £  0,  ist,  welche  senk- 
recht zu  den  größten  Kreisen  AP  bzw.  BP  sind,  wobei  0,  und  $t 


1)  Betreff!  weiterer  Untersuchungen  in  diesem  Zusammenhange  trieb«  Hill, 
„Od  the  Hotion  of  Fluid  part  of  which  i«  moring  rotationally  and  part  irrota- 
tionally",  Phil.  Tränt.,  1884;  Lore,  „On  the  Stability  of  certain  Vortex  Motiona", 
Proe.  Land,  Math.  Soe.,  25,  S.  IS,  1898. 
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die  Längwi  dieser  Bögen,  a  den  Radius  der  Kugel  and  ±  x  die  In- 
tensitäten der  Wirbel  bezeichnen.  Der  Schwerpunkt1)  (siehe  §  154) 
jedes  Wirbels  bewegt  sich  senkrecht  zu  AB  mit  der  Geschwindigkeit 
„ —  ■  cot  ^  AB.  Die  beiden  Wirbel  beschreiben  deshalb  parallele  und 
gleiche  Kreise,  wobei  sie  in  einer  konstanten  Entfernung  von  ein- 
ander bleiben. 

Kreisförmige  Wirbel. 

§  160.  Wir  wollen  zunächst  den  Fall  nehmen,  wo  alle  Wirbel, 
die  in  der  als  anbegrenzt  (wie  vorher)  betrachteten  Flüssigkeit  vor- 
binden sind,  kreisförmig  sind,  wobei  sie  die  x  Achse  als  gemein 
schaftliche  Achse  haben.  Es  sei  zr  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  P 
von  dieser  Achse,  v  die  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  von  <3,  und 
a  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Flüssigkeit  in  P.  Es  ist  klar,  daß 
*,  v,  m  Funktionen  Ton  x  and  tu  allein  sind. 

Unter  diesen  umstanden  gibt  es  eine  Stromfunktion  s>,  welche 
wie  in  §  94  definiert  ist,  d.  n.  wir  haben; 

i_  3j       __  J.  |S  tn 

a  da'       ™*  o  Jx>  *•  ' 
folglich: 

9  dv       3«       I  /»'♦    ■   8't        1  M  m 

1  *     Ji  ~  äi      m  \d&  +  W  ~  ■ ä~W '  w 

Aus  den  Ausdrücken  (7)  des  §  148  wird  leicht  ersehen,  daß  der 
Vektor  (F,  G,  B)  unter  diesen  Bedingungen  immer  senkrecht  zur 
x-Aehse  und  dem  Radius  TS  steht.  Wenn  wir  seine  Größe  mit  S 
bezeichnen,  so  ist  2x7&S  der  Fluß  durch  den  Kreis  (x,  0);  folglich: 

1> mS.  (3) 

Um  den  Wert  ron  i>  im  Punkte  (x,  m)  zu  finden,  welcher  von 
einem  einzigen  Wirbelfaden  ron  der  Stärke  x  herrührt,  dessen  Koor- 
dinaten x',  is'  sind,  bemerken  wir,  daß  das  Wirbelelement,  welches  den 
Winkel  0  mit  der  Richtung  ron  S  bildet,  durch  <a'ö8  bezeichnet 
werden  kann,  und  deshalb  ist  nach  Gleichung  (1)  des  §  149: 


t> mS- 


ngfspie,  (4) 


r—  {(*  —  3f)*+  m*+m'*—  287aj'cosö}i.  (5) 


1)  Um  ein  etwaiges  Mißverständnis  ra  vermeiden,  mag  bemerkt  «ein,  daß 
di«  Schwerpunkte  entsprechender  Wirbel  nicht  notwendig  entsprechende  Ponkte 
lind.    Die  Bahnen  dieser  Schwerpunkt«  sind  deshalb  im  allgemeinen  nicht  pro- 

""*  „.«-..Google 
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Wenn   wir  durch  rx  und  r,  den  kleinsten  bzw.  den  größten  Ab- 
stand des  Punktes  P  vom  Wirbel  bezeichnen,  nämlich: 

rs-ix-xy+fzs-wy,  rS-ix-zy+fa+By,     (6) 

so  haben  wir: 

r»  =  V  cos*£Ö  4-  rt9mn'\e,    4sa'  cos  6  -  ri*  +  rt>-  2r*     (7) 
und  deshalb: 


-2fV(r 


(8) 


>!*  cos* -J  *  +  rs*  sin*  i  * 


Die  Integrale  sind  von  der  Form,  welche  in  der  Theorie  des  „arith- 
metisch-geometrischen Mittels"  auftreten.  l)  In  der  gewöhnlichen,  weniger 
symmetrischen  Schreibweise  der  elliptischen  Integrale  haben  wir: 

*  —  s;('l,"')M(T-*)*i«-T*W),  C») 

vorausgesetzt,  daß 

Der  Wert  von  tfr  für  einen  bestimmten  Punkt  kann  deshalb  mit  Hilfe 
der  Legendreschen  Tafeln  berechnet  werden. 

Ein  eleganterer  Ausdruck  kann  vermittels  der  Landenschen  Trans- 
formation1) erhalten  werden,  nämlich: 

*--5J(r.  +  r>)(i?>W--B.»]'  ("> 

vorausgesetzt,  daß 

i_vfik'  ("0 

Um    dies    zu   beweisen,    nehmen   wir   an, 

daß  AB  eine  gerade  Linie  sei,  welche  durch  P 

in  zwei  Segmente  PA  und  PB  von  den  Längen  rt 

bzw.  rt  geteilt  wird;  dann  beschreiben  wir  einen 

Kreis    mit    AB    als    Durchmesser.     Es    sei  C 

der  Hittelpunkt  und  Q  irgend  ein  Punkt  auf 

dem  Umfange,   ferner   sollen   die  Winkel  QCA  und    QPA  durch   6 

bzw.   #    bezeichnet    werden;    schließlich    ziehe    man    CN   senkrecht 

zu  QP.     Wenn  PQ  =  r,  so  haben  wir: 


1)  Siebe  Qaufl,  Werke,  Bd.  IV,  3.  SSI ;  Dorege,  Theorie  der  eüiptischen  Funk- 
Honen,  i.  Aufl.,  Leipzig  1887;  Cavley,  Eiliptic  Function»,  Cambridge  1876, 
Kap.  XIII. 
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ritt  -  CQIO  ■  oob  OQN -  QN)6l' 
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und  deshalb: 

rTi    «*««       nn    *♦       PQ»»       „~    66       QN9»  .  PNd» 

<■*■— 7 uUqn~~cö~~    V«S~~CQ~  +~Öe~' 

Folglich: 

*('.— -j/=t^ -*(•-.+••,)  f£t--hfQNi*-  (14) 

da 

JPlfd»  —  CPy  coe  #Ä#  -  0. 
Nun  ist 

«ff  -  y7Ce>-CP>Bin>»)  -  i  (r,  +  r,)  ]/(l  -  1>  «in1 »),    (15) 


'■  +  •■, 


(16) 


Die  Formel  (14)  kann  deshalb  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

i<r.-rdjsr*>-i[F,(t)-Blw),  (H) 

wodurch  Gleichung  (4)  in  die  gesuchte  Form  (11)  gebracht  wird. 

Die  Formen  der  Stromlinien,  welche  äquidistanten  Werten  von  tu 
entsprechen,  sind  in  der  umstehenden  Figur  gezeichnet  Sie  sind  nach 
einer  von  Maxwell  ersonnenen  Methode  gezogen,  dem  man  auch  die 
Formel  (11)  verdankt1) 

Ausdrücke  für  das  G-eschwindigkeitspotential  und  die  Strom- 
fiwktion  können  auch  in  der  Form  von  bestimmten  Integralen  ge- 
wonnen werden,  welche  Besselsche  Funktionen  enthalten. 

Nehmen  wir  an,  daß  der  Wirbel  sich  in  der  Lage  des  Kreises 
x  —  0,  tJ  —  a  befindet,  so  ist  klar,  daß  die  Teile  der  positiven  Seite 
der  Ebene  x  —  0,  welche  innerhalb  und  außerhalb  des  Kreises 
liegen,  zwei  besondere  äquipotentiale  Flächen  bilden.  Nehmen  wir 
also   an,    daß    wir   qp  —  \x    für    x  —  0,    £J<a,    und    tp  —  0    für 

1)  EUctrieÜtf  and  Magnetixm,  S§  704  und  706.  Siehe  auch  Minchin,  PhH 
Mag.  (6),  Uli,  IBM;  Ntgaokä,  Fhü.  Mag.  (6),  6,  1908. 
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x  —  0,    ei  >  a    haben,    so    erhalten 
§  102: 


aus    Gleichung    (2)    des 

9>  -  \  xafe-**  J0  (km)  J,  (ka)  dk,  (18) 

und  deshalb  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (5)  des  §  100: 


$  —  —  ^xa'ss  f  i 


e-i*J1(hm)J1(ka)dk. 


(19) 


Diono  Formeln  beziehen  sich  natürlich  auf  das  Gebiet,  woi> 0.1) 
In  §  160  war  gezeigt  worden, 
daß  der  Wert  von  y  so  beschaffen 
ist,  als  wenn  er  durch  ein  System 
von  Doppelquellen  bedingt  sei,  welche 
mit  gleichförmiger  Dichte  x  über 
,  ,  das  Innere  des  Kreises  verteilt  sind. 

\       \     (  fs SJ\  \    J       /     Die  Werte  von  y  und  if»  für  eine 

gleichförmige  Verteilung  von  ein- 
fachen Quellen  auf  derselben  Flache 
sind  durch  Gleichungen  (1 1)  des  §  102 
gegeben.  Die  obigen  Formeln  (18) 
"  und  (19)  können  daraus  durch  Diffe- 
rentiation nach  x  und  durch  passende 
Bestimmung  des  konstanten  Faktors 
abgeleitet  werden.*) 

§  161.  Für  die  Energie  eines 
Systemes  von  kreisförmigen  Wir- 
beln ,  welche  die  x  -  Achse  als 
gemeinschaftliche  Symmetrieachse 
haben,  finden  wir  durch  partielle 
Integration: 


T  —  %(f  I  j  («» +  v*)  W  dx  dm  -  srp  /  /  L 
—  —  2ätp  I  /  ixodxdm       —  —  n$Exl> 


3*      „3*1 


l)dxdm 


(i) 


1)  Die  Formel  für  y  findet  sich  bei  Bauet,  Hyärodynamics,  Bd.  0%  8.  98; 
stiebe  auch  Nagaoka,  I.  c. 

2)  Andere  Ausdrücke  für  tp  und  ip  können  in  einfachen  KugelfonktLonen 
erhalten  werden.  Der  Wert  fflr  <p  findet  sich  bei  Thomson  und  Tut,  §  646;  und 
derjenige  von  ip  kann  vermittels  der  Formeln  (11)  und  (12)  des  §  96  oben  ab- 
geleitet werden.    Du  elliptische  Integral  bildet  jedoch  die  Üb  ersichtlichste  Form. 
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da  die  integrierten  Glieder  an  den  Grenzen  verschwinden.  Hier  wird 
das  Symbol  x  gebraucht,  um  die  Intensität  2adxiw  eines  elemen- 
taren Wirbelfadens  zu  bezeichnen. 

Ferner  lautet  die  Formel  (7)  des  §  1531): 

T  —  4*o  /YO1 »  —  xv) tri» dx dy  —  2«p Exts (itm  —  xv).    (2) 

Der  Impuls  des  Syatemes  reduziert  sich  offenbar  auf  eine  Kraft 
längs  Ox.     Nach  Gleichung  (12)  des  §  152  ist: 

P-QJY(if$  —  tij)dxäyde  —  2ai?jY'ist<i>dxdöi  -«^xS1.     (3) 

Wenn  wir  die  beiden  Symbole  x0  und  Bn  einfuhren,  welche  durch 
die  Gleichungen 

«.-IST.    »•'— ST  W 

definiert  sind,  so  bestimmen  diese  einen  Kreis,  dessen  Lage  offenbar 
Ton  den  Intensitäten  und  der  Anordnung  der  Wirbel,  nicht  aber  von 
der  Lage  des  TTrsprungspnnktes  auf  der  Symmetrieachse  abhängt. 
Diese  mag  als  die  „Kreisaehsff1  des  ganzen  Systemes  der  Wirbelringe 
beteichnet  werden. 

Da  x  för  jeden  Wirbel  konstant  ist,  so  zeigt  die  Konstanz  des 
Impulses  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (3)  und  (4),  daß  die  Kreisachse 
in  Bezug  auf  den  Radius  konstant  bleibt.  Um  ihre  Bewegung  parallel 
air  x-Achse  zu  finden,  haben  wir  nach  Gleichung  (4): 

Sx-  isQ*--*>--£x-8r*^  +  2i;xV!x^  =  2;KZr(wu  +  2xv).    (5) 

Vermittels  der  Gleichung  (2)  kann  dies  in  die  Form: 

r,.V^-,4j  +  si«(*-^)»«     .        (6) 

gebracht  werden,  wo  die  zugefügten  Glieder  verschwinden,  da  SxWv  —  0 
wegen  der  Konstanz  des  mittleren  Radius  («r,,). 

1 162.  Wir  wollen  jetzt  im  besonderen  den  Fall  eines  isolierten 
Wirbelringes  betrachten,  dessen  Querschnitt  von  sehr  kleinen  Dimen- 
sionen im  Vergleich  zum  Radius  (cs0)  ist.    Es  ist  gezeigt  worden,  daß: 

♦— i/AF-  Ctf9  -  *  Ct^)}  <•■• + *•■>  "'"''^  « 

wo  r,  und  r,  durch  Gleichung  (6)  des  §  160  definiert  sind.  Für 
Punkte  (x,  s)  in  oder  nahe  bei  dem  Wirbel  ist  das  Verhältnis  -1- 

1)  In  einem  Punkte  der  Ebene  (  —  0  haben  wie  y---&,  £  —  1^0,  t  —  m, 
*  —  r;  du  übrige  folgt  am  der  Symmetrie 
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klein,    und   der  Modul  (X)    des    elliptischen  Integrals    ist   demgemäß 
nahezu  1.     Wir  haben  dann  näherangsweise1): 

F,(l)-ilog$,    ^«-1,  (2) 

wo  l'  den  komplementären  Modul  bezeichnet,  d.  h. : 

oder  nahezu 

Deshalb  ist  für  Punkte  innerhalb  des  Wirbels  der  Wert  von  * 
von  der  Ordnung  x  ssa  ■  log  — ,  wo  e  eine  kleine  Größe  bezeichnet, 
welche  mit  den  Dimensionen  des  Querschnittes  vergleichbar  ist  Die 
Geschwindigkeit  in  diesem  Funkt,  welche  nach  §  94  von  den  Difle- 
r o n  fr' ftlrm  otienten  von  tfi  abhängt,  wird  von  der  Ordnung  —  sein. 

'  können  jetzt  die  Größe  der  Translationsgeschwindigkeit  -  ,j 
bels  schätzen.  Nach  Gleichung  (1)  des  §  161  ist  T  von  der 
pxa(70log— ,  and  v  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  tos  der 
—  \x  —  x0  ist  natürlich  von  der  Ordnung  c.  Daher  ist  du 
lied  auf  der  rechten  Seite  von  Formel  (6)  des  vorhergehenden 
ihen  in  diesem  Falle  klein  gegen  das  erste,  und  die 
ionsgeRch windigkeit  des  Ringee  ist  von  der  Größenordnung 
"-  und  annähernd  konstant. 

isolierter  Wirbelring  bewegt  sich  also  ohne  merkbare  Änderung 
röße  parallel  zu  seiner  geradlinigen  Achse  mit  nahezu  kon- 
Geschwindigkeit.  Diese  Geschwindigkeit  ist  klein  gegen  die- 
er  Flüssigkeit  in  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  der  Bing- 
>er  sie  kann  größer  oder  kleiner  sein  als  —  — ,  d.  i.  die  Gesebwin- 
ler  Flüssigkeit  im  Zentrum  des  Ringes,  mit  welcher  sie  in  der 
l  übereinstimmt. 

den  Fall  eines  kreisförmigen  Querschnittes  können  auf  fol- 
Teise  bestimmtere  Resultate  erhalten  werden.  Wenn  wir  die 
rangen  von  TS  und  m  innerhalb  des  Querschnitts  veniach- 
so  geben  die  Formeln  (1)  und  (2): 

*--!  *'fffa  *-?  - 2)  dt'dB'' 

ieb*  Dorege,  Theorie  der  eUiptischeu  Funktionen;  Cayley,  Etliptk  Fu*f 


oder  wenn  wir  Polarkoordinaten  (s,  %)  in  der  Ebene  des  Querschnittes 
einfahren, 

*--l^fJ^%-^-i)iäsdj;,  (4) 

wo  a  der  Radius  des  Querschnittes  ist.     Nun  ist: 

/  togridz'  —J  log  { **  +  s't-2ss'  cos  (z  -  %')\*&i, 

und  letzteres  Integral  ist  bekanntlich  gleich  2  a  log  s  oder  2  b  log  s, 
je  nachdem  ä'  ^  s.  Für  Punkte  innerhalb  des  Querschnittes  ist  folglich: 

h> 2mm0   /"(log^0  -2)jd8'-2a>wtf(]ogt*L  -  2)s'ds'\ 

~     ifi      8°>ü       *       i  *M 
-  -  <oür0o»{log  -,'  -  i-i  ?|  j 

Das  einzige  variable  Glied  hiervon  ist  — -}to3'0s*;  das  zeigt,  daß  bei 
dem  gegenwärtigen  Grade  der  Annäherung  die  Stromlinien  innerhalb 
des  Querschnittes  konzentrische  Kreise  sind,  wobei  die  Geschwindig- 
keit in  einer  Entfernung  s  vom  Zentrum  ras  ist  Durch  Einsetzen  in 
Gleichung  (1)  des  §  161  erhalten  wir: 


jsj  -  -  *"//"♦•**  -  "te  I 


(6) 


Das  letzte  Glied  in  Gleichung  (6)  des  §  161  ist  gleich 
$?B0m.£jc(:r  —  x0)*; 
in  unserer  Schreibweise,  wo  x  die  Intensität  des  ganzen  Wirbele  be- 
zeichnet, ist  dies  gleich  ^  x*  —  ■    Folglich  lautet  die  Formel  für  die 
Tranelationsgeschwindigkeit  des  Wirbels1): 

Der  Wirbelring  nimmt  eine  bestimmte  Menge  von  wirbellos  be- 
wegter Flüssigkeit  auf  seiner  Bahn  mit;  vergL  §  155,  No.  2.  Gemäß 
der  Formel  (7)  wird  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Wirbels 
gleich   der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  in  seinem  Zentrum  sein, 


1)  Diese«  Resultat  wurde  von  Sir  W.  Thomson  in  einem  Anhange  zur 
Übersetzung  der  Helmholtzacben  Abhandlung  gegeben,  JHtil.  Mag.  (1),  88. 
S.  611,  1867. 
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wenn  ungefähr  —  —  86.  Die  begleitende  Masse  wird  ringförmige  Ge- 
stalt haben  oder  nicht,  je  nachdem  —  diesen  kritischen  Wert  Über- 
steigt oder  unter  ihm  zurückbleibt.1) 

Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  an  der  Peri- 
pherie zn  der  Geschwindigkeit  im  Mittelpunkt  des  Ringes  ist  - — " 
oder   — |.     Für  a  —  -^  VF0  ist  dies  ungefähr  gleich  32. 

§  103.  Wenn  eine  Aman!  von  kreisförmigen  Wirbelringen, 
gleichviel  ob  koachsial  oder  nicht,  vorhanden  sind,  kann  man  sich 
die  Bewegung  eines  jeden  ans  zwei  Teilen  zusammengesetzt  denken, 
wovon  eine  vom  Ring  selbst  herrührt,  während  die  andere  durch 
den  Einfluß  der  übrigen  Ringe  bedingt  ist  Die  vorausgehenden 
Darlegungen  zeigen,  daß  der  zweite  Teil  gegen  den  ersten  sehr  klein 
ist,  ausgenommen,  wenn  zwei  oder  mehr  Ringe  sich  gegenseitig  auf 
eine  sehr  kleine  Entfernung  nähern.  Folglich  wird  jeder  Ring  ohne 
merkbare  Veränderung  seiner  Gestalt  oder  Größe  mit  nahezu  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  in  der  Richtung  seiner  geradlinigen  Achse 
fortschreiten,  bis  er  in  die  Nähe  eines  zweiten  Ringes  kommt. 

Eine  allgemeine  Übersicht  der  Folgen  eines  Zusammentreffens 
zweier  Ringe  kann  in  besonderen  Fällen  aus  den  Resultaten  des  §  149 
gewonnen  werden.  Wir  wollen  annehmen,  daß  zwei  ringförmige  Wirbel, 
deren  Achse  dieselbe  ist,  vorhanden  sind.  Haben  die  Ringe  gleiche 
Rotationsrichtung,  so  schreiten  sie  in  demselben  Sinne  fort.  Die 
Wirkung  ihres  gegenseitigen  Einflusses  wird  darin  bestehen,  daß  der 
Radius  des  vorangehenden  Wirbels  erweitert  und  derjenige  des  nach- 
folgenden verengt  wird.  Wenn  der  Radius  des  vorangehenden  größer 
ist  als  derjenige  des  anderen,  so  wird  noch  die  Bewegung  des  ersteren 
Ringes  verzögert  und  diejenige  des  letzteren  beschleunigt  werden. 
Wenn  daher  die  Verhältnisse  der  Größe  and  Intensität  beider  Ringe 
günstig  sind,  so  kann  es  vorkommen,  daß  der  zweite  Ring  den  ersten 
einholt  und  sich  durch  ihn  hindurch  bewegt  Die  Rollen,  welche 
beide  Ringe  spielen,  werden  dann  umgekehrt;  der  eine,  welcher  jetzt 
zurück  ist,  wird  den  anderen  einholen  und  sich  durch  ihn  hindurch 
bewegen,  usw.,  sodaß  die  Ringe  immer  abwechselnd  durcheinander 
hindurchgehen  werden.1) 

Wenn  die  Rotationen  entgegengesetzten  Sinn  haben,  und  zwar  so, 
daß  die  Ringe  sich  einander  nähern,  so  wird  der  gegenseitige  Einfluß 


1)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  l.  c,  S.  264 

3)  Der  entsprechende  Fall  für  zwei  Dimensionen  wurde  von  Gröbli  durch- 
geführt und  graphisch  erläutert.  I.  c,  S.  367;  siehe  auch  Love,  „On  the  Hotion 
of  Paired  Voitices  with  a  Common  Aiia",  Proe.  Lond.  Math.  Soe.,  35,  S.  185,  1694. 
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bewirken,  daß  die  Radien  beider  eich  erweitern.  Wenn  die  Ringe 
Überdies  gleiche  Größe  und  Stärke  haben,  so  wird  die  Geschwindig- 
keit, mit  der  sie  einander  näher  kommen,  beständig  abnehmen.  In 
diesem  Falle  ist  die  Bewegung  in  allen  Punkten  der  Ebene.,  welche 
parallel  zu  den  beiden  Ringen  in  der  Mitte  zwischen  ihnen  liegt, 
tangential  zu  dieser  Ebene  gerichtet.  Wir  können  darum  diese  Ebene 
als  eine  feste  Begrenzung  der  Flüssigkeit  auf  einer  Seite  betrachten 
und  erhalten  so  den  Fall  eines  Wirbelringes,  der  sich  gerade  gegen 
eine  starre  Wand  bewegt. 

Die  vorausgehenden  Bemerkungen  sind  der  Helmholtzschen  Ab- 
handlung entnommen.  Er  fügt  schließlich  hinzu,  daß  man  den  gegen- 
seitigen Einfluß  von  Wirbelringen  experimentell  im  Falle  der  un- 
gefähr halbkreisförmigen  Ringe  leicht  studieren  kann,  welche  erzeugt 
werden,  indem  man  die  Spitze  eines  Löffels  auf  eine  kurze  Strecke 
durch  die  obere  Schicht  einer  Flüssigkeit  zieht.  Dabei  sind  die  Stellen, 
wo  die  Oberfläche  von  den  Wirbelfäden  getroffen  wird,  durch  kleine 
Vertiefungen  zu  erkennen.  (Vergl.  §  27.)  Das  Verfahren  der  ex- 
perimentellen Darstellung  durch  Rauchringe  ist  zn  bekannt,  als  daß 
es  hier  beschrieben  zu  werden  brauchte.1)  Eine  schöne  Abänderung 
des  Experimentes  besteht  darin,  daß  die  Wirbelringe  in  Wasser  er- 
zengt werden,  wobei  die  Substanz  der  Wirbel  durch  farbige  Flüssig- 
keit kenntlich  gemacht  werden  kann.1) 

Die  Bewegung  eines  Wirbelringes  in  einer  Flüssigkeit,  welche 
innen  oder  außen  von  einer  festen  Kugelfläche  begrenzt  ist,  in  dem 
Falle,  wo  die  geradlinige  Achse  des  Ringes  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  geht,  ist  von  Lewis3)  vermittels  der  Methode  der  „Bilder" 
untersucht  worden.  Der  folgende  vereinfachte  Beweis  stammt  von 
Larmor. *)  Der  Wirbelring  ist  einer  kugelförmigen  Schicht  von 
Doppelquellen  mit  gleichförmiger  Dichte  gleichwertig,  welche  mit  der 
festen  Kugel  konzentrisch  ist  (§  48).  Das  Bild  dieser  Fläche  ist  nach 
§  96  eine  andere  gleichförmige  konzentrische  Doppelschicht,  welche 
ihrerseits  einem  Wirbelring  gleichwertig  ist,  welcher  mit  dem  ersten 
koachsial  ist.  Es  folgt  leicht  aus  dem  zuletzt  genannten  Paragraphen, 
daß  die  Intensitäten  (x,  x")  und  die  Radien  (57,  TS')  des  Wirbelringes 
und  seines  Bildes  durch  die  Beziehung: 

verknüpft  sind.  xVsi  +  *'***  ~  ° 

1)  Benech,  „Über  Ringbildung  der  Flüssigkeiten",  Fogg.  Ann.,  110,  1860; 
Tait,  Recenl  Advance*  in  Äysical  Science,  London  1876,  Kap.  XII. 

2)  Reynolds,  „On  the  Resistance  enconntered  dt  Vortex  Rings  etc.",  Brit. 
Am.  Bep.,  1676;  Notare,  14,  3.  477. 

8)  „On  the  Images  of  Vorticee  in  a  Spherical  Veawl",  Quart.  Journ.  Math., 
16,  3.  S86,  1879. 

4)  „Electro-magnetic  and  other  Images  in  Spheres  and  Planes",  Quart. 
Journ.  Maat.,  23,  S.  94,  1889. 
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Der  Beweis  gilt  offenbar  auch  für  den  Fall  eines  geschlossenen 
Wirbels  von  beliebiger  Form,  vorausgesetzt,  daß  dieser  auf  einer 
Kugelflache  liegt,  welche  mit  der  Grenzfläche  konzentrisch  ist. 


Über  die  Bedingungen  der  stationären  Bewegung. 
§  164.     Für  eine  stationäre  Bewegung,  d.  h.  eine  solche,  wo 


können    die    Gleichungen    (2)    des    §  6    folgendermaßen    geschrieben 
werden : 

«^  +  "^  +  T,-2<-"t-«'v)--^-0fx,^-  (1) 


Wenn  wir  also  wie 

n  §  146 

i-fdi  +  i<?  + 

setzen,  so  haben  wir 

£-»(•:—*) 

|i_2(«E-.0 

«_»(„_,{) 

Hieraus  folgt,  daß 

•K+-Ä+-K 

•  8f+»K+«Ä 

(3) 


sodaß  eine  jede  der  Flächen  %  =  konst.  sowohl  Stromlinien  wie  Wirbel- 
linien enthält.  Wenn  ferner  ön  ein  Element  der  Normalen  in  einem 
Punkt«  einer  solchen  Fläche  bezeichnet,  so  haben  wir: 

^-2qmainß,  (4) 

wo  q  die  Strömungsgeschwindigkeit,  a  die  Rotation  und  ß  den  Winkel 
zwischen  der  Stromlinie  und  der  Wirbellinie  in  diesem  Punkt  bedeutet 
Darum  sind  die  Bedingungen,  daß  ein  gegebener  Bewegungs- 
zustand der  Flüssigkeit  als  eine  stationäre  Bewegung  fortdauern  kann, 
die  folgenden:  Es  muß  möglich  sein,  in  der  Flüssigkeit  ein  unend- 
liches System  von  Flächen  zu  ziehen,  deren  jede  mit  einem  Netz  Ton 
Stromlinien  und  Wirbellinien  bedeckt  ist,  und  es  muß  das  Produkt 
qaBuißdn   auf  jeder    solchen   Fläche   konstant  sein,   wobei  Sn  die 
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Länge  der  Normalen  bezeichnet,  welche  nach  einer  benachbarten 
Fläche  des  Systomea  zu  gezogen  ist.1) 

Diese  Bedingungen  lassen  sich  Übrigens  aus  den  Erwägungen 
ableiten,  daß  bei  einer  stationären  Bewegung  die  Stromlinien  die 
wirklichen  Wege  der  Teilchen  sind,  daß  das  Produkt  von  Winkel- 
geschwindigkeit und  Querschnitt  für  alle  Punkte  eines  Wirbele  das- 
selbe ist,  und  daß  schließlich  für  einen  bestimmten  Wirbel  dieses 
Produkt  hinsichtlich  der  Zeit  konstant  ist. 

Der  Satz,  daß  die  durch  Gleichung  (2)  definierte  Funktion  % 
anf  einer  jeden  der  fraglichen  Flächen  konstant  ist,  ist  eine  Erwei- 
terung des  in  §  21  bewiesenen,  daß  nämlich  %  längs  einer  Stromlinie 
konstant  ist. 

Die  obigen  Bedingungen  werden  in  allen  Fällen  der  wirbelfreien 
Bewegung  identisch  erfüllt,  vorausgesetzt  natürlich,  daß  die  Grenz- 
bedingungen mit  der  stationären  Bewegung  vereinbar  sind. 

Bei  der  zweidimensionalen  Bewegung  einer  inkompreesiblen  Flüssig- 
keit ist  das  Produkt  qän  längs  einer  Stromlinie  konstant;  die  frag- 
lichen Bedingungen  reduzieren  sich  dann  auf  die,  daß  die  Dreh- 
geschwindigkeit g  längs  jeder  Stromlinie  konstant  sein  muß,  oder 
nach  §  5  des  §  59: 

&+!';?-«*).  <w 

wo  f(i>)  eine  willkürliche  Funktion  von  j>  ist.*) 

Dieee  Bedingung  wird  in  allen  Fallen  erfüllt,  wo  die  Bewegung 
in  konzentrischen  Kreisen  um  den  Ursprungspunkt  vor  sich  geht. 
Eine  andere  augenfällige  Lösung  von  Gleichung  (5)  ist: 

*  -  *  (A*  +  2  Bxy  +  Cy%  (6) 

wobei    die   Stromlinien   ähnliche   und   koachsiale  Kegelschnitte   sind. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  in  jedem  Punkte  ist  %{A  +  C),  und  ist 
deshalb  gleichförmig. 
Wenn  wir 

f  (*»  -  -  *■* 

setzen,  wo  k  eine  Konstante  ist,  und  zu  Polarkoordinaten  r,  6  über- 
gehen, so  erhalten  wir: 

&  +  7l£  +  h'£  +  **-°-  CO 


1)  Siehe  Lamb,  „On  the  Conditions  for  Steady  Hotion  of  a  Fluid",  JProc. 
Land.  Math.  Bae.,  9,  8.  01,  1878. 

S)  Vergl.  Lagrange,  Novv.  Mim.  de  VAcad.  de  Berlin,  1T81  ((Eueres,  Bd.  IV, 
S.  780);  und  8token,  „On  the  Steady  Hotion  of  Incompreanible  Fluids",  Camb. 
Trane.,  7,  184*  (Math,  and  Fhut.  Popen,  Bd.  I,  S.  16). 

D^wdoyCjOOgie 


(12) 
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was  nach  §  101  durch 

befriedigt  wird.  Dies  gibt  verschiedene  Lösungen,  welche  mit  einer 
festen,  kreisförmigen  Begrenzung  vom  Radius  a  vereinbar  sind,  wenn 
nur  die  zulässigen  Werte  von  k  durch  die  Gleichung 

J.(J«)-0  (9) 

bestimmt  werden. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  die 
Stromfunktion  innerhalb  des  Kreises  r  —  a 

1>  =  CJl  (kr)  sin  ff  (10) 

lautet,  während  wir  außerhalb  des  Kreises 

*-  D"(r-^)sinfl  (11) 

haben.  Diese  beiden  Werte  für  i>  stimmen  für  r  —  a  überein,  vor- 
ausgesetzt, daß  (7,  (ha)  —  0.  Überdies  ist  die  tangentiale  Komponente 
der  Geschwindigkeit  an  diesem  Kreise  stetig,  vorausgesetzt,  daß  die 
beiden  Werte  tou  J^  gleich  Bind,  d  h.  wenn: 

r  2  U_ 2J7_ 

V  "  kj1'{ka)~~  kf^ica)' 
Wenn  wir  jetzt  jedem  Teilchen  eine  Geschwindigkeit  U  parallel  zu 
Ox  erteilen,  erhalten  wir  eine  Art  eines  zylindrischen  Wirbels,  welcher 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  U  in  einer  Flüssigkeit  bewegt,  die  im 
Unendlichen  ruht.  Der  kleinste  unter  den  möglichen  Werten  von  h 
ist  durch  —  —  1,2197  gegeben;  die  relativen  Stromlinien  innerhalb 
des  Wirbels  sind  dann  durch  die  untere  Figur  auf  Seite  335  gegeben, 
vorausgesetzt,  daß  der  punktierte  Kreis  als  die  Begrenzung  r  ■=  a 
genommen  wird.  Es  läßt  sich  vermittels  Gleichungen  (1)  des  §  166 
leicht  beweisen,  daß  der  Impuls  des  Wirbels  durch  2  »00*17  dar- 
gestellt wird. 

Im  Fall  einer  um  die  :r-Aehse  symmetrischen  Bewegung  einer 
inkompressiblen  Flüssigkeit  ist  q  ■  2xadn  längs  einer  Stromlinie  kon- 
stant, falls  >a  wie  in  §  94  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Symmetrie- 
achse bezeichnet.  Die  Bedingung  für  stationäre  Bewegung  ist  dann  die, 
daß  das  Verhältnis  —  längs  jeder  Stromlinie  konstant  sein  muß.  Wenn  t) 
die  Stromfunktion  ist,  so  müssen  wir  also  nach  Gleichung  (2)  des  §  160: 

B+S-sS— «*  (13> 

haben,  wo  fty)  eine  willkürliche  Funktion  von  i>  bezeichnet1) 

1)  Dieses  Resultat  stammt  von  Stokes,  i.  c. 

DigmzedsyCjOOgie 
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Ein   interessantes  Beispiel  bildet  Hills  ,Jeugelfdrmiger   Wirbel".1) 
Wenn  wir  annehmen,  daß 

f  =  iAas(a'-r*),  (14) 

wo  r*--  x*  +  St'  für  alle  Punkte  innerhalb  des  Kreises  r  =  a  gilt,  so 
folgt  aus  Formel  (2)  des  §  160,  daß 

0  =-  —  \-Ai3; 

die  Bedingung  der  stationären  Bewegung  wird  somit  befriedigt.  Im 
Hinblick  anf  die  §§  96  und  97  ist  weiter  klar,  daß  die  wirbelfreie 
Strömung  mit  der  Geschwindigkeit  —  U  parallel  zur  x-  Achse  längs 
einer  festen  Kugelfläche  r  —  a  durch  die  Gleichung: 


*-iUm'(l-£) 


(16) 

bestimmt  wird.  Die  beiden  Werte  von  j>  stimmen  flberein,  wenn 
r~a  ist;  darum  ist  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  auf 
beiden  Seiten  null.  Damit  die  tangentiale  Komponente  stetig  sei, 
müssen  auch  die  Werte  von  =^  übereinstimmen.    Berücksichtigt  mau, 


so  gibt  dies: 

,  ZU 

and  deshalb: 

co-14-,-.  (16) 

Die  Summe  der  Stärken  der  Wirbelringe,  welche  den  kugelförmigen 
Wirbel  bilden,    ist    5  Ua. 

Die  Figur  zeigt  die 
Stromlinien  sowohl  inner- 
halb als  außerhalb  des 
Wirbels;  sie  sind  wie 
gewöhnlich  für  äquidi 
■taste  Werte  von  j>  ge- 
isidaet. 

Wenn  wir  überall 
Bau  Geschwindigkeit  U 
psJkUelzur  x-Achse  hiuzu- 

fBgen,  erhalten  wir  einen  kugelförmigen  Wirbel,  welcher  mit  der 
konstanten  Geschwindigkeit  U  sich  in  einer  Flüssigkeit  fortbewegt, 
die  im  Unendlichen  ruht. 


1)  „On  a  Spherical  Yortex",  PKU.  Trans.,  A,  185,  1894. 
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Vermittels  der  Formeln  dea  §  161  finden  wir  leicht,  daß  das 
Quadrat  dea  mittleren  Radina  des  Wirbels  \a*,  der  Impuls  2xpa*U, 
and  die  Energie  yjrpa'U*  ist. 

Wie  in  §  46  auseinandergesetzt  wurde,  ist  ea  durchaus  unnötig, 
Formeln  für  den  Druck  za  berechnen,  um  uns  zu  versichern,  daß  dieser 
an  der  Oberfläche  des  Wirbels  stetig  ist.  Die  Stetigkeit  des  Druckes 
ist  schon  durch  die  Stetigkeit  der  Geschwindigkeit  und  durch  die 
Konstanz  der  Zirkulation  in  jeder  geschlossenen  Karre  gesichert. 

§  165.  Wie  bereits  erwähnt,  wurde  die  Theorie  der  Wirhei- 
bewegung im  Jahre  1858  von  Heimholte:  aufgestellt.  Sie  gewann 
noch  erhöhteres  Interesse,  als  Lord  Kelvin  im  Jahre  1867  seine  be- 
rühmte Theorie  der  Wirbelatome  vorschlug.1)  Als  physikalische 
Theorie  liegt  diese  außerhalb  unseres  Gebietes,  aber  sie  ist  die  Ver- 
anlassung zu  einei  Reihe  interessanter  Untersuchungen  geworden,  auf 
welche  kurz  hingewiesen  werden  soll.  Wir  wollen  die  Untersuchungen 
erwähnen,  die  sich  auf  die  Stabilität  und  die  Schwingungsperioden 
geradliniger*)  oder  ringförmiger8)  Wirbel  beziehen;  ferner  die  ver- 
wandten Untersuchungen  über  hohle  Wirbel,  wo  der  rotierende  Kern 
durch  einen  leeren  Raum  ersetzt  ist1);  schließlich  die  Berechnungen 
der  Gestalt  der  Grenzfläche  eines  bohlen  Wirbels,  welche  mit  einer 
stationären  Bewegung  verträglich  sein  soll.6)  Eine  Zusammenfassung 
einiger  der  wichtigsten  Resultate  ist  von  Love  gegeben.*) 

Die  Transformation  von  Clebsch. 

§  166.  Ein  anderer  interessanter  Gegenstand,  welcher  hier  nur 
kurz  berührt  werden  kann,  ist  die  Clebschsche  Transformation  der 
hydrodynamischen  Gleichungen. 7) 

Man  sieht  leicht  ein,  daß  die  Geechwindigkeitskomponenten  in 
irgend  einem  Augenblick  durch 

„__j>»  +  i|e,  ,__«»  +  i|ü,  „__|»+i^    (i) 

dx   '      dx'  dy  dy'  9*  et        w 

1)  l.  e,  S.  264. 

2)  Sir  W.  Thomson,  1.  c,  S.  270. 

8)  J.  J.  Thomson,  1.  c,  S.  267;  Dyson,  PJW.  Im«*.,  A.,  IM,  S.  1041,  1898. 

4)  Sir  W.  Thomson,  I.  c;  Hicks,  „On  the  Steady  Hotion  and  the  Small 
Vibration»  of  a  Hollow  Tortei",  PÄtl.  Irans.,  1884;  b'octlington,  „The  Complete 
System  of  the  Periods  of  &  Hollow  Vortex  Bing",  Phil.  Trans.,  Ä.,  183,  S.  603, 
189&;  C&rlulaw,  „The  Flated  Vibration«  of  a  Circular  Vortex-Ring  with  a  Hol- 
low Core",  Proe.  Land.  Math.  Soe.,  28.  S.  97,  1896. 

6)  Hicks,  l  c;  Pooklington,  „Hollow  Straight  Vorticei",  Comb.  Proc.,  8, 
S.  178,  1894. 

6)  1.  c,  8.  228. 

7)  „Über  eine  allgemeine  Transformation  der  hydrodynamischen  Glei- 
chungen", Crelles  Journ.,  104,  1857,  und  106,  1869;  siehe  auch  Hill,  Quart.  Journ. 
Math.,  17,  1881,  and  Comb.  Trans.,  14,  1888. 

DigmzedoyLiOOgie 
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ausgedrückt  werden  können,  wo  <p,  X,  ft  Funktionen  von  X,  y,  e  sind, 
vorausgesetzt,  daß  die  Komponenten  der  Rotation  in  die  Gestalt 

gebracht  werden  können.     Wenn  wir  nun  annehmen,  daß  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Wirbellinien,  nämlich 

dx      äy      d§  ,„■. 

T~T"T>  w 

m  der  Form  «  _  w,    ;  _  w.  (4) 

integriert  seien,  wo  a  und  jS  Funktionen  von  x,  y,  t  sind,  so  mfissen 


.»(■J  I 


31»,»)  I 


(5) 


nahen,  wo  P  eine  Funktion  von  x,  y,  s  ist.1)    Setzen  wir  diese  Aus- 
drücke in  die  identische  Gleichung 

ein,  so  finden  wir:  „,_       _ 

a<f-  "■  ff  _  n  fßl 

9(>,y,i}       U'  W 

woraus  sich  ergibt,  daß  P  von  der  Form  f(a,  ß)  ist    Wenn  X  und  ft 
irgend  zwei  Funktionen  von  a  und  ß  sind,  so  haben  wir: 

3j^j)_dj^>  g(«,ft   __ 

8(y,<)     9(«.ft  ^7^'        ' 
und  die  Gleichungen  (5)  reduzieren  sich  deshalb  auf  die  Form  (2), 
vorausgesetzt,  daß  X  und  u  so  gewählt  werden,  daß 

was  offenbar  auf  unendlich  vielen  Wegen  zu  bewirken  ist. 

Es  erhellt  aas  Gleichungen  (2),  daß  die  Schnittkurven  der  Flächen 
X  —  konst.,  (i  =  konst. 
die  WirbeUinien  sind.  Dies  führt  dazu,  anzunehmen,  daß  die  Funk- 
tionen X  und  ft,  welche  in  Gleichung  (1)  auftreten,  sich  stetig  mit 
der  Zeit  ändern,  und  zwar  derart,  daß  die  fraglichen  Flächen  sich  mit 
der  Flüssigkeit  bewegen.1)    Daß  dies  möglich  ist,  dafür  gibt  es  vor- 

1)  Vergl.  Foreyth,  Differential  Equations,  §  174. 

1)  Es  darf  nicht  übersehen  weiden,  daß  wegen  der  mangelnden  BoBtimmt- 
hait  von  1  und  p  diese  Funktionen  sich  stetig  mit  t  ändern  könnten,  ohne  lieh 
immer  auf  dieselben  Flüssigkeit« teile hec  zu  beziehen. 
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schieden©  mathematische  Beweise ;  der  vielleicht  einfachste  geschieht 
vermitteln  der  Gleichungen  (2)  des  §  15,  welche  wie  in  §  17 

«  dx  +  v  dy  +  w  dt  —  %  da  +  t?0  db  +  u>9  de  —  d%  (8) 

ergeben.     Es  ist  bewiesen  worden,  daß  wir  im  Anfang 

«,<*<*  +  vt>db  +  »„<**  —  —  dq>t  +  Ada  (9) 

setzen  können.     Demnach  haben  wir  zur  Zeit  t 

udx  -\-  v dy  -\- v> dt  =  ~  dtp  +  A-dp,  (10) 

wo  ip  —  «po  - 1  -  i ,  und  X,  fi  wohl  dieselben  Werte  wie  in  Gleichung  (9) 
haben,  jetzt  aber  durch  x,  y,  e,  t  ausgedrückt  sind.  Da  bei  dem 
Lagrangeschen  Verfahren  die  unabhängigen  Raum  variablen  sich  auf 
die  einzelnen  Teilchen  beziehen,  so  ist  hierdurch  der  Satz  bewiesen. 
Unter  dieser  Festsetzung  können  die  Bewegungsgleichongen  in- 
tegriert werden,  vorausgesetzt,  daß  die  äußeren  Kräfte  ein  Potential 
haben,  und  daß  p  eine  Funktion  von  o  allein  ist.  Wir  haben 
«     (i   *.  .  o  du  ,  i   dl  .    dl  ,     dl\da     !   du  .    du  ,      du\dl 

A  l—  dv  j.  1 du\  _l  °1  ^  _  ?Jt  ?£ 
~dx\    dt~tdi)~i~Dtdx    Dt  dx 

unter  der  gemachten  Annahme,  daß   nj  "'  0j  Bf  "  0,  i*t  deshalb 


(ii) 


ß 


Öj.  i«*j.ß_^?_  j  |£,  (12) 


nach  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  des  %  146.    Die  hierbei  s 
willkürliche  Funktion  von  t  kann  man  in  -,™  einverleibt  betrachten. 
Wenn   die  obige  Bedingung  X  und  n  nicht  auferlegt  wird,  so 
schreiben  wir: 

a-/f+i5'+«-Ü  +  A|f,  (13) 


(16) 

(16) 

»Google 


und 

erhalte: 

a  dann: 

Dldm 
I)tdx~ 

Dp  dl 
"Dt  dx 

~      8*' 

DXdp 

btdt 

Drdl 
~Dt  dg" 

8ff 
8» 

Dt  dl 

Hf»81 
DI  eil 

Folglich  haben  wir 

8(»,»,rt 

-o, 

was 

zeigt,  daß  H  von  der  Form  f(X 

,*,<> 

ist,  und 

Dl 
Dt  " 

8H 

8,' 

Bf 
Dt  ~ 

8Ä 

81' 

Achtes  Kapitel. 

Flutwellen. 

§  167.  Eine  der  interessantesten  und  erfolgreichsten  Anwendungen 
der  hydrodynamischen  Theorie  geschieht  auf  die  kleinen  Schwingungen, 
welche  eine  Flüssigkeit  mit  freier  Oberfläche  unter  dem  Einfluß  der 
Schwere  ausfahrt.  In  gewissen  Fällen,  welche  im  Hinblick  auf  die 
Theorie  ziemlich  speziell,  aber  in  der  Natur  besonders  auffallend  sind, 
können  diese  Schwingungen  zusammenwirken ,  um  fortschreitende 
Wellen  zu  bilden,  welche  wenigstens  in  erster  Annäherung  sich  ohne 
Wechsel  ihrer  Gestalt  auf  der  Oberfläche  fortpflanzen. 

Der  Ausdruck  >tFUäujeUen"  wird  gewöhnlich  in  verschiedenem 
Sinne  auf  Wasserwellen  augewendet,  aber  es  scheint  am  natürlichsten, 
ihn  auf  solche,  dem  Einfluß  der  Schwere  unterliegende  Schwingungen 
zu  beschranken,  welche  die  charakteristische  Eigenschaft  der  Meeres- 
fluten besitzen,  die  Ton  der  Wirkung  von  Sonne  und  Mond  herrühren. 
Aus  diesem  Grande  haben  wir  die  Überschrift  dieses  Kapitels  gewählt, 
um  auf  Wellen  hinzudeuten,  in  denen  die  Bewegung  der  Flüssigkeit 
hauptsächlich  in  horizontaler  Richtung  vor  sich  geht  und  deshalb  un- 
gefähr die  gleiche  für  alle  Teilchen  ist,  welche  in  einer  vertikalen 
Linie  liegen.  Dieser  letztere  Umstand  vereinfacht  die  Theorie  ander- 
ordentlich. 

Es  empfiehlt  sich,  zunächst  einen  Rückblick  auf  einige  Punkte 
aus  der  allgemeinen  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  zu  werfen, 
die  in  den  folgenden  Untersuchungen  beständige  Anwendung  finden 
werden.1)  Die  Theorie  bezieht  sich  zunächst  auf  ein  System  von 
endlichem  Freiheitsgrade,  aber  bei  passender  Auslegung  gelten  die 
Resultate  ohne  diese  Einschränkung.1) 

Es  seien  qt,  gt,  ■  •  -,  qn  die  »  generalisierten  Koordinaten,  welche 
dazu  dienen,  die  Lage  eines  dynamischen  Systems  zu  bestimmen,  und 

1)  Zwecks  einer  vollständigeren  Darlegung  der  allgemeinen  Theorie  liehe 
Thomson  and  Tut,  Natural  PhOosophf,  8  SSTff.;  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound, 
Kap.  IV;  Routb,  EUmentary  Higid  Dynamic»,  6.  Aufl.,  London  1897,  Eap.  DI; 
Whittaker,  Analytieal  Dynamic*,  Eap.  TU. 

I)  Die  Schritte,  durch  welche  ein  strenger  Übergang  auf  den  Fall  un- 
begrearten  Fnäheitagiadee  gemaeht  werde»  können,  aind  kürzliah  "von  Hubert 
imtenracht  worden,  ßött.  JV«Ar.,  1904,  S.  49. 

l,.z=rl:X.O 
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sie  sollen  so  gewählt  sein,  daß  sie  in  der  Gleichgewichtslage  ver- 
schwinden. Die  kinetische  Energie  T  wird  eine  homogene  Funktion 
zweiten  Grades  der  generalisierten  Geschwindigkeiten  qlr  &,-•-,  gn 
sein,  nämlich: 

2  T  -  o,,  ft»  +  «nft»  +  •  ■  •  +  2  aaqiqt  +  ■■-,  (1) 

wo  die  Koeffizienten  im  allgemeinen  Funktionen  der  Koordinaten 
qlt  qir  gtl  *  *  ,  9,  sind;  sie  dürfen  aber  bei  der  Anwendung  auf  kleine 
Bewegungen  als  konstant  angenommen  werden  und  mögen  also  die 
zu  9u  Qa>  "  '»  'U  ™  0  entsprechenden  Werte  haben.  Wenn  ferner, 
wie  wir  annehmen  wollen,  das  System  konservativ  ist,  so  ist  die 
potentielle  Energie  F  einer  kleinen  Verrückung  eine  homogene  Funk- 
tion zweiten  Grades  der  Versohiebungskomponenten  qlr  qtl  •  ■  ■,  q%  mit 
konstanten  Koeffizienten,  also: 

IV-  latf  +  *,&»  +  ■  ■  •  +  Ifefcft  +  •  ■  ■  C^> 

Durch  eine  reelle,  lineare  Transformation  der  Koordinaten1) 
?n  4n  '  *  i  9»  ist  os  möglich,  T  und  F  gleichzeitig  auf  Summen  von 
Quadraten  zurückzuführen;  die  neuen  Variabein,  die  auf  diese  Weise 
eingeführt  werden,  heißen  die  „Normalkoordinaten"  des  Systems.  Hit 
diesen  haben  wir: 

2T -  da*  +  <h qt>  H +  «„ j,>,  (3) 

2F  -  Cift1  +  ^ff,s  H +  c.g,*.  (4) 

Die  Koeffizienten  o,,  o,,  •  ■  ■,  on  heißen  die  ^auptkoeffwenten  der 
TrägheW;  sie  sind  notwendig  positiv.  Die  Koeffizienten  c,,  c,,  ■  ■  -,  c„ 
können  nie  die  ^lattpifcoefjuienien  der  Stabilität?  bezeichnet  werden; 
sie  sind  alle  positiv,  wenn  die  ungestörte  Lage  stabil  ist. 

Wenn  beliebige  äußere  Kräfte  auf  das  System  wirken,  so  ist  die 
von  ihnen  bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung  Aqlt  Aq%,  •  ■  •,  Ag„ 
geleistete  Arbeit  von  der  Form 

Qi&ii  +  ft^Si  +  ■•  ■  +  Qn&iu-  (5) 

Die  Koeffizienten  Qlr  Qt,  ■  ■  •,  Qu  werden  als  die  „Normalkomponenten 
der  Störtmgskrafi"  bezeichnet. 

Die  BewegungBgleichungen  sind  durch  die  Lagrangesche  Formel 


dt  dqr       dqr 


,  »)  («) 


■  gründet  sich  auf  die  Annahme,  daß  mindestens 
resentlich  positiv  iat.     Im  vorliegenden  Falle  ge- 
nügt natürlich  T  dieser  Bedingung. 

DiÖ  I  zed  ay       >  ^ 


'.-(I)1. 
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gegeben.  Im  Falle  unendlich  kleiner  Bewegungen  erhalten  wir  nach 
Einführung  der  Normalkoordinaten: 

Mr  +  cr9r  =  Qr.  (7) 

Man  ersieht  hieraus,  daB  in  dynamischer  Beziehung  die  Normal- 
koordinaten dadurch  charakterisiert  Bind,  daß 

1.  ein  momentaner  Impuls  von  irgend  einer  normalen  Form  eine 
Anfangshewegung  von  dieser  Form  allein  erzeugt,  und  daß 

2.  eine  ständige  Störungskraft  von  beliebiger  normaler  Form 
eine  statische  Verrückung  von  dieser  Form  allein  aufrecht  erhält. 

Um  die  freien  Bewegungen  des  Systems  zu  erhalten,  setzen  wir 
Qr  —  0.     Durch  Auflösung  der  Gleichung  finden  wir 

qr  —  4.008(0,*  +  sr),  (8) 

(9) 

and  A,  ar  willkürliche  Eonstanten  sind. l)  Daher  ist  eine  Art  freier 
Bewegung  möglich,  bei  welcher  irgend  eine  Normalkoordinate  qr 
sich  allein  ändert,  und  die  Bewegung  jedes  Teilchens  des  Systemes, 
da  sie  ja  linear  von  qr  abhängt,  eine  einfache  Schwingung  von  der 
Periode  —  sein  wird;  überdies  werden  die  Teilchen  gleichzeitig  durch 
ihre  Gleichgewichtslagen  gehen.  Die  verschiedenen  Typen,  welche  diese 
Merkmale  besitzen,  heißen  die  „Normalschioingungen"  deg  Systemes; 
ihre  Anzahl  ist  gleich  der  Zahl  der  Freiheitsgrade,  und  jede  beliebige 
freie  Bewegung  des  Systemes  kann  durch  Snperposition  unter  passender 
Wahl  der  „Amplituden"  (Ä,)  und  „Epochen"  (fr)  aas  ihnen  erhalten 
werden. 

In  gewissen  Fallen,  nämlich  wenn  zwei  oder  mehrere  der  freien 
Perioden  -  des  Systemes  gleich  sind,  sind  die  Normalkoordinaten 
bis  auf  einen  gewissen  Grad  unbestimmt,  das  heißt,  sie  können  auf 
eine  unbegrenzt  vielfache  Weise  gewählt  werden.  Ein  Beispiel  hierfür 
ist  das  sphärische  Pendel.  Andere  werden  sich  später  darbieten;  siehe 
die  §§  189  nnd  198. 

Wenn  zwei  oder  mehrere  Normalschwingungen  dieselbe  Periode 
haben,  dann  erhalten  wir  durch  Vereinigung  derselben   mit  willkür- 


1)  Da«  Verhältnil  —  gibt  die  ..Frequenz"  oder  „Schwingungszahl"  an.   Es 

empfiehlt  sieb,  für  die  Größe  e  selbst  eine  Bezeichnung  zu  haben;  von  Lord 
Kelvin  und  Prof.  G.  H.  Darwin  iat  in  ihren  Unters uchungen  Aber  die  Gezeiten 
hierfür  der  Anadruck  „Winkelgeschwindigkeit"  der  Schwingung  (engl,  „speed") 
gebraucht  worden. 
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liehen  Amplituden  und  Epochen  eine  Schwingung,  bei  der  die  Be- 
wegung jedes  Teilchens  die  Resultante  einfacher  Schwingungen  in 
verschiedenen  Richtungen,  und  also  im  allgemeinen  eine  elliptische 
Schwingung  mit  derselben  Periode  ist,  wie  im  Falle  des  eben  ge- 
nannten sphärischen  Pendels.  Ein  besonders  wichtiges  Beispiel  aus 
unserem  Gebiet  wird  durch  die  Fortpflanzung  von  Wellen  in  tiefem 
Wasser  dargeboten  (Kap.  IX). 

Wenn  irgend  einer  der  Stabilitätskoeffizienten  cr  negativ  ist,  so 
ist  der  Wert  von  ffr  rein  imaginär.  Die  Kreisfunktion  in  Gleichung  (8) 
ist  dann  durch  reelle  Exponentialfunktionen  zn  ersetzen,  und  eine 
willkürliche  Verdickung  wird  im  allgemeinen  wachsen,  bis  die  An- 
nahmen, auf  welche  sich  die  angenäherte  Gleichung  (7)  gründet,  unhalt- 
bar werden.  Die  ungestörte  Lage  ist  dann  für  labil  zn  halten.  Die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Stabilität  (in  diesem 
Sinne)  ist  die,  daß  die  potentielle  Energie  V  in  der  Gleichgewichts- 
lage ein  Minimum  sein  muß. 

Um  die  Wirkung  von  Störungskräften  zu  finden,  genügt  es,  den  Fall 
zn  betrachten,  wo  Q,  eine  einfach-harmonische  Funktion  der  Zeit,  etwa 

Qr  -  Cr  cos  («t  +  t),  (10) 

ist,  wobei  der  Wert  von  tf  jetzt  vorgeschrieben  ist.  Dies  ist  nicht 
nur  der  an  sich  interessanteste  Fall,  sondern  wir  wissen  aus  dem 
Fouri ersehen  Lehrsatze,  daß  Qr,  wie  auch  immer  es  von  der  Zeit  ab- 
hängen mag,  durch  eine  Reibe  von  Gliedern  vou  der  in  Gleichung  (10) 
angegebenen  Gestalt  ausgedrückt  werden  kann.  Ein  partikuläres  In- 
tegral von  Gleichung  (7)  ist 

&-j^ji^  «"(•'+•>  (") 

Dies  stellt  die  „erzwungene  Schwingung'  dar,  welche  von  der  periodi- 
schen Kraft  Qr  herrührt.  Bei  dieser  ist  die  Bewegung  jedes  Teil- 
chens einfach  harmonisch  mit  der  vorgeschriebenen  Periode  — ,  nnd 
die  extremen  Verschiebungen  fallen  der  Zeit  nach  mit  den  Maximis 
nnd  Minimis  der  Kraft  zusammen. 

Eine  konstante  Kraft,  welche  dem  augenblicklichen  Werte  der 
wirkenden  Kraft  (10)  gleich  wäre,  würde  eine  Verschiebung 

qr  =  S-  cos  (« t  +  t)  (12) 

aufrecht  erhalten,  die  gleiche  natürlich,  als  wenn  der  Trägheits- 
koefflzient  ar  null  wäre.  Deshalb  kann  Gleichung  (11)  folgender- 
maßen geschrieben  werden: 

*,—- Sri,.  (13) 


»Google 
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wo  Or  den  Wert  (9)  hat.  Diese  gehr  gebräuchliche  Formel  gestattet, 
die  Wirkung  einer  periodischen  Kraft  hinzuschreiben,  wenn  wir  die- 
jenige einer  ständigen  Kraft  von  demselben  Typus  kennen.  Es  ist 
zu  bemerken,  daß  qT  und  Qr  gleiche  oder  entgegengesetzte  Phasen 
haben,  je  nachdem  ff  5*  tfn  d-  ü-  Je  nachdem  die  Periode  der  Störuugs 
kraft  größer  oder  kleiner  als  die  freie  Periode  ist.  Ein  einfaches 
Beispiel  hiervon  ist  das  mathematische  Pendel,  auf  welches  eine 
periodische  horizontale  Kraft  wirkt  Andere  wichtige  Beispiele  werden 
sich  in  der  Theorie  der  Gezeiten  ergeben.1) 

Wenn  ff  sehr  groß  im  Vergleich  zu  nr  ist,  so  lautet  die  Formel  (11): 

qr pk-  cos  (fft  +  «)•,  (14) 

die  Verschiebung  hat  jetzt  immer  die  entgegengesetzte  Phase  wie  die 
Kraft  und  hängt  der  Größe  nach  allein  von  der  Trägheit  des  Systemes 
und  von  ff  ab. 

Wenn  die  Periode  der  eingeprägten  Kraft  nahezu  gleich  der- 
jenigen der  Normal  Schwingung  von  der  Ordnung  r  ist,  so  ist  die 
Amplitude  der  erzwungenen  Schwingung,  wie  sie  durch  Gleichung  (13) 
gegeben  ist,  sehr  groß  im  Vergleich  mit  <jr.  Im  Falle  von  völliger 
Gleichheit  verliert  die  Gleichung  (11)  jeden  Sinn  and  muß  durch 

qT  =  Bt  sin  (fft  +  «)  (15) 

ersetzt  werden,  wo  B  =  ^JL~  >  w*e  unmittelbar  durch  Substitution  zu 
beweisen  ist.  Dies  gibt  eine  Schwingung  von  beständig  wachsender 
Amplitude  und  kann  deshalb  nur  für  die  Darstellung  der  Anfangs- 
stadien der  Störung  verwendet  werden. 

Es  mag  noch  eine  andere  wichtige  Eigenschaft  der  Normal- 
schwingungen angedeutet  werden.  Wenn  das  System  durch  Ein- 
führung von  Zwangekräften  genötigt  wird,  in  irgend  einer  anderen 
vorgeschriebenen  Weise  zu  schwingen,  kann  die  Konfiguration  in  jedem 
Augenblick  durch  eine  einzige  Variable  angegeben  werden,  welche 
wir  mit  0  bezeichnen  wollen.     Mit  dieser  haben  wir: 

wo  die  Größen  Br  gewisse  Konstante  sind.    Dies  ergibt: 

2  T  =-  (B,»«,  +  BJa,  +  ■■■  +  BJaJ  0\  (16) 

2V~(B*c1  +  Bfc,  H r  B„ :cm)B*.  (17) 


1)  Vergl.  T.  Young,  „A  Theory  of  Tide«",  Sichotmmt  Journal,  86,  1813 
tMixellaneous  Works,  London  1854,  Bd.  II,  S.  SBS). 
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Wenn  6  mit  cos  (at  +  t)  proportional  ist,  so  erfordert  die  ] 
der  Energie: 

Folglich  ist  01  ein  Zwischenwert  zwischen  dem  größten  und  kleinsten 
der  Werte  — ;  mit  anderen  Worten:  Die  Frequenz  der  erzwungenen 
Schwingung  liegt  zwischen  der  größten  und  kleinsten  Frequenz,  welche 
den  Normslschwingungen  des  Systeme«  entsprechen.  Wenn  insbesondere 
ein  System  durch  Einfahrung  irgend  eines  Zwanges  verändert  wird, 
wird  die  Frequenz  der  langsamsten  natürlichen  Schwingung  vergrößert 
Wenn  überdies  die  erzwungene  Form  nur  wenig  von  einer  Nornuü- 
form  (r)  abweicht,  so  wird  ff*  sich  von  —  nur  durch  kleine  Größen 

.  \ 

der  zweiten  Ordnung  unterscheiden.    Dies  gibt  eine  wertvolle  Methode, 

die  Frequenz  näherungs weise  in  Fällen  zu  berechnen,  wo  die  Normal- 
schwingungen  nicht  genau  bestimmt  werden  können.1) 

Es  kann  ferner  gezeigt  werden,  daß  im  Falle  eines  teil  weisen 
Zwanges,  welcher  nur  den  Freiheitsgrad  von  n  auf  n  —  1  reduziert, 
die  Perioden  des  veränderten  Systems  diejenigen  des  ursprünglichen 
von  einander  trennen.1) 

Die  Veränderungen,  welche  durch  Berücksichtigung  von  Reibungs- 
kräften in  die  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  eingeführt  werden, 
sollen  in  Kap.  XI  berücksichtigt  werden. 

Lange  Wellen  In  Kanälen, 

§  168.  Wir  gehen  jetzt  zur  speziellen  Aufgabe  dieses  Kapitels 
über  und  beginnen  mit  dem  Fall  von  Wellen,  welche  sich  längs  eines 
geradlinigen  Kanals  mit  horizontalem  Bett  und  parallelen  lotrechten 
Wänden  fortpflanzen.  Es  sei  die  x-Achse  parallel  zur  Längsrichtung 
des  Kanals,  die  y-Achse  vertikal  nach  oben  gerichtet,  und  wir  wollen 
annehmen,  daß  die  Bewegung  in  diesen  beiden  Dimensionen  x  und  y 
allein  vor  sich  geht.  Die  Ordinate  der  freien  Oberfläche,  welche  dei 
Abszisse  x  zur  Zeit  t  entspricht,  werde  durch  y9  +  y  bezeichnet,  wo 
y0  die  Ordinate  im  ungestörten  Zustand  ist. 

Wie  bereits  angegeben  wurde,  werden  wir  bei  allen  Unter- 
suchungen dieses  Kapitels  annehmen,  daß  die  vertikale  Beschleunigung 
der  Flüssigkeitsteilchen  vernachlässigt  werden  kann,  oder  genauer, 
daß    der    Druck    in    einem    Punkte    (x,   y)    gleich    dem    statischen 


1)  Lord  ttayleigh,  „Some  General  Theoreme  relating  to  Vibration«",  ÄW- 
Land.  Math.  Soc.,  4,  S.  867,  1878  {Sc.  Paper»,  Bd.  I,  S.  170),  und  Theory  of  Sound, 
Kap.  IV. 

S)  Bonth,  Elementar*/  Bigid  Dynamics,  %  87;  Raylaigh,  Theory  of  Sowd, 
2.  Aufl.,  §  92a;  Whittaker,  Analytical  Dynamic»,  §  81. 
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Drucke  ist,  welcher  der  Tiefe  unter  der  freien  Oberfläche  entspricht, 
nämlich: 

P  -Po  -  9Q(jft  +  V  —  9),  (1) 

wo  pü  der  (gleichmäßige)  äußere  Druck  ist. 
Folglich  ist 

fc-wii-  M 

Dies  ist  von  x  unabhängig,  sodaß  die  horizontale  Beschlennigung  für 
alle  Teilchen,  die  in  einer  Ebene  senkrecht  zu  x  liegen,  die  gleiche 
ist.  Es  folgt,  daß  alle  Teilchen,  welche  einmal  in  einer  solchen  Ebene 
liegen,  immer  diese  gegenseitige  Lage  behalten;  mit  anderen  Worten: 
die  horizontale  Geschwindigkeit  u  ist  eine  Funktion  von  x  und  t 
allein. 

Die  Gleichung  der  horizontalen  Bewegung, 

dt  "•"     3«""       </  dx' 
vereinfacht  eich  ferner  im  Falle  unendlich  kleiner  Bewegungen  durch 
Weglaeanng  des  Gliedes  «  ;p,  welches  von  der  zweiten  Ordnung  klein 
ist;  wir  schreiben  also 


Ja 


(3) 


-fuit, 


d.  h.  jj  ist  das  Zeitintegral  der  Verrückung  durch  die  x- Ebene  bis 
zur  Zeit  t.  Im  Falle  kleiner  Bewegungen  wird  dies  bis  auf  Größen 
erster  Ordnung  gleich  der  YerrOcknng  der  Teilchen  selbst  sein,  welche 
sich  ursprünglich  in  dieser  Ebene  befanden,  oder  auch  gleich  der- 
jenigen der  Teilchen,  welche  sich  zur  Zeit  t  tatsächlich  in  ihr  be- 
finden.    Die  Gleichung  (3)  kann  also  jetzt  geschrieben  werden: 

St*  9  dx  w 

Die  Kontinnitätsgleichung  wird  erhalten,  indem  man  das  FlüBsig- 
keitsvolumen  berechnet,  welches  bis  zur  Zeit  t  in  den  Raum  einge- 
treten ist,  der  von  den  Ebenen  x  und  x  ■)■  dx  begrenzt  wird.  Wenn  h 
die  Tiefe  und  0  die  Breite  des  Kanals  ist,  eo  haben  wir: 

—  S^{ihh)Sx  —  ybSx, 
oder: 

1--*S*-  (5) 

dx  D,gil,zedoy  Google 
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Dasselbe  Resultat   ergibt   sich  ans  dar  gewöhnlichen  Form  dar 
Kontimiitätsgleichung: 

Wir  haben  nämlich: 


-A*" 


wenn  der  Koordinatenanfangspunkt  für  einen  Augenblick  auf  den 
Boden  de«  Kanals  verlegt  wird.  Diese  Formel  ist  deshalb  von 
Interesse,  weil  aia  zeigt,  daß  die  vertikale  Geschwindigkeit  eines  Teil- 
chens dessen  Höhe  über  dem  Boden  proportional  ist.  An  der  freien 
Oberfläche  haben  wir: 

Jl-Hf, 

-S- 

folglich,  wenn  wir  ein  Produkt  kleiner  Größen  vernachlässigen, 


B3  h  3'£ 

dt  ~ 


Hieraus  folgt  Gleichung  (5)  durch  Integration  nach  t. 

Eliminieren  wir  q  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5),  ho  er- 
halten wir: 

$-»»»■  m 

Die  Elimination  von  £  gibt    eine  Gleichung    von   derselben  Fora, 
nämlich: 

Die  obige  Untersuchung  kann  leicht  auf  den  Fall  eines  gleich- 
förmigen Kanales  von  beliebiger  Gestalt  des  Querschnittes  ausgedehnt 
werden.1)  Wenn  der  Querschnitt  der  ungestörten  Flüssigkeit  S  ist, 
und  die  Breite  an  der  freien  Oberfläche  b,  so  lautet  die  Kontinuität^ 
gleichung: 

-£(ES)a*-,n*,  (ii) 

folglieh: 


l?f 


(12) 


wie  vorher,  vorausgesetzt,   daß  h  =  v ;  d.  h.  ä  bezeichnet  jefat  die 
mittlere  Tiefe  des  Kanals.    Die  Bewegungsgleichung  (4)  ist  natürlich 


1)  Kellsod,   Trans.  R.  S.  Edin.    14,  1889. 
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§  169.  Die  Gleichung  (9)  besitzt  eine  wohlbekannte  Form, 
welche  bei  mehreren  physikalischen  Problemen  auftritt,  z.  B.  bei 
transversalen  Schwingungen  von  Saiten  nnd  bei  der  eindimensionalen 
Schallbewegung. 

Um  sie  zn  integrieren,  schreiben  wir  der  Kürze  halber: 

c*  -  gk  (13) 

nnd 

X  —  et-'  xlt 

x  +  et  —  xt. 

Durch  xi   und  xt   als   unabhängige  Variable   ausgedrückt,   erhält  die 
Gleichung  die  Form: 


Die  vollständige  Lösung  ist  deshalb: 

Z-F(x-cf)  +  f(x  +  cf),  (14) 

wo  F  und  f  willkürliche  Funktionen  bedeuten. 

Die  entsprechenden  Werte  der  Geschwindigkeit  bzw.  der  Ober- 
flächenerhebung sind  durch  die  folgenden  Gleichungen  gegeben: 

i F\x  -cf)+f(*  +  c()} 

.  ■  (16) 

Die  Deutung  dieser  Resultate  ist  einfach.  Wir  wollen  zunächst 
die  Bewegung  betrachten,  welche  durch  das  erste  Glied  der  Glei- 
chung (14)  allein  dargestellt  wird.  Da  F(x  —  et)  unverändert  bleibt, 
wenn  t  und  x  um  t  bzw.  et  vermehrt  werden,  so  ist  klar,  daß  die 
Störung,  welche  im  Punkte  x  zur  Zeit  i  vorhanden  war,  sich  zur 
Zeit  t  +  t  auf  den  Punkt  x  +  er  Übertrages  bat  Die  Störung  schreitet 
also  unverändert  mit  einer  konstanten  Geschwindigkeit  c  im  Baume 
fort.  Mit  anderen  Worten:  wir  haben  eine  fortschreitende  WeW, 
welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  in  Richtung  der  positiven 
x  Achse  fortpflanzt.  In  gleicher  Weise  stellt  das  zweite  Glied  von 
Gleichung  (14)  eine  fortschreitende  Welle  dar,  welche  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  c  in  Richtung  der  negativen  z-Achse  fortpflanzt.  Da 
Gleichung  (14)  die  vollständige  Lösung  der  Gleichung  (9)  ist,  so 
folgt,  daß  jede  beliebige  Flüssigkeitsbewegung,  welche  den  im  vorigen 
Paragraphen  angegebenen  Bedingungen  unterworfen  ist,  aus  zwei  der- 
artigen Wellen  bestehend  gedacht  werden  kann. 
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Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  ist  nach  Gleichung  (13)  die, 
welche  (in  der  Lehre  vom  freien  Falle)  der  halben  Tiefe  der  un- 
gestörten Flüssigkeit  entspricht1) 

Die  folgende  Tabelle,  welche  in  runden  Zahlen  die  Wellen- 
geachwindigkeit  für  verschiedene  Tiefen  angibt,  wird  später  im  Zu- 
sammenhange mit  der  Theorie  der  Gezeiten  von  Interesse  sein. 


h 

{Engl.  Fuß) 

(Engl.  Faß 
pro  Sek.) 

c 

(Seemeilen 
pro  Stunde) 

C 
(Standen) 

81  2, 
1S60 
6000 
11250*) 

20000 

too 

200 
400 

600 
800 

SO 
120 
240 
S60 
480 

S60 
180 
90 
SO 
46 

Die  letzt«  Spalte  gibt  die  Zeit,  welche  eine  Welle  brauchen 
würde,  am  eine  Stracke  zurückzulegen,  die  gleich  dem  Umfange  der 
Erde  2ita  wäre.  Damit  eine  „lange"  Welle  diese  Strecke  in  24  Stunden 
zurücklegen  konnte,  müßte  die  Tiefe  ungefähr  14  englische  Meilen 
betragen.  Es  soll  beachtet  werden,  daß  diese  numerischen  Resultate 
nur  auf  Wellen  anwendbar  sind,  welche  den  obigen  Bedingungen  ge- 
nügen. Die  Bedeutung  dieser  Bedingungen  soll  im  §  171  eingehender 
untersucht  werden. 

§  170.  Um  den  Folgen  eines  willkürlichen  Anfangszustandes 
nachzugehen,  wollen  wir  annehmen,  daß  für  t  =  0 


=  ?0)> 


■  *(*). 


(16) 


Die  Funktionen  F'  and  f,  welche  in  Gleichung  (15)  auftreten,  werden 
dann  durch 

bestimmt.    Wenn  wir  also  die  Kurven 


ziehen,  ^ 


(18) 


so  wird  die  Form  des  Wellenprofils  zu  jedem  folgenden  Zeitpunkt  t 
erhalten,   indem    man    diese    Kurven    parallel   zur    #- Achse   um    die 


1)  Lagrange,  Nouv.  mim.  de  l'Äcad.  de  Berlin,  1781  ((Eueres,  Bd.  I,  S.  747). 

2)  Dies  Ut  wahrscheinlich  der  Größenordnung  nach  mit  der  mittleren  Tiefe 
der  Ozeane  vergleichbar. 
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Strecken  +  c'  bzw.  —  c£  verschiebt  und  die  Ordüiaten  algebraisch 
addiert.  Wenn  die  ursprüngliche  Störung  z.  B.  auf  die  Strecke  I  der 
x-Achse  beschränkt  war,  dann  wird  sie  nach  der  Zeit  a  in  zwei  fort- 
schreitende Wellen  von  der  Länge  l  zerlegt  sein,  die  sich  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  fortpflanzen. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  im  Anfangszustand  £  —  0,  and  des- 
halb (p  (x)  =  0  ist,  haben  wir  %  =-  ij,;  die  Erhebung  in  jeder  der 
entstandenen  Wellen  ist  dann  genau  die  Hälfte  derjenigen,  welche  in 
entsprechenden  Punkten  der  ursprünglichen  Störung  vorhanden  war. 

Wenn  der  AnfangazuBtand  so  beschaffen  ist,  daß  j-^^c,  so 
folgt  ans  den  Gleichungen  (16)  and  (17),  daß  die  Bewegung  ans  einem 
Wellensvstem  besteht,  welches  sich  nur  in  einer  Richtung  fortpflanzt, 
da  dann  entweder  die  eine  oder  die  andere  der  Funktionen  F'  und  f 
verschwindet 

Es  ist  leicht,  die  Bahn  eines  Oberflächenteilchens  zu  verfolgen, 
während  eine  fortschreitende  Welle  von  je  einer  Art  vorübergeht. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß 

t-F(*-cf),  (19) 

und  deshalb 

{-«;•  (20) 

Das  Teilchen  bleibt  in  Ruhe,  bis  es  von  der  Welle  erreicht  wird;  es 
bewegt  sich  dann  mit  einer  Geschwindigkeit  vorwärts,  welche  in  jedem 
Augenblick  der  Erbebang  über  das  mittlere  Niveau  proportional  ist. 
Diese  Geschwindigkeit  steht  übrigens  zu  der  Wellengeschwindigkeit  c 
im  Verhältnisse  der  Oberflächenerhebung  zu  der  Tiefe  des  Wassers. 
Die  gesamte  Verschiebung  bis  zu  einer  gegebenen  Zeit  t  ist 


l-ificd,. 


Dieses  Integral  mißt  für  die  Breite  1  des  Kanäle»  das  Volumen  des- 
jenigen Teiles  der  Welle,  welches  bis  zu  dem  fraglichen  Zeitpunkt  an 
dem  Teilchen  vorübergegangen  ist.  Wenn  die  Welle  vorbei  ist,  so 
wird  das  Teilchen  in  einer  Entfernung  von  seiner  ursprünglichen 
Ruhelage  bleiben,  welche  gleich  dem  gesamten  Volumen  des  gehobenen 
Wassers  dividiert  durch  den  Flächeninhalt  des  Eanalqaerschoittes  ist. 

§  171.  Wir  können  jetzt  untersuchen,  anter  welchen  Umständen 
die  durch  Gleichung  (14)  ausgedrückte  Lösung  mit  den  Annahmen 
vereinbar  ist  welche  wir  vorläufig  in  §  168  gemacht  haben. 

Die  exakte  Gleichung  für  die  vertikale  Bewegung,  nämlich  - 
Do  8p 

•  JS--S-W 
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gibt  nach  y  integriert 

P  ~Pt  -9ff(Ho  +  V-U)-  <tj  ßi  <**•  (21) 

Dies  kann  durch  die  angenähert«  Gleichung  (1)  ersetzt  werden,  voraus- 
gesetzt, daß  ß  (h  + tj)  klein  gegen  gtj  ist,  wo  ß  die  maximale  vertikale 
Beschleunigung  bedeutet.  Wenn  wir  nun  bei  einer  fortschreitenden 
Welle  den  Abstand  zweier  aufeinanderfolgender  Knoten  (d.  h.  Punkten, 
wo  das  Wellenprofil  das  ungestörte  Niveau  trifft),  durch  i  bezeichnen, 
so  ist  die  Zeit,  welche  der  entsprechende  Teil  der  Welle  braucht,  um 
an  einem  Teilchen  vorüberzugehen,  gleich  -,  und  deshalb  wird  die 
vertikale  Geschwindigkeit  von  der  Größenordnung  ?-Cl)  Bein,  und  die 
vertikale  Beschleunigung  von  der  Größenordnung  ^-,  wo  tj  die  maxi- 
male Erhebung  oder  Senkung  bezeichnet.  Daher  wird  die  Vernach- 
lässigung der  vertikalen  Beschleunigung  berechtigt,  falls  ,  eine  kleine 
Größe  ist. 

Wellen,  deren  Gefälle  eehr  sanft  und  deren  Lange  i.  groß  im 
Vergleich  zur  Tiefe  h  der  Flüssigkeit  ist,  heißen  „2äftj>e"  Wellen. 

Femer  bestand  die  Beschränkung  auf  unendlich  kleine  Be- 
wegungen, welche  in  Gleichung  (3)  gemacht  wurde,  darin,  daß  man 
u  ~  gegen  "  vernachlässigte.  Bei  einer  fortschreitenden  Welle 
haben  wir:  „  , 

dt     ±cdx' 

es  maß  also  m  klein  gegen  c  sein,  und  deshalb  muß  nach  Glei- 
chung (20)  ij  klein  gegen  h  sein.  Es  ist  sorgfältig  zu  beachten,  daß 
diese  Bedingung  von  der  früheren  ganzlich  verschieden  ist,  die  wohl 
in  Fällen  berechtigt  sein  mag,  wo  die  Bewegung  nicht  als  unendlich 
klein  zu  betrachten  ist  (siehe  §  185). 

Die  vorangehenden  Bedingungen  werden  natürlich  in  dem  all- 
gemeinen Falle  erfüllt,  der  durch  Gleichung  (14)  dargestellt  wird, 
vorausgesetzt^  daß  sie  für  jede  der  beiden  fortschreitenden  Wellen  er- 
füllt werden,  in  welche  die  Störung  zu  zerlegen  ist. 

§  173.  Et  gibt  noch  eine  andere,  wenn  auch  im  allgemeinen 
weniger  geeignete  Methode,  die  Bewegung  „langer"  Wellen  eu  unter- 


1)  Durch  Vergleich  mit  Formel  (SO)  leuchtet  ein,  daß  du  TerhaltaU  der 
maximalen  vertikalen  in  der  maximalen  horizontalen  Geschwindigkeit  von  der 


>yLiOOgie 


Aity«  Methode.  803 

suchen,  bei  welcher  das  Lagrangesche  Verfahren  angewendet  wird 
und  die  Koordinaten  9ich  also  auf  die  einzelnen  Flüssigkeitsteilchon 
beziehen.  Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  nar  den  Fall  eines 
Kanäle«  mit  rechteckigem  Querschnitt  betrachten.1)  Die  Grand 
annähme,  daß  die  Tertihaie  Beschleunigung  vernachlässigt  werden 
kann,  bedingt  wie  vorher,  daß  die  horizontale  Bewegung  aller  Teil- 
chen, welche  in  einer  Ebene  senkrecht  zur  Längsrichtung  des  Kanales 
liegen,  dieselbe  sein  muß.  Wir  bezeichnen  deshalb  für  die  Zeit  t  mit 
x  +  I  die  Abszisse  der  Teilchen,  deren  Abszisse  bei  der  ungestörten 
Bewegung  x  war.  Wenn  ij  die  Erhebung  der  freien  Oberfläche  in 
dieser  Ebene  bezeichnet,  so  wird  die  Bewegnngsgleichung  für  eine 
Schicht  von  der  Breite  1,  deren  Dicke  im  ungestörten  Zustand  dx  ist, 

»**»?? — B  **<*+'> 

lauten,  wo  der  Faktor  LJ-\dx  die  Druckdifferenz  für  irgend  zwei 
gegenüberliegende  Teilchen  x  und  x  +  8x  auf  den  beiden  Seiten  der 
Schicht  darstellt,  wahrend  der  Faktor  h  +  ij  den  Flächeninhalt  der 
Schicht  mißt.  Da  wir  annehmen,  daß  der  Druck  in  der  Nähe  jedes 
.  Teilchens  nur  von  der  Tiefe  unter  der  freien  Oberfläche  abhängt, 
könneu  wir  ,  , 

schreiben,  sod&ß  die  dynamische  Gleichung  folgendermaßen  lautet: 

Bf— f(»+BS-  c« 

Die  Kontmnitätsgleichung  wird  erhalten,  wenn  '  man  die  Volumina 
einer  Schicht  gleich  setzt,  welche  aus  denselben  Teilchen  vor  und 
nach  der  Störung  besteht;  wir  erhalten  also: 

(Sx  +  ^$x)(h  +  tj)-hdx 


i  -  V  +  5 


Aue  den  Gleichungen  (1)  and  (2)  können  wir  entweder  17  oder  £  elimi- 
nieren; in  |  ausgedrückt  ist  das  Resultat  einfacher,  nämlich: 
FS 


»-*£%■ 


1)  Airy,  Kncyc.  Mttrvp.,  „Tide*  and  Warves",  $  192,  1845 ;  «ehe  auch  EHokea, 
„Ob  Wavw",  Com»,  and  Duft,  JTaft.  Jowrn.,  4,  IMS  ( Jfaft.  cmi  J*yi.  Pap««,  Bd.  II, 
8.  SIS).  Der  Fall  eine«  Kanales  mit  Betragen  Wanden  ist  von  He.  Cowan  be- 
handelt, „On  the  Theory  of  Long  Waves  .  .  .",  JPhÜ  Mag.  (5),  86,  S.  860,  1891. 
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Dies  igt  die  allgemeine  Gleichung  „langer"  Wellen  in  einem  gleich- 
förmigen Kanal  mit  vertikalen  Wanden.1) 

Bisher  haben  wir  die  einzige  Annahme  gemacht,  daß  bei  Be- 
rechnung des  Druckes  die  vertikale  Beschleunigung  der  Teilchen  ver- 
nachlässigt werden  kann.  Wenn  wir  jetzt  noch  annehmen,  daß  j- 
eine  kleine  Größe  ist,  so  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (2)  und 
(3)  auf  ,ä 

und 

Folglich  genügt  auch  die  Erhebung  ij  der  Gleichung 

&-»»£•  c«) 

Dies  ist  in  Übereinstimmung  mit  den  früheren  Resultaten;  denn 
die  Kleinheit  von  ;p  bedeutet,  daß  die  relative  Verschiebung  zweier 
Teilchen  stets  nur  ein  kleiner  Bruchteil  ihrer  Entfernung  ist,  sodaß 
es  in  erster  Annäherung  jetzt  unwesentlich  ist,  ob  die  Variable  x  sich 
auf  eine  im  Räume  feste  Ebene  bezieht,  oder  auf  eine  solche,  die 
sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt 

§  173.  Die  potentielle  Energie  einer  Welle  oder  eines  Wellen- 
systems, welche  von  der  Erhebung  oder  Senkung  der  Flüssigkeit  über 
oder  unter  das  mittlere  Niveau  herrührt,  ist  für  die  Breite  1: 

9<iffy*xdy> 

wo  die  Integration  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  ij  geschieht, 
und  diejenige  nach  x  Über  die  ganze  Lange  des  Systemes.  Führen 
wir  die  erstere  Integration  aus,  bo  erhalten  wir: 

iltfodx.  (1) 

Die  kinetische  Energie  ist: 

iehfVdx.  (2) 

Bei  einem  System  von  Wellen,  die  sich  nur  in  einer  Richtung 
fortpflanzen,  haben  wir: 

i-±»i. 

sodaß  die  Ausdrücke  (1)  und  (2)  gleich  sind;  d.  h.  die  gesamte 
Energie  ist  zur  Hälfte  potentiell  und  zur  anderen  Hälfte  kinetisch. 

1)  Airy,  l.  c. 

DigmzedsyLiOOgie 
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Dieses  Resultat  kann  auf  allgemeinere  Weiae  abgeleitet  werden. ') 
Jede  fortschreitende  Welle  kann  man  sich  durch  die  Spaltung  einer 
anfänglichen  Störung  in  zwei  Wellen  verursacht  denken,  welche 
sich  in  entgegengesetzten  Richtungen  bewegen.  Es  kann  ferner  an- 
genommen werden,  daß  die  Geschwindigkeit  jedes  Teilchens  anfangs 
null,  und  die  Energie  deshalb  völlig  potentiell  war.  Es  ergibt  sich 
ans  §  170,  daß  die  beiden  entstandenen  Wellen  in  jeder  Hinsicht 
symmetrisch  sind,  aodaß  jede  von  ihnen  den  halben  Betrag  der 
ursprünglichen  Energie  behalten  muß.  Da  jedoch  die  Erhebung  in 
entsprechenden  Punkten  der  beiden  abgeleiteten  Wellen  genan  die 
Hälfte  derjenigen  der  ursprünglichen  Störung  ist,  so  wird  die  poten- 
tielle Energie  jeder  Welle  nach  Gleichung  (1)  der  vierte  Teil  des 
ursprünglichen  Betrages  sein.  Der  übrige  (kinetische)  Teil  der  Energie 
jeder  abgeleiteten  Welle  muß  deshalb  auch  Vi  der  ursprünglichen 
Größe  sein. 

§  174.  Wenn  wir  in  irgend  einem  Falle,  wo  Wellen  in  einer 
Richtung  ohne  Formänderung  fortschreiten,  der  ganzen  Masse  eine 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  entgegengesetzt  gleiche  Geschwin- 
digkeit erteilen,  so  wird  die  Bewegung  stationär,  während  die  Kräfte, 
welche  auf  jedes  Teilchen  wirken,  dieselben  sind  wie  vorher.  Mit 
Hilfe  dieses  Kunstgriffes  können  die  Gesetze  der  Wellenfortpflanzung 
sehr  leicht  untersucht  werden.1)  Z.  B.  wird  im  vorliegenden  Falle 
nach  Gleichung  (4)  des  §  22  an  der  freien  Oberfläche 

J- taut -*<*  +  *)-  *g"  (1) 

sein,  wo  q  die  Geschwindigkeit  bezeichnet  Wenn  die  Neigung  des 
Wellenprofils  überall  gering  und  die  Tiefe  h  klein  im  Verhältnis  zur 
Wellenlänge  ist,  so  kann  man  annehmen,  daß  die  horizontale  Ge- 
schwindigkeit die  ganze  Tiefe  hindurch  dieselbe  and  nahezu  gleich  q 
ist.     Deshalb  lautet  die  Kontinuitätsgleichung: 

Q  (Ä  +  l)  —  ch, 

wo  c  die  Geschwindigkeit  der  stationären  Bewegung  für  Stellen  be- 
zeichnet, wo  die  Tiefe  des  Stromes  gleichförmig  und  gleich  k  ist. 
Setzen  wir  für  q  in  Gleichung  (1)  diesen  Wert  ein,  so  haben  wir 

?-ta-t -»*(!  +  !)  -*«■(! +  ?)"' 

Wenn  !j  klein  ist,  so  wird  die  Bedingung  für  eine  freie  Oberfläche, 

1)  Lord  R&yleigh,  „OnWavea",  Fhil. Mag.lfi),  1,  S.  857 (Sc. Pöpers,  Bd.  1, 8. 261). 

2)  Lord  Rayleigh,  I.e.  ^doyGoode 

Limb,  n>dmd7umik.  20 
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nämlich  p  —  konet.,  nähernngsweise  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

was  mit  unserem  früheren  Resultat  übereinstimmt. 

§  175.  Da  unsere  Gleichungen  linear  sind,  so  ergibt  sich  im 
Falle  genügend  niedriger  Wellen,  daß  eine  beliebige  Anzahl  unab- 
hängiger Losungen  superponiert  werden  kann.  Wenn  wir  z.  8.  eine 
Welle  von  beliebiger  Form  haben,  die  eich  in  einer  Richtung  fort- 
pflanzt, und  wenn  wir  ihr  Bild  in  der  Ebene  x  =  0  superponieren, 
welches  sich  in  der  entgegengesetzten  Richtung  fortpflanzen  soll, 
so  ist  klar,  daß  bei  der  resultierenden  Bewegung  die  Horizontal- 
geachwindigkeit  im  Ursprung  verschwindet,  und  die  Verhältnisse  sind 
deshalb  die  gleichen,  als  wenn  eine  feste  Wand  in  diesem  Punkt  vor- 
handen wäre.  Auf  diese  Weise  können  wir  die  Zurückwerfung  einer 
Welle  an  einer  festen  Wand  begreifen;  die  Erhebungen  und  Senkungen 
werden  ungeändert  reflektiert,  während  die  horizontale  Geschwindig- 
keit umgekehrt  wird.     Das  gleiche  Resultat  folgt  aus  der  Formel 

$  -  F(ct  -x)-F(ct  +  x),  (1) 

was  offenbar  der  allgemeinste  Wert  von  £  ist,  welcher  der  Bedingung 
unterliegt,  daß  |  =  0  für  x  -  0. 

Wir  können  ferner  ohne  große  Schwierigkeit  die  partielle  Reflexion 
einer  Welle  an  einem  Punkt  untersuchen,  wo  eine  plötzliche  Ver- 
änderung des  Kanalquerschnittes  stattfindet  Verlegen  wir  den  Ur- 
sprungspunkt  nach  dem  fraglichen  Punkt,  so  können  wir  für  die 
negative  Seite 

*-*('-9+'(»+9    I 
*-*»('-9-{'('+3l 

und  für  die  positive  Seite 

Vi  -  9  (*  - 1) 

schreiben,  wo  die  Funktion  F  die  ursprüngliche  Welle,  f  und  o>  den 
reflektierten  bzw.  durchgelassenen  Teil  darstellen.  Die  Konstanz  der 
Masse  erfordert,  daß  wir  im  Punkte  x  =  0 

&A«i  -  WH 

haben,  wo  6,  und  b,  die  Breiten  an  der  Oberfläche,  A,  und  Äj 
die    mittleren    Tiefen    Bind.     Es    muß    auch    in    demselben   Punkte 


(3) 


%  ~*  Vi  seini  wegen  der  Stetigkeit  des  Druckes. *)  Diese  Bedingungen 
geben 

Wir  rinden  darum,  daß  die  Verhältnisse  der  Erhebungen  in  ent- 
sprechenden Teilen  der  reflektierten  und  einfallenden  Welle,  sowie 
der  durcbgelassenen  und  einfallenden  Welle 


M 


sind.  Der  Leser  kann  leicht  bestätigen,  daß  die  Energie  der  reflek- 
tierten und  dnrchgelassenen  Welle  gleich  derjenigen  der  ursprünglich 
einfallenden  Welle  ist. 

§  176.  Unsere  bisherigen  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  den 
Fall  freier  Wellen.  Wenn  außer  der  Schwere  kleine  Störungakräfte  X,  ¥ 
auf  die  Flüssigkeit  wirken,  so  wird  die  Bewegnngsgleichnng  folgender- 
maßen erhalten. 

Wir  nehmen  an,  daß  diese  Kräfte  sich  innerhalb  von  Entfernungen, 
welche  mit  der  Tiefe  h  vergleichbar  sind,  nur  um  einen  kleinen  Bruch- 
teil ihres  totalen  Wertes  ändern.  Unter  dieser  Voraussetzung  haben 
wir  an  Stelle  von  Gleichung  (1)  des  §  168 

£=a-fe-r)(y.  +  ^-j),  (i) 


Das  letzte  Glied   kann  aus   dem  eben  angegebenen  Grunde   vernach- 
lässigt   werden,    und    wenn    wir    weiter    das    Produkt    der    kleinen 


1)  Mau  wird  begreifen,  daß  das  Problem  nur  eine  angenäherte  Behandlung 
zulaflt,  wegen  des  raschen  Wechsels  in  der  Art  der  Bewegung  nahe  beim  Dis- 
kontüraitatepunkt.  Die  Art  der  Annäherung,  die  in  den  obigen  Annahmen  ent- 
halten ist,  wird  deutlicher,  wenn  wir  uns  vorstellen,  d&B  die  Indices  «ich  auf 
zwei  Querschnitte  $,  und  St  auf  jeder  Seite  des  Drsprungspunktes  0  beziehen, 
und  zwar  in  Entfernungen  von  0,  die  im  Verhältnis  zur  Wellenlänge  sehr  klein, 
aber  doch  mäßige  Vielfache  der  transversalen  Dimensionen  des  Banales  sind. 
Die  Bewegung  der  Flüssigkeit  wird  in  jedem  dieser  Querschnitte  merklich  gleich- 
förmig und  parallel  zur  Längsrichtung  sein.  Die  oben  gemachte  Annahme 
drückt  dann  ans,  daß  kein  merkbarer  Niveauunterschied  zwischen  S,  und  St 
stattfindet. 

«I$t>zedc 
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Größen  Y  und  .-  vernachlässigen,  so  reduziert  sich  die  Gleichung  auf  ! 

wie  vorher.     Die  Gleichung  der  horizontalen  Bewegung  nimmt  dann 
die  Form 

an,  wo  X  als  Funktion  von  x  nnd  (  allein  betrachtet  werden  kam 
Die  Kontinnitätsgleichung  hat  dieselbe  Form  wie  in  §  168,  nämlich: 

i — ''ff  (*) 

Durch  Elimination  von  ij  erhalten  wir  also 

g-«»g  +  X  (5) 

§  177.  Die  Schwingungen  des  Wassers,  welches  sich  in  einem 
Kanal  von  gleichförmigem  Querschnitt  mit  geschlossenen  Enden  be- 
findet, können,  wie  bei  der  entsprechenden  Aufgabe  der  Akustik,  durch 
Snperposition  fortschreitender  Wellen  erhalten  werden,  die  sich  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  bewegen.  Es  ist  jedoch  im  Hinblick 
auf  spätere  und  schwierigere  Untersuchungen  lehrreicher,  die  Auf- 
gabe als  ein  Beispiel  der  allgemeinen  Theorie  des  §  167  zu  behandeln. 

Wir  haben  %  so  zu  bestimmen,  daß  es  der  Gleichung 

W     c  ä?  +  X  W 

zusammen  mit  den  Grenzbedingungen,  nämlich  |  =  0  für  x  =  0  und 
x  —  l,  genügt 

Um  die  freien  Schwingungen  zu  finden,  setzen  wir  X=0,  und 
nehmen  an,  daß 

|  =  Pcos(tf*  +  *), 

wo  a  zu  bestimmen  ist.     Durch  Substitution  erhalten  wir 

U+JP-0,  (2) 

folglich 

=  A  sin 1-  ij  cos  — 

Die  Grenzbedingungen  geben  S  —  0  und 

m 
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wo  r  eine  ganze  Zahl  ist  Daher  ist  die  Normalschwingung  von  der 
Ordnung  r  durch  die  Gleichung 

i-^rsin-rcoB(-i-  +  frj  (4) 

gegeben,  wo  die  Amplitude  A  und  die  Epoche  sr  willkürlich  sind. 

Im  Falle  der  langsamsten  Schwingung  (r  =  1)  schwingt  das 
Wasser  hin  und  her,  indem  es  sich  abwechselnd  an  den  beiden 
Enden  anhäuft,  während  in  der  Mitte  (x  =  \l)  ein  Knoten  ist.  Die 
Periode  —  ist  gleich  der  Zeit,  welche  eine  Welle  brauchen  würde, 
um  zweimal  die  Länge  des  Kanalee  zu  durchschreiten. 

Die  Perioden  der  höheren  Schwingungen  sind  \  bzw.  \,  {  ■  ■  ■ 
von  dieser,  aber  es  muß  bei  dieser  wie  bei  anderen  ähnlichen  Auf- 
gaben beachtet  werden,  daß  die  Theorie  ihre  Gültigkeit  verliert,  wenn 
die  Länge  —  einer  halben  Welle  mit  der  Tiefe  h   vergleichbar  wird. 

Durch  Vergleich  mit  der  allgemeinen  Theorie  des  §  167  ergibt 
sich,  daß  in  dem  vorliegenden  Beispiel  die  Normalkoordinaten 
Qi>  &'  "  'i  4,  80  beschaffen  sind,  daß,  wenn  eine  von  ihnen  (z.  B.  qr) 
allein  sich  ändert,  die  Verrückung  des  Systems  durch 

6  =  qT  sin  -** 

ausgedrückt  werden  kann.  Wir  schließen,  daß  die  allgemeinste  Ver- 
schiebung, deren  das  System  unter  den  genannten  Bedingungen  fähig 
ist,  durch  die  Gleichung 

|  =  £qr  Bin  ?"**  (5) 

gegeben  ist,  wo  qlt  qit  •  ■  ■,  qn  willkürliche  Größen  sind.  Dies  steht 
mit  dem  Fourierschen  Satze  in  Einklang. 

Wenn  wir  T  und  V  durch  die  Normalgeschwindigkeiten  und 
Normalkoordinaten  ausdrücken,  müssen  sich  diese  auf  Summen  von 
Quadraten  reduzieren.  Dies  läßt  sich  im  vorliegenden  Falle  leicht 
mittels  der  Formel  (5)  bestätigen.  Denn  wenn  S  den  Flächeninhalt 
des  Kanalquerschnittes  bezeichnet,  finden  wir 


2V  -  j7P|  Cif&x  -  ZcrqA 

-i.  8  I" 
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Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  Stabilitätskoeffizienten  cr  mit  der  Tiefe 
wachsen. 

Wenn  wir  umgekehrt  dem  Fourierechen  Satze  gemäß  annehmen, 
daß  Gleichung  (6)  ein  genügend  allgemeiner  Ausdruck  für  den  Wert 
ron  £  zu  irgend  einem  Zeitpunkt  ist,  so  zeigt  die  eben  angegebene 
Rechnung,  daß  die  Koeffizienten  qr  mit  deu  Normalkoordinaten  iden- 
tisch sind.  Die  Frequenzen  sind  dann  durch  die  allgemeine  Formel  (9) 
des  §  167  bestimmt;  wir  haben  nämlich 


*-©*-' 


(8) 
in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (3). 

§  178.    Als   einfaches  Beispiel  erzwungener  Wellen  wollen  wir 
die  Wirkung  einer  gleichförmigen  horizontalen  Kraft 

X—  /"cos  («■(  +  «)  (9) 

berechnen.    Dies  wird  in  gewissem  Grade  die  Erzeugung  der  Gezeiten 
in  einem  Meer  von  verhältnismäßig  kleinen  Dimensionen  erläutern. 

Nehmen  wir  an,  daß  £  sich  wie  cos  (ff t  |  -  e)  verhält,  und  lassen 
wir  den  Zeitfaktor  weg,  so  lautet  Gleichung  (1): 

du'  +  c'  s  t" 

Die  Lösung  hiervon  ist 

I i  +  J)sin"+Äcos",  (10) 

und  die  Grenzbedingungen  geben: 

E-f,  | 

Dsin  —  —  (1  —  cos  -   1  -^-J 
Außer  wenn  sin  —  —  0,  haben  wir  D  —  -  ^  ■  tang      ,  sodaß 

(12) 


Wenn  die  Periode  der  Störungskraft  gegen  diejenige  der  lang- 
samsten freien  Schwingung  groß  ist,  so  ist  g-  klein,  und  die  ange- 
näherte Formel  für  die  Erhebung  lautet: 


.■eofjj 

«x    .     au  —  je)           /    .   ,     \ 
%"      ,,    '■co«(«t+») 

„•<*-*').„„(„(+,) 

(x  —  il)d>B(<!t  +  i),  (18) 
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gerade  so,  als  venu  das  Wasser  keine  Trägheit  besäße.  Die  horizon- 
tale Verschiebung  des  Wassere  hat  immer  dieselbe  Phase  wie  die 
Kraft,  solange  die  Periode  größer  als  die  der  langsamsten  freien 
Schwingung  ist,  d.  h.  wenn  —  <  n.  Wenn  die  Periode  abnimmt,  bis 
sie  kleiner  wird  als  der  angegebene  Wert,  so  wird  die  Phase  um- 
gekehrt. 

Wenn  die  Periode  derjenigen  einer  freien  Schwingung  von  nn- 
geradzahliger  Ordnung  (r  =  1,  3,  5,  ■  -  ■)  genau  gleich  ist,  so  werden 
die  obigen  Ausdrücke  für  £  und  rt  unendlich,  und  die  Lösung  wird 
ungültig.  Wie  in  §  167  auseinandergesetzt  wurde,  ist  dies  so  zu 
deuten,  daß  bei  Abwesenheit  dissipativer  Kräfte  die  Amplitude  der 
Bewegung  so  groß  wird,  daß  unsere  Gnmdannahmen  nicht  mehr  be- 
rechtigt sind. 

Wenn  andererseits  die  Periode  mit  derjenigen  einer  freien 
Schwingung  von  geradzahliger  Ordnung  (r  =  2,  4,  6,  ■  ■  ■)  zusammen- 
fällt, so  haben  wir 

sin—  =  0,    cos  —  =  1 

und  die  Grenzbedingungen  werden  unabhängig  von  dem  Werte  für  I) 
erfüllt.    Die  erzwungene  Schwingung  kann  dann  durch  die  Gleichung 

i ^.in>|ieo.  («(  +  .)  (14) 

dargestellt  werden.1) 

Dieses  Beispiel  zeigt,  daß  die  Wirkung  einer  Störungskraft  «ich 
unter  Umständen  leicht  berechnen  läßt,  ohne  daß  es  nötig  ist,  sie  in 
ihre  Normalkomponenten  aufzulösen  (§  167). 

Ein  anderes,  sehr  einfaches  Beispiel  erzwungener  Schwingungen, 

das  vom   Standpunkt   der  Gezeiten  theo  rie   aus   von  Interesse  ist,   ist 

dasjenige  eines  Kanales,    der  an  einem  Ende   abgeschlossen  ist  und 

am    anderen   Ende    in   ein   offenes   Meer   mündet,   in   welchem   eine 

periodische  Schwingung 

ij  —  a  cos  (et  +  *)  (15) 

vor  sich   geht     Wenn  der  Anfangspunkt  in  das  geschlossene  Ende 

verlegt  wird,  so  lautet  die  Lösung  offenbar: 

ex 
cos  — 

t\  =  « jt  ■  cos  (et  +  «),  (16) 


1)  In  der  Sprache  der  allgemeinen  Theorie  bat  die  eingeprägt«  Kraft  hier 
keine  Komponente  von  dem  besonderen  Typus,  mit  welchem  sie  synchron  ist, 
eodaß  eine  derartige  Schwingung  überhaupt  nicht  erregt  wird.  In  gleicher 
Weise  wird  ein  periodischer  Druck,  welcher  auf  einen  Punkt  einer  gespannten 
Saite  wirkt,  keine  Eigenschwingung  erregen,  welche  dort  einen  Knoten  hat, 
selbst  wenn  sie  mit  derselben  synchron  ist. 
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wo  l  die  Länge  bezeichnet.  Wenn  —  Mein  ist,  hat  die  Flutwelle  an- 
genähert die  gleiche  Amplitude  in  allen  Punkten  des  Eanalea.  Für 
die  besonderen  Werte  von  l,  welche  durch  die  Gleichung  cob  =0 
bestimmt  sind,  verliert  die  Lösung  ihren  Sinn,  da  die  Amplitude 
mathematisch  unendlich  wird. 

Kanaltheorfe  der  Gezeiten. 

§  170.  Die  Theorie  der  erzwungenen  Schwingungen  in  Kanälen 
oder  auf  offenen  WasBerschichten  ist  hauptsächlich  wegen  der  An- 
wendung auf  die  Erscheinungen  von  Ebbe  und  Flut  von  Interesse.  Die 
„Ka/maUhewifP  insbesondere  ist  sehr  vollständig  von  Airy  behandelt 
worden.1)    Wir  wollen  einige  der  interessantesten  Probleme  betrachten. 

Die  Berechnung  der  störenden  Wirkung  eines  entfernten  Körpers 
auf  das  Wasser  des  Meeres  ist  in  einem  Anhang  am  Ende  dieses 
Kapitels  an  sein  anderge  setzt.  Es  ergibt  sich,  daß  die  störende  Wirkung 
des  Mondes  z.  B.  für  einen  Punkt  P  der  Erdoberfläche  durch  ein 
Potential  Q  dargestellt  wird,  dessen  angenäherter  Wert 

a-i?£"'(i- «>.■»)  m 

lautet,  wo  M  die  Masse  des  Mondes,  D  seine  Entfernung  vom  Erd- 
mittelpunkte, a  den  Erdradius,  y  die  Gravitationskonstante  und  9  die 
Zenithdistanz  des  Mondes  für  den  Punkt  P  bezeichnet.  Dies  gibt 
eine  horizontale  Beschleunigung  -   ~-^  oder 

f  sin  2»  (2) 

gegen  den  Punkt  der  Erdoberfläche  hin,  welcher  vertikal  unter  dem 

Monde  liest,  wobei  ,, 

Wenn  E  die  Masse  der  Erde  ist,  können  wir 

9-f, 
schreiben;  folglich  ist 


so  folgt 


'-  =  8,57  ■  10-s. 


1)  Encyel.  Metrop.,  „Tiden  and  Waves",  Abschn.  VT,  1846.  Einige  der  Giund- 
iflge  dieser  Theorie  wurden  duich  sehr  einfache  Methoden  schon  von  Young  in 
den  Jahren  1818  und  1828  gewonnen  {MisceUaneou»  Works,  Bd.  II,  S.  862  und  291). 
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Wenn  die  Sonne  der  störende  Körper  ist,  so  lautet  dos  entsprechende 
Verhältnis :  , 

i-3,78  -10-8. 

9  ' 

Es  ist  für  einige  Zwecke  passend,  eine  lineare  Größe  II  ein- 
zufahren, welche  durch  die  Beziehung 

definiert  ist  Wenn  wir  a  —  21  •  10*  engl.  Fuß  setzen,  so  gibt  dies  für 
die  Mondfluten 

ff- 1,80  Fnß, 
und  für  die  Sonnenfluten 

H  =  0,79  Fuß. 

Es  wird  im  Anhange  gezeigt,  daß  H  den  maximalen  Betrag  der  Ge- 
zeiten von  Hochwasser  bis  zu  Niedrigwasser  nach  der  „Gleickgewichts- 
tlieorie"  mißt 

g  180.  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  eines  gleichförmigen 
Kanal  es,  welcher  mit  dem  Äquator  der  Erde  zusammenfällt,  und 
nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  an,  daß  der  Mond  eine  kreis- 
förmige Bahn  in  derselben  Ebene  beschreibt.  Es  sei  |  die  Ver- 
schiebung eines  Waseerteilchens  in  Bezug  auf  die  Erdoberfläche, 
dessen  mittlere  Lage  die  Entfernung  x,  tob  einem  festen  Meridian 
nach  Osten  zu  gerechnet,  hat.  Wenn  n  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Erdrotation  ist,  so  ist  die  wirkliche  Verschiebung  des  Teilchens 
znr  Zeit  t  gleich  £  +  nat,  sodaß  die  tangentiale  Beschleunigung 
.  *  sein  wird.  Wenn  wir  annehmen,  daß  die  Zentrifugalkraft  wie 
gewöhnlich  in  den  Wert  von  g  eingerechnet  ist,  so  kann  das  Ver- 
fahren der  §§  168  und  176  ohne  weitere  Änderung  angewendet  werden. 

Wenn  n'  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  in  Bezug  auf 
den  festen  Meridian1)  bezeichnet,  können  wir 

»  _  n't  +  y  +  6 

schreiben,  sodaß  die  Bewegungsgleichung 

p-^ö-'11»2  ("'<+;-  +  •)  (D 

lautet. 

Die  freien  Schwingungen  werden  gemäß  der  Erwägung  be- 
stimmt, daß  |  notwendig  eine  periodische  Funktion  von  x  ist,  da  es 

1)  Es  ist  nämlich  ri  =  n  —  nt ,  wo  n^  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Mondes  in  seiner  kreisförmigen  Bahn  bezeichnet. 

Digmz« 


oy  Google 


314  Vm.  Flutwellen. 

Beinen  Wert  wieder  erhält,  wenn  x  am  2  na  wächst.     Eb  kann  des- 
halb nach  dem  Fourierachen  Satze  in  der  Form 

6  -  2  (Pr  cos  r{  +  Qr  sin  rfj  (2) 

rückt   werden.     Setzen   wir  dies  in  Gleichung  (1)  ein,  wobei 
zte  Glied  fortgelassen  wird,  so  finden  wir,  daß  Pr  and  Qr  der 

T^  +  v'^-O  (3) 

n  müssen.   Die  Normal  Schwingungen  haben  deshalb  die  Perioden 


ir  die  erzwungenen  Wellen  oder  Gezeiten  finden  wir 
6  -  -  -1  ,.—!'.-.  ■»  2  («'*  +  T  +  e)  ■ 


'  "  Y  ?-VV  C0B  2  ("'*  +  ä  +  f) '  ® 

ut  ist  deshalb  halbtägig  (wobei  natürlich  der  Mondtag  zu  ter- 
ist),  und  ist  ferner  „direkt"  oder  „umgekehrt",  d.  b.  es  herrscht 
asser  oder  Niedrigwasser  unter  dem  Monde,  je  nachdem  e^fi'n, 
nit  anderen  Worten,  je  nachdem  die  Geschwindigkeit  einet 
s  relativ  zur  Erdoberfläche,  welcher  sich  so  bewegt,  daß  ei 
nmer  vertikal  unter  dem  Monde  befindet,  kleiner  oder  größer 
jenige  einer  freien  Welle  ist    Im  Falle  der  Erde  haben  wir 


die  Gezeiten  umgekehrt  ausfallen  würden,  wenn  nicht  die  Tiefe 
,nals  die  Tiefen  weit  übertrifft,  die  tatsächlich  im  Ozean  Tor- 
rn 

eses  Resultat,  welches  bisweilen  für  paradox  gehalten  wird, 
och  anter  ein  allgemeines  Prinzip,  welches  in  §  167  dar- 
wurde. Es  ist  eine  Folge  der  verhältnismäßigen  Langsamkeit 
ien  Schwingungen  in  einem  Kanal  von  mäßiger  Tiefe.  EB*er- 
ch  aus  den  rohen  Zahlenangaben  des  §  169,  daß  selbst  bei 
Tiefe  von  11250  Fuß  eine  freie  Welle  ungefähr  30  Stunden 
3tt  würde,  um  den  halben  Erdumfang  zu  durchlaufen,  während 
riode  der  tatsächlichen  Störungskraft  nur  wenig  größer  als 
nden  ist. 

e  Formel  (5)  ist  in  der  Tat  nur  ein  besonderer  Fall  der  Glei- 
(13)  des  §  167,  denn  sie  kann  in  der  Form 
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V  -  -~r  n  (6) 

gesehrieben   werden,   wo    ij  die  Erhebung   nach  der  Gleichgowichts- 
theorie  bezeichnet,  nämlich: 

ii-bHeoa2(n't  +  ^  +  t)  (7) 


Für  Tiefen  wie  10000  Fuß  und  darunter  ist  n'a*  groß  im  Ver- 
gleich zu  t/h;  die  Amplitude  der  horizontalen  Bewegung,  wie  sie  durch 
Gleichung  (4)  gegeben  wird,  ist  dann  ungefähr  ~t\  oder  rSf  '  H, 
also  annähernd  unabhängig  von  der  Tiefe.  Für  die  Mondästen  be- 
trägt die  Amplitude  etwa  140  Fuß.  Die  maximale  Erhebung  wird 
durch  Multiplikation  mit  —  erbalten;  dies  gibt  für  eine  Tiefe  von 
10000  Fuß  eine  Höhe  von  nur  0,133  Fuß. 

Für  größere  Tiefen  werden  die  Gezeiten  höher,  aber  immer  um- 
gekehrt, bis  wir  die  kritische  Tiefe erreichen,  welche  ungefähr 

13  Meilen  beträgt  Für  Tiefen  über  diese  Grenze  sind  die  Gezeiten 
direkt  und  nähern  eich  mehr  und  mehr  dem  Warte,  der  durch  die 
Gleichgewichtstheorie  gegeben  ist.1) 

%  181.  Der  Fall  eines  kreisförmigen  Eanales  parallel  zum  Äquator 
lißt  sich  auf  die  gleiche  Weise  behandeln.  Wenn  wir  immer  an- 
nehmen, daß  der  Mond  in  der  Ebene  des  Äquators  liegt,  so  finden  wir 

cos  #  —  sin  0  cos  (n't  +    -.-  a  +  e) ,  (1) 

wo  0  die  PoUtistanz  und  x  den  Abstand  eines  Punktes  P  des  Eanales 
Tom  NoUmeridian  bezeichnet.    Dies  ergibt: 

*--£--/''i"«™2(»',+Ä<,+«)>       w 

oad  folglich 

1  -  T  V -  »-.■  P  8  °0*  2  ("  '  +  ,T.g»  +  ') '  W 

Wenn  also  n'a>c,  so  werden  die  Gezeiten  direkt  oder  umgekehrt 
■ein,  je  nachdem  0  $  sin-1  -4-  ■  Wenn  die  Tiefe  so  groß  iet,  daß 
Ow'a,  so  werden  die  Gezeiten  für  alle  Werte  von  0  direkt  sein. 


1)  Vagi.  Young,  1.  c,  S.  812. 
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Wenn  der  Mond  nicht  in  der  Ebene  des  Äquators  liegt,  sondern 
die  Polidistanz  A  besitzt,  so  ist  die  Formel  (1)  durch 

cos  -0-  =  cos  0  cos  A  ■  |  ■  sin  ß  sin  A  cos  a  (4) 

zn  ersetzen,  wo  a  der  Stundenwinkel  des  Mondes  gegen  den  Meridian 
von  P  ist.  Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  die  Bewegung  des 
Mondes  in  seiner  Bahn  im  Vergleich  zur  Winkelgeschwindigkeit  n 
der  Erdrotation  vernachlässigen;  wir  setzen  also 

*-** +  -,-&,  +  • 

und  behandeln  A  als  konstant.  Es  ergibt  sich  dann  für  die  Kom- 
ponente X  der  Störungskraft  der  Ausdruck 

X  -  -  ^  -  -  /'  cos  6  sin  2  A  sin  (nt  +  —~  +  s)  | 

-/,sin0  8in,A8in2(w2  +  ~|-fl  +  e)J 
Wir  erhalten  folglich 

V  ~  y  eiZT^i««  »in*«  B'n  ^  #  sin  2  A  cos  (nt  ^ 7—3  +  f)] 

+  I  c,_  ^5,1-9  sin»  0  sin»  A  cos  2  (»r  +  fl  -^  +  *)| 

Das  erste  Glied  gibt  eine  tägliche  Flut  mit  der  Periode  — :  diese 
verschwindet  und  ändert  ihr  Vorzeichen,  wenn  der  Mond  den  Äquator 
kreuzt,  also  zweimal  im  Monat.  Das  zweite  Glied  stellt  eine  halb- 
tägige Flut  von  der  Periode  —  dar,  deren  Amplitude  jetzt  in  dem 
Verhältnis  sin1  A  zu  1  kleiner  ist  als  vorher. 

§  182.  Im  Falle  eines  Kanals,  der  mit  einem  Meridian  zu- 
sammenfällt, würden  wir  die  Tatsache  zu  berücksichtigen  haben,  daß 
die  ungestörte  freie  Oberfläche  eine  Gleichgewichtsfigur  unter  dem 
gegenseitigen  Einfluß  der  Schwere  und  der  Zentrifugalkraft  bildet, 
and  daß  sie  deshalb  nicht  genau  kreisförmig  ist.  Wir  werden  später 
Gelegenheit  haben,  die  Frage  nach  den  relativen  Verschiebungen  auf 
einer  rotierenden  Kugel  ausführlich  zu  bebandeln;  jetzt  wollen  wir 
im  voraus  die  Annahme  machen,  daß  in  einem  schmalen  Kanäle  die 
Störungen  die  gleichen  sind,  als  wenn  die  Erde  in  Ruhe  wäre  and 
der  störende  Körper  sich  um  sie  mit  der  gehörigen  Relativbewegnng 
umdrehte. 

Wir  nehmen  an,  daß  der  Mond  sich  in  der  Ebene  des  Äquators 
bewege;  wenn  der  Stundenwinkel  vom  Meridian  des  Kanales  ans  mit 
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%t  +  t  bezeichnet  wird  und  z  die  Entfernung  eines  Punktes  P  des 
Renales  vom  Äquator  bedeutet,  so  finden  wir 

coe  &  =  cos  —  •  cos  (n't  +  e) .  (1) 

Polglich  ist  t 

X || /'sin  2  ~  •  cos*  (*'*  +  s) 

tfBm2^-{l  +  eo82(rit  +  i)} 

Die  entsprechende  Lösung  der  Gleichung  (5)  des  §  176  lautet: 

ij  =  Jflcos2  ~  +  4-  gt.l*^iat  cos  2  -g-  •  cos  2  (»'*  +  «)■        (3) 

Das  erste  Glied  stellt  eine  permanente  Veränderung  des  mitt- 
leren Niveaus  von  dem  Betrage 

i;  =  £ii"cos2^-  (4) 

dar.  Die  Schwingungen  oberhalb  und  unterhalb  des  gestörten  mitt- 
leren Niveaus  sind  durch  das  zweite  Glied  der  Gleichung  (3)  ge- 
geben. Dies  stellt  eine  halbtägige  Flut  dar;  wir  bemerken,  daß  für 
c  <  ria  (also  bei  den  Verhältnissen,  wie  sie  auf  der  Erde  vorkommen) 
Hochwasser  in  den  Breiten  Über  45  °  und  Niedrigwasser  in  den  Breiten 
unter  45°  eintritt,  wenn  der  Mond  im  Meridian  ist,  und  umgekehrt, 
wenn  er  um  90°  davon  entfernt  ist.  Die  Verhältnisse  sind  gerade 
entgegengesetzt,  wenn  c  größer  als  ria  ist. 

Wenn  der  Mond  nicht  im  Äquator  steht,  sondern  eine  gegebene 
Deklination  hat,  so  besitzt  das  mittlere  Niveau,  wie  es  durch  das  der 
Formel  (4)  entsprechende  Glied  ausgedrückt  wird,  einen  Koeffizienten, 
der  von  der  Deklination  abhängt,  und  die  entsprechenden  Verände- 
rungen an  ihm  ergeben  eine  vierzehntägige  Flut,  oder  im  Falle  dtr 
Sonne  eine  halbjährige.  Es  wird  auch  eine  tägliche  Flut  eingeführt, 
deren  Vorzeichen  von  der  Deklination  abhängt.  Dem  Leser  wird  es 
keine  Schwierigkeit  bereiten,  diese  Ergebnisse  vermittels  des  allgemeinen 
Wertes  von  fi  zu  prüfen,  welcher  in  dem  Anhang  gegeben  ist. 


Wellenbewegung  in  einem  Kanal  mit  veränderlichem  Querschnitt. 

S  183.  Wenn  der  Querschnitt  S  des  Kanales  nicht  gleichförmig 
ist,  sondern  sich  allmählich  von  Funkt  zu  Punkt  ändert,  so  lautet 
die  Kontinuitätsgleichung  wie  in  §  168  (11): 


-^         w.d8 
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wo   b  die  Breite  au  der  Oberfläche  bezeichnet.     Wenn  A  die  mittlere 
Tiefe  auf  der  Breite  b  bezeichnet,  bo  haben  wir 

S-bh, 
and  deshalb 

1 >"£(*«).  •  <2> 

wo  k  und  b  jetzt  Funktionen  von  x  sind. 

Die  Bewegungsgleichung  hat  dieselbe  Form  wie  vorher,  nämlich: 

S~fft-  m 

Aub  (2)  und  (3)  können  wir  entweder  17  oder  |  eliminieren;  die 
Gleichung  für  17  lautet: 

Die  Gesetze  der  Wellenfortpflanzung  in  einem  Kanal  von  ver- 
änderlichem rechteckigen  Querschnitt  sind  von  Green1)  untersucht 
worden.  Seine  Resultate,  von  der  Einschränkung  auf  die  besondere 
Form  des  Querschnittes  befreit,  können  folgendermaßen  erhalten  werden. 

Wenn  wir  eine  Variable  0  an  Stelle  von  x  einführen,  welche 
durch  die  Gleichung 

definiert  ist,  so  geht  Gleichung  (4)  in 

$-o"+(t+ttK  m> 

Über,   wo  die  Akzente  Differentiationen  nach  6  bezeichnen,     Wenn  b 
und  k  Konstante  wären,  würde  die  Gleichung,  wie  in  §  169,  durch 

,-*■(«-<) 

erfüllt  werden;  im  vorliegenden  Falle  nehmen  wir  versuchsweise  am 

daB  ,-e-F(e-i),  (7) 

wo    &   eine   Funktion   von   8   allein   ist.     Durch  Einsetzen   in  Glei- 
chung (6)  finden  wir 

Die  Glieder,  welche  F  enthalten,  verschwinden,  wenn 

2l  +  r+lT-°. 

1)  „On  the  Hotion  of  Waves  in  a  Variable  Canal  of  sm&ll  depth  and 
widtli",  Comb.  Tram.,  6,  1887  (Math.  Papers,  S.  336).  Siehe  auch  Airy,  „Tide« 
and  Wavea",  S  860. 
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oder  Ö-C&-**-*,  (9) 

wo   C   eine  Konstante   ist.     Folglich   wird  Gleichung  (4)   befriedigt, 
falls  die  übrigen  Glieder  in  (8)  vernachlässigt  werden  können. 

Die  obige  Annäherung  ist  gerechtfertigt,  wenn  wir  -„-,-  und  ^ 
gegen  ■=-  vernachlässigen  können.  Was  „  anbelangt,  so  folgt  ans 
den  Gleichungen  (9)  und  (7),  daß  dies  der  "Vernachlässigung  von 
b  da>  va^  T  d'x  S^S60  ~~  ttL  gleichkommt.  Wenn  nun  X  eine  Wellen- 
länge in  dem  allgemeinen  Sinne  des  §  171  bezeichnet,  so  ist  ~--  von 
der  Ordnung  y ,  sodaß  die  fragliche  Annahme  darin  besteht,  daß 
X  -j—  nnd  X  -j—  im  Vergleich  zu  b  bzw.  A  klein  sind.  Mit  anderen 
Worten,  es  wird  angenommen,  daß  die  transversalen  Dimensionen  des 
Kanales  Bich  innerhalb  der  Grenzen  einer  Wellenlänge  nur  um  kleine 
Bruchteile  ändern.  In  der  gleichen  Weise  wird  leicht  ersichtlich,  daß 
die  Vernachlässigung  von  ^,-  gegen  -=-  eine  ähnliche  Beschränkung 
in  Bezug  auf  die  Schnelligkeit  der  Veränderungen  von  g-  und  j- 
bedingt. 

Da  die  Gleichung  (4)  umgeändert  bleibt,  wenn  wir  das  Vor- 
zeichen von  t  umkehren,  so  lautet  die  vollständige  Losung  unter  den 
obigen  Einschränkungen: 

,  =  &-H-1  \F(ft-f)  +  f(e  +  ()),  (io) 

wo  F  und  f  willkürliche  Funktionen  sind. 

Das  erste  Glied  hierin  stellt  eine  Welle  dar,  die  sich  in  Richtung 
der  positiven  X-Achse  fortpflanzt;  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
wird  aus  der  Erwägung  bestimmt,  daß  jede  besondere  Phase  wieder 
eingeholt  wird,  wenn  SB  und  St  gleiche  Werte  haben;  sie  ist  also 
nach  (5)  gleich  VJtÄ,  genau  wie  bei  gleichförmigem  Querschnitt.  In 
derselben  Weise  stellt  das  zweite  Glied  eine  Welle  dar,  die  sich  in 
der  Richtung  der  negativen  z-Achse  fortbewegt.  In  beiden  Fällen 
ändert  sich  die  Erhebung  eines  beliebigen  Stücks  des  Wellenprofils, 
indem  es  fortschreitet,  gemäß  dem  Gesetze  b~ik~i. 

Die  Reflexion  einer  fortschreitenden  Welle  in  einem  Punkte,  wo 
der  Querschnitt  des  Kanales  sich  plötzlich  ändert,  wurde  in  §  175  be- 
handelt Die  dort  gegebenen  Formeln  zeigen,  wie  zu  erwarten  war,  daß, 
je  kleiner  die  Veränderung  in  den  Dimensionen  des  Querschnittes  ist, 
um  so  kleiner  die  Amplitude  der  reflektierten  Welle  wird.  Der  Fall, 
wo  der  Übergang  von  einem  Querschnitt  zum  andern  nicht  plötzlich, 
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sondern  allmählich  geschieht,  ist  von  Lord  Rayleigh  in  einem  spe- 
ziellen Fall  untersucht  worden.1)  Es  ergibt  sich,  daß,  wenn  die 
Strecke,  innerhalb  deren  der  Übergang  stattfindet,  ein  mäßiges  Viel- 
faches der  Wellenlänge  ist,  fast  keine  Reflexion  eintritt;  im  entgegen- 
gesetzten Falle  dagegen  stimmen  die  Resultate  mit  denjenigen  des 
§  175  überein. 

Wenn  wir  auf  Grundlage  dieser  Resultate  annehmen,  daß,  wenn 
die  Veränderung  des  Querschnittes  innerhalb  einer  Wellenlänge  zu 
vernachlässigen  ist,  eine  fortschreitende  Welle  keine  merkliche  Zer- 
gliederung durch  Reflexion  erleidet,  so  folgt  das  Gesetz  der  Ampli- 
tude sogleich  ans  dem  Energieprinzip. *)  Es  ergibt  sich  aus  §  173, 
daß  die  Energie  der  Welle  sich  wie  die  Länge,  die  Breite  und  das 
Quadrat  der  Höhe  verhält,  und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  die  Wellen- 
hinge in  verschiedenen  Teilen  des  Eanales  sich  wie  die  entsprechende 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  verhält,  und  deshalb  wie  die  Quadrat- 
wurzel der  mittleren  Tiefe.  In  der  obigen  Schreibweise  ist  daher 
rj'bhi  konstant,  oder  13  verhält  sich  wie  b~$h~l,  welches  das  oben 
gefundene  Gesetz  von  Green  ist. 

§  184.  In  dem  Falle  einer  einfachen  Schwingung,  wo  ij  sich 
wie  cos  (at  +  s)  verhält,  lautet  die  Gleichung  (4)  des  vorhergebenden 
Paragraphen: 

*£(»£) +  *«-»■  m 

Einige  Fälle  von  besonderem  Interesse  können  mit  Leichtigkeit 
gelöst  werden. 

1.  Wir  wollen  z.  B.  den  Fall  eines  Kanales  nehmen,  dessen 
Breite  sich  wie  die  Entfernung  vom  Ende  x  ■--  0  verhält,  während 
die  Tiefe  gleichförmig  ist;  und  wir  wollen  voraussetzen,  daß  der 
Kanal  an  seiner  Mündung  (x  =-  a)  mit  einem  offenen  Meer  in  Ver- 
bindung steht,  in  welchem  eine  Gezeitenbewegung 

•q  —  Ctm(at  +  $)  (2) 

beständig  vor  sich  geht.    Setzen  wir  in  Gleichung  (1) 

h  =  konat.,     b  proportional  zu  x, 
so  finden  wir 


1)  „Od  Heflection  of  Vibrations  at  the  Confines  of  two  Media  betweea 
wbich  the  Transition  is  gradnal",  Proe.  Land,  Math.  Soe.,  11,  S.  61,  1880  (Sc 
I'apera,  Bd.  I,  8.  460);  Theory  of  Sound,  2.  Aufl.,  Lond.  18B4,  §  148  b. 

2;  Lord  Rayleigh,  l.  c,  S.  306. 
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vorausgesetzt,  daß 
Folglich  iBt 


t- 


n  1.  M   „ 


■(«>  +  «). 


(4) 
(5) 


Die  Kurve  ij  =  J0(x)  ist  in  der  Figur  auf  Seite  333  gezeichnet; 
sie  zeigt,  wie  die  Amplitude  der  erzwungenen  Schwingung  mit  dem 
Abstand  von  der  Mündung  zunimmt,  während  die  Wellenlänge  nahezu 
konstant  bleibt. 

2.  Wir  wollen  jetzt  dagegen  annehmen,  daß  die  Veränderung  in 
der  Tiefe  allein  stattfindet,  und  daß  diese  gleichförmig  vom  Kanal- 
ende x  =  0  bis  zur  Mündung  zunimmt,  während  die  übrigen  Ver- 
hältnisse wie  vorher  bleiben.     Wenn  wir  in  Gleichung  (1) 


A- 


V" 


setzen,  so  erhalten  wir 


9\ 

(*!D+.,-o. 


Die  Lösung  hiervon,  welche  für  x  =  0  endlich  iBt,  lautet: 


also  schließlich,  wem 
Konstante  bestimmt, 


man   den  Zeitfaktor  wieder  einführt, 
,_CifcMcc  (.,  +  «). 


(6) 


(?) 

(8) 
und  die 

(9) 


Die  beigefügte  Figur  der  Kurve  ij  —  J0(yic),  wo  der  Deutlich- 
keit halber  der  Maßstab  für  y  das  zweihundertfache  desjenigen  der  x 
ist,  zeigt,  wie  die  Ampli- 
tude beständig  zunimmt 
und  die  Wellenlänge  ab- 
nimmt, wenn  man  den 
Kanal  hinauf  geht. 

Diese  Beispiele  können 
dazu  dienen,  die  Vergrö- 
ßerung der  ozeanischen 
Finten  zu  veranschau- 
lichen, welche  in  seichten  Meeren  und  Ästuarien  auftritt. 

Wir   fügen   einige    einfache  Beispiele   von  freien   Schwingungen 

"f0- .  o  a^a     >v  QönzedDy  Google 
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3.  Wir  wollen  den  Fall  eines  Kanals  von  gleichförmiger  Breite 
und  von  der  Lange  2a  nehmen,  dessen  Bett  gleichförmig  von  jedem 
Ende  nach  der  Mitte  zu  geneigt  ist.  Wenn  wir  den  Ursprungspunkt 
nach  einem  Ende  verlegen,  so  wird  die  Bewegung  in  der  ersten  Hälfte 
des  Kanales  wie  oben  durch 

r}  =  AJ0(2xixty  (10) 

bestimmt  sein,  indem 

wo  h0  die  Tiefe  in  der  Mitte  bezeichnet. 

Es  ist  klar,  daß  die  Nbrmalschwingutigen  in  zwei  Klassen  Ker- 
fallen. Bei  der  ersten  derselben  wird  r\  entgegengesetzte  Werte  in 
entsprechenden  Punkten  der  beiden  Kanalhälften  haben  nnd  wird 
deshalb  im  Mittelpunkt  (x  ■=-  a)  verschwinden.  Die  Werte  von  tf  sind 
dann  durch  die  Gleichung 

/,(2*M)-0  (11) 

bestimmt,  d.  h.,  wenn  x  eine  Wurzel  derselben  ist,  so  haben  wir 

0-V&.(%af.  (18) 

In  der  zweiten  Klasse  ist  der  Wert  von  ij  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt    symmetrisch,    sodaß    wir   in    der   Mitte   -*1-  =  0   haben. 

DU,gil"  J.-(8.M)-0.  "  (13) 

Man  findet,  daß  die  langsamste  Schwingung  der  unsymmetrischen 
Klasse  angehört  und  also  der  niedrigsten  Wurzel  von  Gleichung  (11) 
entspricht,  welche 

2«M-  0,7655« 
lautet,  sodaß 

—  =  1,306  x-£V 

4.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Tiefe  des  Kanales  durch  die 
Formel  ,        ,i, 

*-*„(!-;.)  (») 

bestimmt  wird,  wo  x  die  Entfernung  von  der  Mitte  bezeichnet 
Durch  Einsetzen  in  Gleichung  (1)  und  anter  der  Voraussetzung 
6  -=  konst  finden  wir 


'sI(i-p)Ä}  +  ritO.  0») 


•"-»(»+l)tN  (16) 

1       '  •"   D,„z,d, Google 
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setzen,  hat  dies  dieselbe  Form  wie  die  allgemeine  Gleichung  der  ein- 
fachen Kugelflächenfunktion,  §  84  (1). 

Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  ist  n  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt, daß  ij  für  —  =  ±  1  endlich  sein  muß.  Nach  §  85  erfordert 
dies,  daß  »  eine  ganze  Zahl  sei;  die  Nonnalschwingungen  lauten  des- 
halb: 

y~CPn(^)-co&(ilt+8),  (17) 

wo  P„  eine  einfache  Kugelfunktion  bedeutet  und  der  Wert  von  <f 
durch  Gleichung  (16)  bestimmt  ist. 

Bei  der  langsamsten  Schwingung  (»  =  1)  ist  das  Profil  der  freien 
Oberfläche  eine  gerade  Linie.  Für  einen  Kanal  von  gleichförmiger 
Tiefe  A,,  und  derselben  Länge  2  a  würde  t—  der  entsprechende  Wert 
von  a  sein,  wo  c  =Ygh0.  Also  wird  im  vorliegenden  Fall  die 
Frequenz  im  Verhältnisse  -  —  oder  0,9003  verkleinert1) 

Die  erzwungenen  Schwingungen,  welche  von  einer  gleichförmigen 
Störungskraft 

X-f  cos  («*  +  *)  (18) 

herrühren,  können  nach  der  B*gel  (13)  des  §  167  erhalten  werden. 
Die  Form  der  freien  Oberfläche  wäre  nach  der  Gleichgewichtstheorie 
offenbar 

ij—t  a,cos  (**  +  •)»  C19) 

and  da  die  gegebene  Kraft  vom  Normaltypus  »  =  1  ist,  so  haben  wir 

■q ~~j-  x  oo"  0*  +  ')>  C20) 


Wellen  mit  endlicher  Amplitude. 
§  185.     Wenn  die  Erhebung  ?;  gegen  die  mittlere  Tiefe  nicht 
mehr  klein  ist,  so  werden  Wellen  nicht  ohne  Gestaltsänderung  fort- 
gepflanzt,   selbst    nicht   in   einem    gleichförmigen   Kanal   von   recht- 
eckigem Querschnitt.    Der  Gegenstand  wurde  zuerst  von  Airy*)  durch 

1)  Andere  Falle  freier  Schwingungen  in  Kanälen  mit  veränderlichem  Quer- 
schnitt hat  Chrjetal  behandelt:  „Some  Keaulte  in  the  Mathematical  Theory  öS 
Seiches",  Proe.  Jl.  S.  Edin.,  26,  S.  388,  IBM;  „On  the  Hydrodynamical  Theory 
of  Seiches,  with  a  Bibliographical  Sketch",  Trans.  R.  S.  Edin.,  41,  S.  699,  1905. 

3)  „Tiden  and   Wiwes",  6  198. 
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die  Methode  der  stnfenweiaen  Annäherung  untersucht.  Er  fand,  dafl 
in  einer  fortschreitenden  Welle  verschiedene  Teile  sich  mit  ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten  bewegen;  insbesondere,  daß  die  Wellen- 
geschwindigkeit, die  einer  Erhebung  ij  entspricht,  näherungsweue 
durch 


•(i+i:) 


du  du  8tj 


gegeben  ist,  wo  c  die  Geschwindigkeit  bei  anendlich  kleiner  Ampli- 
tude bedeutet. 

Eine  vollständigere  Übersicht  über  den  Gegenstand  kann  durch 
eine  Methode  erhalten  werden,  welche  von  Riemann  bei  der  ent- 
sprechenden akustischen  Aufgabe  angewendet  worden  ist,  wovon  im 
X.  Kap.  die  Rede  sein  wird. 

Die  einzige  Annahme,  die  wir  jetzt  behalten,  ist  die,  daB  die 
vertikale  Beschleunigung  vernachlässigt  werden  kann.  Dann  folgt,  wie 
in  §  168  auseinandergesetzt  wurde,  daß  die  horizontale  Geschwindig- 
keit auf  jedem  Querschnitt  des  Kanals  als  gleichförmig  anzusehen  ist 
Die  Bewegungsgleichung  lautet  wie  vorher: 

(i) 

und  man  sieht  leicht,  daß  die  Kontinuitätsgleichung  im  Falle  eines 
rechteckigen  Querschnittes 

£«»+, )«)--J;  (2) 

lautet,  wo  A  die  Tiefe  ist,  oder,  wie  wir  es  schreiben  wollen, 

£+•»--<»+*>£■  '3> 

Wir  setzen 

Q-m-u}' 

■wo  die  Funktion  /*(ij)  noch  zu  unserer  Verfügung  steht.  Wenn  wir 
Gleichung  (3)  mit  f  (rf)  multiplizieren  und  zu  Gleichung  (1)  addieren, 
erhalten  wir 

Wenn  wir  jetzt  f(r,)  so  bestimmen,  daß 

(*+i)ir  wi'-f,  w 

so  kann  dies  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

£+«£"<*  +  M W  f.:, Google  <6' 
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Auf  die  gleiche  Weise  finden  wir 

Die  Bedingung  (5)  wird  durch 

/■(,)-  2c  1(1+1)*-!]  (8) 

erfüllt,  wo  c—  Ygh-  Die  willkürliche  Konstante  ist  so  gewählt,  daß 
P  und  Q  in  den  Teilen  des  Kanalee  verschwinden,  wo  keine  Störung 
ist;  dies  ist  aber  nicht  wesentlich. 

Durch  Einsetzen  in  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  finden  wir 

»-[*.-{.(i+t)»+.}«]£ 
'•-[*+K»+*)*-)«B8 


(9) 


Es  folgt  deshalb,  daß 


dP, 


ist,  d.  h.  P  bleibt  für  einen  geometrischen  Punkt  konstant,  der  sich 
mit  der  Geschwindigkeit 

£-(»+*)*+•  <10> 

bewegt,  während  Q  für  einen  Punkt  konstant  bleibt,  der  sich  mit  der 
Geschwindi  gkeit 

SJ—f1 +  *)*+•  cii) 

bewegt.  Deshalb  schreitet  ein  gegebener  Wert  von  P  vorwärts  und 
ein  gegebener  Wert  von  Q  rückwärts,  und  zwar  mit  der  Geschwindig- 
keit, welche  durch  Gleichung  (10)  bzw.  (11)  gegeben  ist.  Die  Werte 
von  P  und  Q  werden  durch  diejenigen  von  ij  und  u  bestimmt,  und 
umgekehrt. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  die  anfängliche  Störung  auf  die  Strecke 
beschränkt  war,  für  welche  o<x<fc,  eodaß  P  und  Q  für  x  <  a 
und  x  >  b  anfänglich  null  Bind.  Das  Gebiet,  in  welchem  P  von  0 
verschieden  ist,  schreitet  also  vorwärts,  während  dasjenige,  in  welchem 
Q  von  0  verschieden  ist,  rückwärts  schreitet,  sodaß  nach  einer  ge- 
wissen Zeit  diese  Gebiete  sich  voneinander  trennen  und  einen  Zwischen- 
raum lassen,  in  welchem  P  —  0,  Q  —  0,  und  die  Flüssigkeit  deshalb 
in  Ruhe  ist.  Die  ursprüngliche  Störung  ist  jetzt  in  zwei  fortschrei- 
tende Wellen  aufgelöst,  welche  eich  in  entgegengesetztem  Sinn  fort- 
pflanzen. 
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Für  die  positive  Welle  haben  wir 

e-o,  | 

}p-»-2«j(i+;)*-ijj'  w 

BodaB  die  Erhebung  and  die  Geschwindigkeit  durch  eine  bestimmte 
Beziehung  miteinander  verknüpft  Bind  (vergl.  §  170).  Die  Wellen- 
geschwindigkeit ist  durch  die  Gleichungen  (10)  und  (12)  gegeben, 
d.  h.  sie  ist  , 

■)-»}■  ('S) 

Bis  auf  die  erste  Ordnung  von  !j-  ist  dies  mit  dem  Resultat  von  Airy 
in  Übereinstinimung. 

Ähnliche  Schlüsse  können  betreffs  der  negativen  Welle  gezogen 
werden.1) 

Da  die  Wellengeschwindigkeit  mit  der  Erhebung  zunimmt,  so 
ergibt  sich,  daß  bei  einem  fortschreitenden  Wellensystem  die  Neigungen 
auf  der  Vorderseite  immer  steiler  und  die  auf  der  Hinterseite  immer 
sanfter  werden,  bis  endlich  ein  Zustand  erreicht  wird,  bei  dem  es 
nicht  länger  gestattet  ist,  die  vertikale  Beschleunigung  zu  vernach- 
lässigen. Was  nach  diesem  Zeitpunkte  eintritt,  kann  vermittels  der 
bisherigen  Theorie  nicht  festgestellt  werden.  Jedoch  zeigt  die  Beob- 
achtung, daß  die  Kämme  schließlich  darnach  streben,  sich  zu  über- 
stürzen und  zu  brechen.  ' 

§  186.  In  der  ausführlichen  Anwendung  der  Gleichungen  (1) 
und  (3)  auf  die  Erscheinungen  der  Gezeiten  ist  es  gebräuchlich,  die 
Methode  der  stufenweisen  Annäherung  einzuschlagen.  Als  Beispiel 
hiervon  wollen  wir  den  Fall  eines  Kanales  betrachten,  der  an  dem 
einen  Ende  (x  —  0)  mit  einem  offenen  Meere  in  Verbindung  steht, 
wo  die  Erhebung 

7j  —  a  cos  dt  (14) 

vorgeschrieben  ist. 

In  erster  Annäherung  haben  wir 


dt 


i--5r  (I5) 

die  Lösung  hiervon,  welche  mit  Gleichung  (14)  vereinbar  ist,  lautet: 
,_•«■«(<-!.),  I 

■  (W 
,_Wc««((-i)| 

1)  Die   obigen  Resultate   können   auch  aus  Qleichung  (8)   des  §  178  abge- 
leitet werden,  auf  welche  die  Riomannache  Methode  laicht  angepaßt  werden  kiM- 
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Behufs  einer  zweiten  Annäherung  setzen  wir  diese  Werte  von  ij  nnd  w 
in  die  Gleichungen  (1)  and  (3)  ein  nnd  erhalten 

•j_-fg_^*u(.-f)  i 

•i_-»g_^li.K(.-i)r 

Integrieren  wir  diese  Gleichungen   nach  den  gewöhnlichen  Methoden, 
k>  erhalten  wir  die  Lösung: 

(-««■»(*- -"-)-J«^-1a!«n2tf((-f)  | 


(18) 


«-^coB«(f— ^)-i^-cos2<f(*-|-)-J)4A,a:8in*(/- 

Die  folgende  Figur  zeigt,  natürlich  mit  Überhöhter  Amplitude, 
das  Profil  dieser  Wellen  in  einem  besonderen  Falle,  wie  es  durch  die 
erste  dieser  Gleichungen  bestimmt  ist.  Wenn  wir  unsere  Aufmerk 
aunkeit  auf  einen  bestimmten  Punkt  des  Kanales  richten,  so  ist  zu 
beachten,  daß  das  Steigen  und  Fallen  des  Wassers  nicht  mehr  symme- 
trisch vor  sich  geht,  indem  das  Fallen  eine  längere  Zeit  als  das  Steigen 
in  Anspruch  nimmt. 


Das  Auftreten  des  Faktors  x  außerhalb  der  trigonometrischen 
Funktionen  in  Gleichungen  (18)  zeigt,  daß  außerhalb  eines  gewissen 
Bereiches  die  Annäherung  ungültig  wird.  Die  Bedingung  für  den 
Erfolg  der  Annäherung  ist  offenbar  die,  daß   ---,—    klein  sein  maß. 

Setzen  wir 

so  wird  dieser  Brach  gleich 


Wie  klein  das  Verhältnis  der  Amplitude  o  der  ursprünglichen  Erhebung 
mr  Tiefe  auch  sei,  hört  doch  der  Bruch  auf,  klein  zu  sein,  wenn  x 
ein  genügend  großes  Vielfaches  der  Wellenlänge  X  ist. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  hier  angedeutete  Grenze  in  dem 
rechten  Teile  der  Figur  bereits  überschritten  ist,  nnd  daß  die  eigen- 
tümlichen Züge,  welche  auf  dem  hinteren  Abfall  aufzutreten  im  Begriff 
und.  eher  als  ein  Zeichen  von  der  Unrollkommenheit  der  Rechnungs- 
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methode,  als  von  einer  tatsächlichen  Eigenschaft  dieser  Wellen  anzu- 
sehen lind.  Wenn  die  Kurve  fortgesetzt  würde,  würden  wir  ein  sekun- 
däres Maximum  und  Minimum  der  Erhebung  finden,  welche  sich  auf 
dem  hinteren  Abhang  entwickeln.  Auf  diese  Weis«  wollte  Airy  die 
Erscheinung  des  doppelten  Hochwassers  erklären,  welches  in  einigen 
Flüssen  beobachtet  wird;  aber  aus  dem  genannten  Grunde  kann  die 
Schlußfolgerung  nicht  aufrecht  erhalten  werden.1) 

Die  gleiche  Schwierigkeit  kommt  nicht  notwendig  in  dem  Fall 
vor,  wo  ein  Kanal  in  einem  gewissen  Abstand  von  der  Mündnng 
durch  eine  feste  Wand  verschlossen  ist,  oder  ferner  in  dem  Falle  der 
erzwungenen  Wellen,  welche  in  einem  an  beiden  Enden  verschlossenen 
Kanal  durch  eine  periodische  Kraft  erzeugt  werden  (§  178).  Es  ist 
jedoch  genug  gegeben  worden,  um  den  allgemeinen  Charakter  der 
Resultate  anzudeuten,  die  in  solchen  Fällen  zu  erwarten  sind.  Wegen 
weiterer  Einzelheiten  müssen  wir  auf  die  Abhandlung  Airys  verweisen.1) 

Wenn,  wie  in  Gleichung  (18),  der  Ausdruck  für  die  Erhebung 
des  Wassers  an  irgend  einer  Stelle  x  in  eine  Reihe  von  harmonischen 
Funktionen  der  Zeit  aufgelöst  wird,  so  besteht  er  aus  zwei  Gliedern, 
deren  zweites  eine  „Oberffat?1  oder  eine  ltFkit  der  zweiten  Ordnung 
darstellt,  da  sie  proportional  zu  a*  ist;  ihre  Frequenz  ist  doppelt  so 
groß  wie  die  der  ursprünglichen  Schwingung  (14).  Wenn  wir  die 
Annäherung  fortsetzen,  würden  wir  Fluten  von  noch  höherer  Ord- 
nung erhalten,  deren  Frequenzen  dreimal,  viermal,  usw.,  so  groß  als 
diejenige  der  ursprünglichen  Fluten  sind. 

Wenn  die  Störung  an  der  Mündung  des  Kanales  anstatt  durch 
Gleichung  (14)  durch 

£  —  a  cos  ist  +  <*'  cos  (tf'f  +  *) 
gegeben  wäre,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  wir  bei  der  zweiten  An- 
näherung in  gleicher  Weise  Gezeiten  mit  den  Perioden  .  ,  und  — j 
erhalten  würden;  diese  heißen  „Kombinationsfiutm" .  Sie  sind  ganz 
analog  den  lfKo?)ibina,tionstönen"  in  der  Akustik,  welche  zuerst  von 
HelmholtzTuntersucht  worden  sind. 

Fortpflanzung  von  Wellen  in  zwei  Dimensionen. 
§  187.     Wir  wollen   zunächst   annehmen,  daß   wir   eine   ebene 
Wasserschicht  von  gleichförmiger  Tiefe  A  haben.    Wenn  die  vertikale 

1)  Mo  Cowm,  l.  c,  S.  303. 

2)  „Tide*  and  W»vbb",  g§  198  ff-  ™d  »08.  Siehe  auch  G.  H.  Darwin, 
„Tidea",  Encye.  Britann.,  9.  Aufl.,  Bd.  XSHI,  S.  862  f.,  1888. 

8)  „Ober  CombinationBtflne",  Berl.  Monatobcr.,  22.  Hai  186«  (Ges.  Abk.,  Bd.  I, 
S.  266);  and  „Theorie  der  Laftschwingongen  in  Rühren  mit  offenen  Endes", 
Grelles  Joum.,  GT,  S.  14,  1869  (Ges.  Abh.,  Bd.  I,  S.  SIS). 
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Beschleunigung  vernachlässigt  wird,  so  muß  die  horizontale  Be- 
legung wie  vorher  für  eile  Teilchen  in  derselben  Vertikallinie  die 
gleiche  sein.  Die  x-  und  y-Achse  seien  horizontal,  w  und  v  seien 
die  horizotalen  Komponenten  der  Geschwindigkeit  im  Punkte  (x,  y), 
und  es  sei  £  die  entsprechende  Erhebung  der  freien  Oberfläche  über 
das  ungestörte  Niveau.  Die  Koritinuitatsgleichung  wird  erhalten,  in- 
dem man  den  Massenfluß  in  den  prismatischen  Raum  berechnet,  wel- 
cher das  elementare  Rechteck  Sxdy  zur  Basis  hat  Vernachlässigen 
wir  die  Glieder  zweiter  Ordnung,  so  nahen  wir 

/;(«*'»)»*  +  £j  (»***)*» 1;  {«  +  *)»*»»), 

oder 

B— »(£+©■  w 

Bei  Abwesenheit  von  Störungskraften  haben  wir  die  Bewegungs- 
gleichungen 

du      _dp 

9  'dt  ~     d* ' 

2e  dp 

9  St  "      2y  ' 
in  welchen  wir 

J>—  *>o-0(>Oo  +  £-*) 

setten  können,  wenn  s0  die  Ordinate  der  freien  Oberfläche  im  un- 
gestörten Zustande  bezeichnet    Wir  erhalten  so 


du  3S\ 

Jt--9di\ 


(2) 


Wenn  wir  u  und  t>  eliminieren,  finden  wir 

»-'©+©.  (») 

wo  e*  —  gh,  wie  vorher. 

Bei  der  Anwendung  auf  einfache  Schwingungen  werden  die 
Gleichungen  vereinfacht,  wenn  wir  einen  komplexen  Zeitfaktor  e*(0H  '*l 
einfuhren  und  am  Schlüsse  die  imaginären  Bestandteile  unserer  Aus- 
drucke weglassen.  Dies  ist  berechtigt,  solange  wir  nur  mit  linearen 
Qleiehungen  zu  tun  haben.     Wir  haben  dann  nach  Gleichung  (2) 


(41 


<d*i 
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während  Gleichung  (3) 

g  +  g  +  ff-O  (5) 

lautet,  wo 

P-£  (6) 

Die  Bedingung,  welche  an  einer  vertikalen  Begrenzung  erfüllt 
werden  soll,  wird  sogleich  ans  (4)  erhalten,  es  ist  nämlich 

wenn  Sn  ein  Element  der  Normalen  zur  Grenzfläche  bezeichnet. 

Wenn  die  Flüssigkeit  kleinen  Storungskräften  unterworfen  ist, 
deren  Veränderung  innerhalb  der  Grenzen  der  Tiefe  vernachlässigt 
werden  kann,  so  sind  die  Gleichungen  (2)  durch 

zu  ersetzen,  wo  ß  das  Potential  dieser  Kräfte  ist. 
Wenn  wir 

:  — f  (9) 

setzen,  sodaß  £  die  statische  Erhebung  bezeichnet,  welche  einem 
ständigen  Potential  von  demselben  Betrag  wie  il  entspricht,  können 
diese 

z— ?•-?! 

w— »>y«-»J 

geschrieben  werden. 

Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung  nehmen  sie  die  Formen 

an;  folglich  erhalten  wir  durch  Einsetzen  in  die  Kontinuitäts- 
gleichung (1) 

(£,+**)£-£,£,  (12) 

wenn 

*. -£■-+-£■  p») 
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Wand  erfällt  werden  soll,  lautet  jetzt 

±(£-l)-0-  (14) 

§  188.  Die  Gleichung  (3)  des  §  187  ist  dar  Form  nach  mit 
derjenigen  identisch,  welche  in  der  Theorie  der  transversalen  Schwin- 
gungen einer  gleichförmig  gespannten  Membran  auftritt.  Eine  noch 
engere  Analogie  besteht  mit  der  Theorie  zylindrischer  Schallwellen, 
wenn  man  die  Grenzbedingungen  noch  in  Betracht  zieht.1)  In  der 
Tat  können  verschiedene  Ergebnisse  der  letzteren  Theorie  sogleich  auf 
den  vorliegenden  Gegenstand  übertragen  werden. 

Um  die  freien  Schwingungen  einer  Wasserschicht  zu  erhalten, 
welche  von  vertikalen  Wänden  umgrenzt  ist,  suchen  wir  eine  Lösung 
der  Gleichung 

(£,  +  *■)£-(>,  (1) 

welche  der  Grenzbedingung 

H  "  °  (2) 

genfigt.  Genau  wie  in  §  177  wird  gefunden,  daß  eine  solche  Lösung 
nur  für  bestimmte  Werte  von  k  möglich  ist,  welche  demgemäß  die 
Perioden   .—  der  verschiedenen  Normalschwingungen  bestimmen. 

Wenn  wir  ferner  im  Fall  einer  rechtwinkligen  Begrenzung  den 
Koordinatenanfangspnnkt  in  eine  Ecke,  sowie  die  x-  und  y-Achse 
längs  zweier  Seiten  legen,  lauten  die  Grenzbedingungen: 


\  —  0      für     x  —  0      und     x  —  a 
ir    y  —  0      und     y  —  b, 


lS-  -  0      für 

wo  a  und  b  die  Längen  der  Kanten  parallel  zu  x  bzw.  y  sind.  Der 
allgemeine  Wert  von  £,  der  diesen  Bedingungen  genügt,  wird  durch 
die  doppelte  Fouriersche  Reihe 

£  -  SZA^  cos  **-  cos  ~v  (3) 

dargestellt,  wo  die  Snmmationen  über  alle  ganzzahligen  Werte  von 
tri  und  n  von  0  bis  oc  zu  erstrecken  Bind.  Durch  Einsetzen  in 
Gleichung  (1)  finden  wir 

*■-*•(£ +3-  w 


1)  Lord  Ravleigh,  Theory  of  Sound,  §  389. 
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Wenn  a  >  b  ist,  so  erhält  man  die  laugsamste  Schwingung,  wenn  man 
m=  1,  n  —  0,  also  &a  — ä  setzt.  Die  Bewegung  geschieht  dann  fiberall 
parallel  zur  längeren  Seite  des  Rechteckes.    (Vergl.  §  177.) 

§  188.  Im  Falle  einer  kreisförmigen  Wasserschicht  empfiehlt 
es  sich,  den  Ursprungspunkt  in  das  Zentrnm  zu  verlegen  und  Polar- 
koordinaten einzuführen,  indem  man 


y  -  r  sin  </ 
setzt.    Die  Gleichung  (1)  des  vorhergehenden  Paragraphen  geht  in 

d*i  ,    1  dt  ,    1  8*t 


■dr^ 


i + wc  -  o  (i) 

über.  Diese  hätte  natürlich  unabhängig  aufgestellt  werden  können. 
Was  die  Abhängigkeit  von  0  betrifft,  so  kann  angenommen  werden, 
daß  der  Wert  von  £  nach  dem  Fourierschen  Satze  in  eine  Reihe  von 
Kosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  von  8  entwickelt  ist;  wir 
erhalten  so  eine  Reihe  von  Gliedern  der  Form 

«€!«•■  « 

Durch  Einsetzen  in  Gleichung  (1)  findet  man,  daß  jedes  Glied  für 
sich  die  Gleichung  erfüllen  muß,  sodaß 

r(r)+frw+(»-p)«f)-o.  (3) 

Dies  hat  dieselbe  Form  wie  Gleichung  (14)  des  §  101.  Da  % 
ftlr  r  —  0  endlich  sein  muß,  so  sind  die  verschiedenen  Normalschwin- 
gungen durch 

t  -  A,J,  Qtr)  ™ }  sß  ■  cos  (at  +  e)  (4) 

gegeben,  wo  s  jeden  der  Werte  0,  1,  2,  3,  •  ■  ■  annehmen  kann  und 
A  eine  willkürliche  Eonstante  int.  Die  zulässigen  Werte  von  k  sind 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  »-  —  0  an  der  Grenzfläche  r  —  a, 

oder 

J,'  (ha)  -  0.  (5) 

Die  entsprechenden  Winkelgeschwindigkeiten  ff  der  Schwingung  sind 
dann  durch 

gegeben. 

Im  Falle  s  —  0  ist  die  Bewegung  um  den  Ursprungspunkt  sym- 
metrisch, sodaß  die  Wellen  ringförmige  Kämme  und  Furchen  bilden. 
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Die  kleinsten  Wurzeln  von 

J„'(*«)-0 

J,  (lo)  -  0 
sind  durch 

(6) 

-J"  — 1^197,    2,2330,    3,2383 

m 

gegeben.  Diese  Werte  nahem  sich  schließlich  den  Grenzen  —  -«  +  -, 
wo  m  eine  ganze  Zahl  ist.1)  Bei  der  mUü  Schwingung  der  sytnme- 
triaehen  Klasse  gibt  es  m  Knotenkreise,  deren  Radien  durch  £  =  0 

"**  .r„(*r)-0  (8) 

bestimmt  sind.     Die  Wurzeln  hiervon  sind1) 


kr 


0,7655,    1,7571,    2,7546. 


(9) 


Bei  der  ersten  symmetrischen  Schwingung  z.  B.  gibt  es  einen  Knoten- 
kreis, dessen  Radius  r  =  0,628  a  ist.  Die  Gestalt  des  Querschnittes 
der  freien  Oberfläche  mit  einer  durch  die  «-Achse  gelegten  Ebene 
wird  bei  den  symmetrischen  Schwingungsformen  aus  der  Zeichnung 
der  Kurve  y  ^  Jü(x)  anschaulich,  welche  hier  gegeben  ist. 


Wenn   s  >  0,   so   gibt   es   s   äqnidistante  Durchmesser,    die  als 
Knotenlinien  za  den  Kreisen 
J,  (kr)  -  0  (10) 

1)  Btokei,  „Ori  tte  Numerical  Calenlation  of  &  clflas  of  Definite  Integrals 
and  Infinite  Serie«,  Comb.  Tran».,  9,  1860  (Math,  and  Phys.  Paper»,  Bd.  IT,  8.  855). 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  —  gleich  — -  ist,  wo  r  die  Periode  und  *,  die 
Zeit  ist,  welche  eine  fortschreitende  Welle  gebraucht,  um  mit  der  Geschwindig- 
keit Ygh  eine  Strecke  2a  zurückzulegen. 

2)  Stokes,  I.  e. 
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hinzukommen.  Es  ist  zu  bemerken,  daß  infolge  der  Gleichheit  der 
Frequenzen  der  beiden  durch  Gleichung  (4)  dargestellten  Schwingungen 
die  Normalschwingungen  jetzt  bis  auf  einen  gewissen  Grad  unbestimmt 
sind;  wir  können  nämlich  coss(0  —  «,)  statt  cos  so  oder  sin  s9  ein- 
setzen, wo  «,  willkürlich  ist.  Die  Durchmesser,  die  als  Knotenlinien 
gelten,  sind  dann  durch  die  Gleichung 

gegeben,  wo  m  —  0,  1,  2,  •  •  •,  s  —  1.  Die  Unbestimmtheit  ver- 
schwindet, und  die  Frequenzen  werden  ungleich,  falle  die  Grenzlinie, 
so  wenig  es  auch  sei,  van  der  Kroisform  abweicht. 

Im  Falle  der  genau  kreisförmigen  Begrenzung  erhalten  wir  durch 
Superposition  zweier  Normalschwingungen  von  gleicher  Periode,  aber 
verschiedener  Phase,  eine  Lösung 

£  =  C,J,(kr)  ■  coa(et  T  s0  +  i).  (12) 

Dies  stellt  ein  System  von  Wellen  dar,  welche  sich  um  das  Zentrum 
mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  —  in  der  positiven  oder  negativen 
Richtung  von  0  unverändert  bewegen.  Aus  Gleichung  (4)  des  §  187 
sieht  man  leicht,  daß  die  Bahn  jedes  Teilchens  eine  Ellipse  ist,  wobei 
die  eine  Hauptachse  längs  des  Radiusvektors  liegt.  Dies  ist  alles  mit 
der  allgemeinen  Theorie  in  Einklang,  auf  welche  in  §  167  hingewiesen 
wurde. 

Die  interessantesten  Schwingungen  der  unsymmetrischen  Klasse 
sind  diejenigen,  welche  dem  Werte  s  —  1  entsprechen,  z.  B. 

5  =  AJX  (kr)  cos  0  ■  cos  (et  +  i),  (13) 

wo  k  durch 

J,'(»a)-0  (14) 

bestimmt  ist. 

Die  Wurzeln  hiervon  sind*) 

^  =  0,586,     1,697,    2,717.  (15) 

Wir  haben  jetzt  einen  Durchmesser  0  =  ■  ™  als  Knotenlinie,  dessen 
Lage  jedoch  unbestimmt  ist,  weil  die  Nulllage  des  Winkels  0  will- 
kürlich ist.  Für  die  entsprechenden  Schwingungen  hei  elliptischer 
Begrenzung  wäre  diese  Knotenlinie  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  sie 
müßte  entweder  mit  der  großen  oder  kleinen  Hauptachse  zusammen- 
fallen, und  die  Frequenzen  würden  sich  ungleich  ergeben. 

1)  Siehe  Lord  Rarleighs  Lehrbuch,  g  39.  Eise  allgemeine  Formel  von 
Prof.  J.  Ho  Mahon  zur  Berechnung  der  Wurzeln  von  J,'  (ka)  —  0  ist  bei  Gray 
und  Mathowa,  I.  c,  8.  168,  gegeben. 
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Die  beiden  Figuren  zeigen  die  Höhenlimea  der  freien  Oberfläche 
für  die  zwei  ersten  Schwingungen  der  vorhegenden  Klasse.  Diese 
Linien  treffen  die  Grenze  recht 
winklig,  wie  aus  der  allge- 
meinen Grenzbedingung  der 
Gleichung  (2)  des  §  188  zn 
ersehen  ist.  Die  Schwingungen 
der  einzelnen  Teilchen  ge- 
schehen in  geraden  Linien 
senkrecht  zu  den  Höhen- 
linien gemäß  Gleichung  (4)  des 
§  187.  Die  Form  der  Quer- 
schnitte der  freien  Oberfläche 
mit  Ebenen  durch  die  2-Achse 
gibt  die  Kurre  y  ~  Jt  (s)  auf 
Seite  333. 

Die  erste  der  beiden  ge- 
zeichneten Schwingungen  hat 
von  allen  Normal  Schwingungen 
die  längste  Periode.  In  ihr 
schwingt  das  Wasser  von  einer 
Seite  zur  andern,  etwa  wie 
bei  der  langsamsten  Schwin- 
gung in  einem  an  beiden 
Enden  verschlossenen  Kanal 
(§  177).  Bei  der  zweiten 
Schwingnngsform  tritt  eine 
kreisförmige  Knotenlinie  auf, 
deren  Radius  durch  die  kleinste 
Wurzel  von  J1(itr)=0  bestimmt 
ist;    diese  gibt  r  —  0,7 1 9  o.1) 

Der  Vergleich  der  vor- 
stehenden Untersuchung  mit 
der  allgemeinen  Theorie  der 
kleinen    Schwingungen,    auf    welche    in    §    167     Bezug    genommen 

1)  Die  Schwingungen  einer  Flüssigkeit  in  einem  kreisförmigen  Becken  von 
beliebiger  gleichförmiger  Tiefe  sind  von  Poissoii  behandelt:  „Sur  les  petites  oscil- 
lationa  de  l'cau  contenue  dann  an  eylindre",  Ann.  de  Gergonne,  IS,  S.  226,  1838 
—  1829.  Die  Theorie  der  Besselachen  Funktionen  war  zn  jener  Zeit  nicht  aas 
gebildet,  and  die  Resultate  worden  also  nicht  gedeutet.  Die  vollständige  Lösung 
der  Aufgabe,  zugleich  mit  numerischen  Einzelheiten,  wurde  unabhängig  von 
Rayleigh  gegeben,  Phil.  Mag.  (5),  1,  8.  257,  1876  (Sc  Paper»,  Bd.  1,  S.  2G). 

Die  Untersuchung  im  Text  ist  natürlich  auf  den  Fall  beschrankt,  daB  die 
Tiefe  klein  gegen  den  Radius  ist.  Poissons  und  Lord  Rayleighs  Lösung  für  den 
Fall  endlicher  Tiefe  werden  in  Kapitel  IX  berücksichtigt  werden. 
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wnrde,  führt  auf  einige  wichtige  Eigenschaften  der  Beaselachen  Funk- 
tionen. 

Da  das  Gesamtvolumen  des  Wassere  unverändert  bleibt,  müssen 
wir  zunächst 

trä$dr-0  (16) 


// 


haben,  wo  g  irgend  eine  der  durch  Gleichung  (4)  gegebenen  Formen 
hat.  Für  s  >  0  wird  dies  wegen  des  trigonometrischen  Faktors 
cobsO  oder  sin  80  von  selbst  erfüllt.  Im  symmetrischen  Fall  erhält 
man 

fj0(kr)rär~0.  (17) 

Da  ferner  die  allgemeinste  freie  Bewegung  des  Systemes  durch 
Superposition  von  NoimalBchwingungen,  jede  mit  einer  willkürlichen 
Amplitude  und  Epoche,  erhalten  werden  kann,  so  folgt,  daß  ein  be- 
liebiger Wert  von  £,  welcher  der  Bedingung  (16)  genügt,  in  eine 
Reihe  der  Form 

t  -  2Z(A,  cos  s0  +  B,  ain  s0)J,(hr)  (18) 

entwickelt  werden  kann,  wo  die  Summationen  über  alle  ganzzahligen 
Werte  von  s  (einschließlich  0)  und  für  jeden  Wert  von  s  über  alle 
Wurzeln  k  der  Gleichung  (5)  zu  erstrecken  sind.  Wenn  die  Koeffi- 
zienten A,  und  Bg  als  Funktionen  von  t  betrachtet  werden,  so  gibt 
die  Gleichung  (18)  den  Wert  der  Oberflächenerhebung  in  irgend 
einem  Augenblick.  Die  Größen  At  und  Bt  sind  dabei  die  Normal- 
koordinaten des  vorliegenden  Systemes  (§  167);  durch  diese  ausge- 
drückt müssen  sich  die  Formeln  für  die  kinetische  und  potentielle 
Energie  auf  Summen  von  Quadraten  reduzieren.  Betrachten  wir  z.  B. 
die  potentielle  Energie 


i  ist  nötig,  daß 


r-istfß'dxdy,  (19) 


ff' 


urd8är-0, 


wo  m>j  und  wt  irgend  zwei  Glieder  der  Entwicklung  (18)  sind.  Wenn 
w1  und  wt  Kosinusse  oder  Sinusse  verschiedener  Vielfacher  von  0 
enthalten,  wird  dies  sogleich  durch  Integration  in  Bezug  auf  &  be- 
stätigt; aber  wenn  wir 

Wj  =  J,(k,r)  cossÖ, 

w.  —  J,(hr)  cos  80 
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nehmen,  wo   ^  and  ^   irgend   zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Glei- 
chung (5)  sind,  so  erhalten  wir 


/ 


J.(kr)-J.(hr)r<lr-<>'  (21) 


Dia  allgemeinen  Resultate,  von  denen  die  Gleichungen  (17)  und 
(21)  nur  besondere  Fälle  sind,  lauten: 

J'j0(ir)rir--iJi'(io)  (22) 

(siehe  Gleichung  (10)  des  §  102),  und 

fj.MJ.Mrtr-  (2]J) 

In  dem  Falle  k1  =  Jct  wird  der  letzte  Ausdruck  unbestimmt;  die  Aus- 
wertung in  der  üblichen  Weise  gibt 

/{^(iaJI'rdr-iti'o'IJ/tMC  +  tiV-s'JIJXt»))'].    (24) 

Betreffs  des  mathematischen  Beweises  dieser  Formeln  müssen  wir  auf 
die  Werke  verweisen,  welche  in  §  101  zitiert  wurden. 

Die  kleinen  Schwingungen  einer  ringförmigen  Wasserfläche,  die 
von  konzentrischen  Kreisen  begrenzt  ist,  lassen  sich  theoretisch  mit 
Hilfe  der  Besselschen  Funktionen  zweiter  Art  leicht  behandeln.  Der 
einzige  Fall  von  besonderem  Interesse  ist  jedoch  der,  wo  die  Radien 
nahezu  gleich  sind;  wir  haben  somit  einen  in  sich  zurücklaufenden 
Kanal,  und  die  Lösung  ergibt  sich  einfacher  aus  §  180. 

Die  Methode  kann  auch  auf  den  Fall  eines  Kreissektors  mit  be- 
liebigem Winkel  angewendet  werden1),  ferner  auf  eine  Wasserachicht, 
welche  von  zwei  konzentrischen  Kreisbögen  und  von  zwei  Radien 
begrenzt  ist. 

§  180.  Als  ein  einfaches  Beispiel  erzwungener  Schwingungen 
nehmen  wir  an,  daß  die  StÖrungskräfte  so  beschaffen  sind,  daß  die 
Erhebung  nach  der  Gleichgewichtstheorie  durch 

£  _  C  (— Y  cos  sß  ■  cos  (ff  t  +  s)  (25) 


1)  Siehe  Lord  R&yleigh,  Theoty  of  Sound,  §  839. 
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bestimmt  wäre.     Dies  gibt 

sodaß  die  Gleichung  (12)  des  §  187  sieb  auf  die  Form  (1)  reduzier^ 
und  die  Losung 

£  =  AJ,  (kr)  cos  sd  ■  cos  (et  +  e)  (26) 

lautet,  wo  A  eine  Konstante  ist.  Die  Grenzbedingung  (14)  des  §  187  gibt 

AkaJt'(ka)  ==  sC, 
folglich : 

E  -  G  äf$a) cos  s<)  ■ cos  (<*  + e)  •'  <27> 

Der  Fall  s  =  1  ist  interessant,  da  er  einer  gleichförmigen  hori- 
zontalen Kraft  entspricht;  das  Resultat  kann  mit  demjenigen  des 
§  178  verglichen  werden. 

Aus  dem  Falle  s  —  2  könnten  wir  eine  rohe  Darstellung  der 
halbtägigen  Gezeiten  für  ein  Becken  am  Erdpol  erhalten,  welches  von 
einem  kleinen  Breitenkreis  begrenzt  ist,  abgesehen,  daß  die  Erd- 
rotation bisher  nicht  in  Rechnung  gezogen  ist. 

Wir  weisen  darauf  hin,  daß  der  Ausdruck  für  die  Amplitude  der 
Schwingung  für  «7/  (ka)  —  0  unendlich  wird.  Dies  steht  mit  eiosm 
allgemeinen  Satze  in  Einklang,  wovon  mehrere  Beispiele  bereits  vor- 
gekommen sind;  die  Periode  der  Störungskraft  ist  nämlich  derjenigen 
einer  der  freien  Schwingungen  gleich,  die  im  vorhergehenden  Para- 
graphen untersucht  wurden. 

§  181.  Wenn  die  Wasserschicht  variable  Tiefe  besitzt,  so  ergibt 
die  Untersuchung   am  Anfang   des  §  187    als   Kontinuitätsgleichang 

dt  S(h*)       3(hv)  , 

0(~         dx  dy 

Die  Bewegungsgleichungen  (2)  des  §  187  bleiben  natürlich  nngeändert 
Durch  Elimination  von  £  finden  wir  also  für  die  freien  Schwingungen 

Wenn  der  Zeitfaktor  ^(,T'+*)  lautet,  erhalten  wir  somit 

Ä(»Ä)  +  Ä(*©  +  7'-°-  » 

Wenn  h  eine  Funktion  von  r,  dem  Abstand  vom  Ursprungspnnkt, 
allein  iBt,  kann  dies 

h^t  +  gg  +  jt-O  (*) 

geschrieben  werden. 

Als   einfaches  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  eines  kreisförmigen 
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Beckens  nehmen,  dessen  Tiefe  vom  Mittelpunkt  ans  nach  dem  Band 
hin  gemäß  dem  Gesetze 

*-*.(» -5)  (») 

allmählich  abnimmt.  Führen  wir  Polarkoordinaten  ein,  und  nehmen 
wir  an,  daß  £  wie  cossf?  oder  sin  so  variiert,  so  erhält  Gleichung  (4) 
die  Form 

Dasjenige  Integral  dieser  Gleichung,  welches  im  Ursprongspunkte 
endlich  ist,  läßt  sich  leicht  durch  eine  ansteigende  Reihe  darstellen. 
Setzen  wir  nämlich 

{-SA,  (-£-)",  fl) 

wo  die  Kreisfunktionen  der  Kürze  halber  ausgelassen  sind,  so  ist  die 
Beziehung  zwischen  aufeinanderfolgenden  Koeffizienten 

(m'-SV„-  (»(•»-  2)  ->•-'-£]  A„_„ 
oder  wenn  wir 


9*.    " 


,(»-2)-s>  (8) 


schreiben,  wo  n  noch  nicht  als  ganzzahlig  angenommen  wird, 

(m*  -  ^)  A^  -  (m  -  »)  (m  +  «  -  2)A„,_3.  (9) 

Die  Gleichung  wird  also  durch  eine  Reihe  Ton  der  Form  (7)  be- 
friedigt, welche  mit  dem  Glied  At-  {-  \  beginnt,  während  die  folgen- 
den Koeffizienten  dadurch  erhalten  werden,  daß  man  in  Gleichung  (9) 
m  =  s  +  2,  s  +  4,  ■  ■  ■  setzt.     Wir  finden  also 

.  ("») 


E      ''Hl'  2(2T+!)        »•  + 


+ 


(»_.-!)  (.-l-i);«  +  ,)  (n  +  .  +  i)  r 


oder  in  der  gebräuchlichen  Schreibweise  der  hypergeometrischen  Reihe 
t-A,£-F(«,ß,r,'j),  (11) 

WO 

y^s  +  1. 
Da  demgemäß  y  —  a  —  ß  =  0  ist,  so  konvergiert  die  Reihe  nicht  für 
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r  —  o,  außer  wenn  sie  abbricht.  Diee  kann  Dnr  eintreten,  wenn  « 
eine  ganze  Zahl  von  der  Form  s  +  %j  ist.  Die  entsprechenden  Werte 
von  a  sind  dann  durch  Gleichung  (8)  gegeben. 

Für  die  symmetrischen  Schwingungen  (s  =  0)  haben  wir 

£  -  4,  ( l ^—  -a,  + 1*.2«  ^ J>    W 

wo  j  irgend  eine  ganze  Zahl  sein  kann,  welche  größer  als  1  ist  Es 
kann  gezeigt  werden,  daß  dieser  Ausdruck  für  j  —  1  Werte  von  r 
zwischen  0  und  a  verschwindet,  was  das  Vorhandensein  von  j  —  1 
kreisförmigen  Knotenlinien  andeutet.    Der  Wert  von  ff  ist  dabei  durch 

«>_4j(j'-l)y  (13) 

bestimmt.  Darum  hat  die  langsamste  symmetrische  Schwingung 
(J  —  2)  einen  Kreis  mit  dem  Radius  0,707  a  als  Knotenlinie;  ihre 
Frequenz  ist  durch 

bestimmt. 

Unter  den  unsymmetrischen  Schwingungen  ist  wohl  die  lang- 
samste für  einen  gegebenen  Wert  von  s  diejenige,  für  welche  «=s-f-2; 
in  diesem  Falle  haben  wir 

£  —  A,  £  cos  $$  cos  (et  +  «)i 

wo  der  Wert  von  ff  durch 


J\ 


(14) 


gegeben  ist. 

Die  langsamste  Schwingung  unter  allen  iet  diejenige,  für  welche 
s  — ■  1,  n  —  3;  die  freie  Oberfläche  bildet  dann  immer  eine  Ebene. 
Durch  Vergleich  mit  Gleichung  (16)  deB  §  189  wird  gefunden,  d&fi 
die  Frequenz  der  0,768"  Teil  von  derjenigen  der  entsprechenden 
Schwingung  in  einem  kreisförmigen  Becken  von  gleichförmiger  Tiefe  A, 
und  von  demselben  Radius  ist 

Wie  in  §  190  könnten  wir  sogleich  den  Ausdruck  für  die  Oe- 
.  Zeitenbewegung  hinschreiben,  welche  von  einer  gleichförmigen  hori- 
zontalen periodischen  Kraft  erzeugt  würde,  oder  allgemeiner  für  des 
Fall,  wo  die  Störungskraft  ein  Potential  von  der  Form 

ß  =  Cr*  cos  s$  cos  (et  +  s) 
besitzt. 

§  192.  Wir  wollen  diese  Erörterungen  über  „lange"  Wellen 
auf  ebenen  Wasserflächen  durch  eine  Untersuchung  über  die  Art  der 
Fortpflanzung  von  Störungen  von  einem  Mittelpunkte  ans  in  einer  un- 
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begrenzten  Schicht  von  gleichförmiger  Tiefe  vervollständigen.  Der 
Einfachheit  halber  wollen  wir  nnr  den  Fall  der  Symmetrie  betrachten, 
wo  die  Erhebung  £  eine  Funktion  des  Abstandes  r  vom  Urspruugs- 
punkt  der  Störung  ist.  Dies  wird  uns  auf  einige  auffallende  und 
zum  Teil  wichtige  Eigentümlichkeiten  führen,  welche  die  Fortpflanzung 
von  Wellen  in  zwei  Dimensionen  begleiten. 

Die  Untersuchung  einer  periodischen  Störung  erfordert  den  Ge- 
brauch einer  Besselschen  Funktion  ^weiter  Art",  über  welche  einige 
Vorbemerkungen  gemacht  werden  mögen. 

Um  die  Gleichung 

durch  bestimmte  Integrale  zu  lösen,  nehmen  wir  an'),  daß 

<p-fe—'Tdt,  (2) 

wo  T  eine  Funktion  der  komplexen  Variablen  (  ist,  und  die  Integra- 
tionsgrenzen noch  zn  bestimmen  sind.  Dies  ergibt  nach  einer  par- 
tiellen Integration 

Die  Gleichung  (1)  wird  demgemäß  durch 

*-fmk  (3) 

erfüllt,  vorausgesetzt,  daß  der  Ausdruck 

an  den  Integrationsgrenzen  verschwindet.  Wenn  wir  daher  annehmen, 
daß  e  reell  und  positiv  ist,  oder  daß  jedenfalls  sein  reeller  Bestand- 
teil positiv  ist,  so  kann  das  Integral  (3)  längs  eines  Weges  genommen 
werden,  welcher  irgend  zwei  von  den  Punkten  i,  —  i,  +  oo  in  der 
Ebene  der  Variablen  t  verbindet.  Aber  zwei  verschiedene  Wege, 
welche  dieselben  Punkte  verbinden,  werden  nicht  notwendig  dasselbe 
Resultat  ergeben,  wenn  einer  der  Verzweigungspunkte  (t  =  ±  i)  der 
Funktion  unter  dem  Integralzeichen  zwischen  ihnen  liegt 
Wir  haben  z.  B.  die  Losung 


/(-•'dt 
V 


Vfr+iV 


1)  Forijth,  Differential  Equatians,  Kap.  VII.  Die  ajitem  etliche  Anwendung 
dieser  Methode  auf  die  Theorie  der  Beeaelscheri  Funktionen  stammt  von  Kunkel, 
„Die  Cylindert'unktionen  erster  and  zweiter  Art",  Math.  Ann.,  1,  8.  467,  1869. 
Siehe  Gray  und  Mathewg,  Kap.  VII. 

Digmzedoy      >  ^ 
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wo  der  Integration  weg  der  Teil  der  imaginären  Achse  ist,  welcher 
zwischen  den  angegebenen  Grenzen  liegt,  und  wobei  derjenige  Wert 
der  Quadratwurzel  zu  nehmen  ist,  welcher  für  t  ~  0  zu  1  wird. 
Wenn  wir 

t  - 1  +  in 

schreiben,  erhalten  wir 

i     u  *» 

w.-i  f  V-*—  -  »*  fco8(*cosfr)d#  =  ijrJ.(*),  (4) 

was  die  bereits  bekannte  Lösung  ist  (§  100). 

Eine  unabhängige  Lösung  wird  erhalten,  wenn  man  das  Integral  (3) 
längs  der  ij-Achse  vom  Punkte  (0,  i)  bis  zum  Ursprungspunkt,  und 
dann  längs  der  |  Achse  bis  zum  Punkte  (oo,  0)  erstreckt.  Dies  gibt 
mit  der  gleichen  Festsetzung  betreffs  der  Quadratwurzel 

Wählen  wir  andere  Paare  von  Grenzen  und  andere  Integrations- 
wege, so  erhalten  wir  andere  Formen  von  <p,  aber  diese  müssen  alle 
mit  qpt  oder  <ps,  oder  mit  linearen  Kombinationen  derselben  identisch 
sein.  Insbesondere  sind  einige  andere  Formen  von  q>s  von  Bedeutung. 
Es  ist  bekannt,  daß  der  Wert  des  Integrals  (3)  null  ist,  wenn  dieses 
über  eine  geschlossene  Kurve  erstreckt  wird,  welche  die  Verzweigungs- 
punkte (t  =  -±  i)  ausschließt.  Wir  wollen  zuerst  als  Integrationsweg 
ein  Rechteck  nehmen,  von  welchem  zwei  Seiten  mit  den  positiven 
£■  und  rj- Achsen  zusammenfallen,  mit 
Ausnahme  eines  kleinen  halbkreisför- 
migen Ausschnittes  um  den  Punkt  t  =  i, 
während  die  Übrigen  Seiten  im  Unend- 
lichen liegen.  Man  sieht  leicht,  daß  die 
Teile  des  Integrals,  die  von  den  un- 
'P- endlich  fernen  Seiten  herrühren,  ver- 
schwinden werden,  entweder  wegen  des 
Verschwindens  des  Faktors  e-**,  wenn 
£  unendlich,   oder  wegen  der  unendlich 

raschen  Schwankung  der  Funktion  - — , 
wenn  i\  unendlich  wird.  Wir  können  darum  den  Weg,  welcher  hei 
Bildung  der  Gleichung  (5)  benutzt  wurde,  durch  denjenigen  ersetzen, 
welcher  sich  auf  der  ij-Achse  vom  Punkte  (0,  f)  bis  zum  Punkte 
(0,  i  oo)  erstreckt,  vorausgesetzt,  daß  die  Stetigkeit  der  Quadrat- 
wurzel gewahrt  bleibt.     Wenn  nun  die  Variable  t  in  einer  dem  Uhr- 

Dfrtizedoy  G00gle 
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seiger  entgegengesetzten  Richtung  den  kleinen  Halbkreis  umläuft,  so 
ändert  sich  die  Wurzel  stetig  Ton  yi  —  tj'  bis  zu  i  Y^f  —  1 .  Wir 
haben  deshalb 

Diese   Lösung   ist  für  den   Fall    divergierender  Wellen   besonders   ge- 
eignet  Eine  andere  Ableitung  derselben  wird  im  X.  Kapitel  Platz  finden. 
Wenn   wir   die   imaginären  Teile   von   (5)   und  (6)   gleichsetzen, 
erhalten  wir 

JJ,(f)  —  —   I   sin  (z  cosh  w)  du,  (7) 

eine  Formel,  welche  man  Mehler  verdankt.1) 

Es  empfiehlt  sich,  eine  besondere  Schreibweise  für  die  Funktion 
in  Gleichung  (6)  einzufahren;  wir  schreiben 


».(»)-/«■ 


(8) 


Dies  ist  gleichbedeutend  mit 

AM -■*.(»)-**••■'.(«),  P>) 

WO 

*;(*)  =  f  cob  f>  cosh  u)du.*)  (10) 

Setzen  wir  die  reellen  Teile  von  (5)  und  (6)  einander  gleich,  so 
haben  wir  ferner 

*;(,)  _/V«""<*,ii  -  Jsin  C*  cos  &)d&.  (11) 

1)  ÄaÄ.  ^Inn.,  6,  1878. 

3)  Was  K„  betrifft,  so  iat  diese  Schreibweise  von  Heine  und  (mit  Ausnahme 
«ine«  konstanten  Faktors)  von  H.  Weber  gebraucht  worden.  Der  Leser  mag 
jtdoch  beachten,  dafi  das  gleiche  Symbol  in  wenigstens  zwei  anderen  ver- 
schiedenen Bedeutungen  in  der  Theorie  der  Besselschen  Funktionen  gebraucht 
»Orden  ist 

Die  Wahl  der  NormallOaung  zweiter  Art  ist  gewissermaßen  eine  Sache  der 
tbtreinkunft,  da  die  Differentialgleichung  (1)  stets  befriedigt  wird,  wenn  wir 
ein  Vielfaches  von  /,  (z)  hinzufügen.  In  der  gebräuchlicheren  Schreibweise 
Üben  wir 

x,W--r,(j)  +  Ciog*-70/„(i), 

•o  j  —  0,6772  .  .  .  (die  Eulersche  Konstante)  ist. 

Eine  Tafel  der  Funktion  Kt{e)  ist  von  B.  A.  Smith  aufgestellt  wurden; 
■Wie  JM.  Mag.  (5),  »6,  S.  128,  1898. 


- 
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Aas  demselben  Grande  kann  der  Weg  für  <pt  durch  die  Linie 
ersetzt  werden,  welche  vom  Punkte  (0,  i)  parallel  zur  j; -Achse  ge- 
zogen ist  (siehe  die  punktierte  Linie  in  der  Figur).  Um  die  Kon- 
tinuität von  yl  +  (*  zu  versichern,  beachten  wir,  daß  der  Wert  der 
Quadratwurzel  von  Vi—  vf  biB  nahezu  &'"Y2\  geht,  wenn  (  den 
unteren  Quadranten  des  kleinen  Halbkreises  durchläuft.  Setzen  wir 
( =  i  +  |,  so  haben  wir  also  längs  der  punktierten  Linie 


)-eh 


et"  1/(2|  -«>), 

wo  der  Wert  der  rechten  Quadratwurzel  so  zu  wählen  ist,  daß  er  reell 
and  positiv  ist,  wenn  |  unendlich  klein  wird.     Also: 


-fi^m^-w—i^1-^-^ 


(12) 


Wenn  wir  das  Binom  entwickeln  und  gliedweise  integrieren,  finden  wir 
wobei  wir  die  Formeln 


f^HA-Sf-j 


/' 


«r.({-*«-5SSzi«_i 


r+4  i5^       "3 


8  ■  ■  ■  (2m 


(14) 


verwendet  haben. 

Wenn  wir  die  imaginären  Teile  der  Gleichung  (13)  isolieren,  so 
erhalten  wir  durch  Vergleich  mit  (9) 

J.W-(£)*{*«M*  +  **)-s<»('  +  **)},      (16) 


«(MT-r       4,(8,)'  I  (16) 

S  l*  ''•»'•»'    . 

ö       l!(8f)         81(8*)'    "■  I 

Ein  ähnlicher  Ausdruck  für  K0  (e)  könnte  leicht  bingeBcbrieben  werden. 
Die  Reihen  in  den  Formeln  (13)  und  (16)  sind  von  der  Art, 
welche  „semi konvergent"  oder  „asymptotisch"  heißen;  d.  h.  für  ge- 
nügend große  Werte  von  e  können  die  aufeinanderfolgenden  Glieder 
anfangs  zwar  abnehmen,  doch  sie  wachsen  schließlich  ohne  Grenze; 
aber  wenn  wir  bei  einem  kleinen  Glied  aufboren,  bekommen  wir  ein 

DigmzedDy  G00gle 
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annähernd    richtiges  Resultat.1)     Dies    wird  durch  eine  Prüfung  des 
Restgliedes  in  der  Entwicklung  von  Gleichung  (12)  bewiesen. 

Es  folgt  aus  Gleichung  (15),  daß  die  größeren  "Wurzeln  der 
Gleichung  J0(z)  —  0  sich  denen  von 

ein  (*  +  *«)- 0  (17) 

asymptotisch  nähern. 

Die  Reihe  in  Gleichung  (13)  gibt  ein  anschauliches  Bild  von 
dem  Verhalten  der  Funktion  D0(e)f  wenn  z  groß  ist.  Wenn  dagegen 
e  klein  ist,  so  wird  J)0(e)  sehr  groß,  wie  aus  den  Gleichungen  (9) 
und  (11)  erhellt.  Eine  vollständige  Formel,  die  auf  diesen  Fall  paßt, 
läßt  sich  nur  durch  ein  etwas  indirektes  Veifahren  ableiten;  aber  eine 
Annäherung  kann  folgendermaßen  ausgeführt  werden.  Im  Hinblick 
auf  Gleichung  (11)  haben  wir 


■\dv 


Dan  erste  Glied  gibt7) 

-r-logi#  +  ---,  (19) 


(18) 


l* 


und  die  Übrigen  sind  im  Vergleich  hierzu  klein.    Folglich  erhalten 
wir  aus  (9)  und  (11) 

D„  (z )  -  -  log  ±  *  -  y  -  \  ix (20) 

Es  folgt,  daß 

lim  #2V  00-- V)  (21) 


1)  Veigl.  Whittaker,  Modern  Anälym,  Kap.  VIII.  Die  senri konvergente 
Entwicklung  von  Jv(t)  stammt  von  Poisaon,  Joutn.  de  l'Äeole  Polt/t,  Hett  19, 
S.  349,  1823;  eine  altenge  Untersuchung  dieser  und  anderer  analoger  Entwick- 
lungen wurde  von  Stokea  gegeben ,  f.  c,  S.  883.  Das  Bestglied  wurde  von  Lip- 
sebitz,  OrtOea  Journ.,  66,  8.  189,  166»,  untersucht.   Tergl.  Ilankel,  I.  c,  S.  841. 

2)  De  Morgan,  Differtntial  and  Integral  Calcvlus,  London  1*42,  8.  663. 

S)  Die  Bebaelachtn  Funktionen  zweiter  Art  wurden  zuerst  vollständig  unter- 
sucht und  für  die  Löaung  physikalisch« r  Aufgaben  in  arithmetisch  verständlicher 
Form  geeignet  gemacht  durch  Stokea,  in  einer  Reibe  von  Abhandlungen,  die  in 
den  Camb.  Trans,  veröffentlicht  worden  Bind.  Mit  Hüte  der  modernen  Funk- 
tionentheorie sind  die  Methoden  durch  Lipschitz  u.  a.  sowie  (besonders  von  physika- 
lischem Standpunkt  aus)  durch  Lord  Rayleigh  vereinfacht  worden.  Diese  späteren 
Kunstgriffe  sind  im  Text  benutzt  worden. 

■ig  z      y  ^ 
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§  193.  Wir  können  jetzt  zu  dem  Wellenproblem  übergehen, 
welches  am  Anfang  des  §  192  aufgestellt  worden  ist.  Wir  wollen 
zwecks  Bestimmtheit  der  Vorstellungen  annehmen,  daß  die  Störung 
durch  einen  veränderlichen  Druck  pa  verursacht  wird,  der  auf  die 
Oberfläche  wirkt.  Unter  dieser  Voraussetzung  werden  die  Bewegung? 
gleichongen  am  Anfange  des  §  187  durch 


a»  _  _    dt  ___  i  dp, 

dt=      9  dx       t   di 

fo }_  dt  _  2.  dp, 

di  p  3y        «  ~cy 


m 


ersetzt,  während  wie  vorher 

Wenn  wir  das  Geschwindigkeitspotential  in  Gleichongen  (1)  ein- 
fuhren, erhalten  wir  durch  Integration 


d<p  _ 


!>£  +  «•  (3) 


Wir  können  annehmen,  daß  p0  sich  auf  die  Schwankung  des  Druckes 
bezieht,  und   daß   die  willkürliche  Funktion  von  t,   welche  in  <p  ein- 
geschlossen ist,  so   gewählt  wird,  daß  für  die  Gebiete,  welche  nicht 
von  der  Störung  getroffen  sind,  -?-  =  0  ist.     Eliminieren   wir  g  mit  . 
Hilfe  der  Gleichung  (2),  so  haben  wir 

I'? -»**>»+ -Bf-  w 

Wenn  tp  hierdurch  bestimmt  ist,  so  ist  der  Wert  von  £  aus  Gleichung  (3) 
zu  erhalten. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  p„  nur  innerhalb  eines  engen 
Gebietes  in  der  Nähe  des  Ursprungs  merkliche  Größe  besitzt1)  Wenn 
wir  die  Gleichung  (4)  mit  fixdy  multiplizieren  und  über  das  be- 
treffende Gebiet  integrieren,  so  kann  die  linke  Seite  vernachlässigt 
werden,  und  wir  finden 

wo  ds  ein  Element  der  Grenzlinie  des  Gebietes  ist,  und  an  eich  auf 
die  horizontale  Normale  bezieht,   welche   zu  Ss  nach  außen  gezogen 


1)  Eh  wird  verlangt,  daß  die  Dimensionen  des  Gebietes  gegen  die  Wellen- 
längen, im  allgemeinen  Sinne  des  §  171,  klein  seien.  Andererseits  muß  man 
jedoch  annehmen,  daß  die  Dimensionen  groß  gegen  h  sind. 
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ist  Der  Ursprungspunkt  kann  somit  als  eine  zweidimensionale  Quelle 
Tod  der  Intensität 

«<>-&%  («) 

.    angesehen  werden,  wo  P0  den  Integralwert  dee  Druckes  bezeichnet. 
Fahren    wir  Polarkoordinaten  ein,   so   haben  wir  die  Gleichung 

wo  &  —  gh,  zu  erfüllen,  unter  der  Bedingung,  daß 

Ji_nj(_2Är|j)  =  /-(0,  (8) 

wobei  f(t)  die  Ergiebigkeit  der  Quelle  im  obigen  Sinne  bedeutet. 

Im    Falle   einer   periodischen  Quelle    von    der   Ergiebigkeit   e"" 
nimmt  Gleichung  (7)  die  Form 

U  +  V-&  +  *'»-0  (9) 

an,  wo  Je  —  — ,  and  die  betreffende  Lösung  lautet: 

2*9>-D0(*r)e"")  (10) 

wobei  der  konstante  Faktor  durch  Gleichung  (21)  des  §  192  bestimmt 
worden  ist.     Nehmen  wir  den  reellen  Teil,  so  haben  wir 

2nip  —  Ko(kr)  cos  <st+  $xJ0(kr)  sin  at,  (11) 

dar  Ergiebigkeit 

f(t)  =  cos  et 
entsprechend. 

Für    große  Werte    von  kr  nimmt  das  Resultat  (10)   näberungs- 
weise  die  Form 

an.  Die  Verknüpfung  t  —  deutet  an,  daß  wir  in  der  Tat  die  Lösung 
erhalten  haben,  welche  der  Darstellung  divergierender  Wellen  zukommt. 
Es  ergibt  sich,  daß  die  Höhe  der  ringförmigen  Wellen  sich 
schließlich  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzel  der  Entfernung  vom 
Anfangspunkte  verhält 

§  184.     Die    Lösung,   welche   wir   für   den    Fall   einer   einfach 
harmonischen  Quelle  &"'  erhalten  haben,  kann 

2x<p=f&a{'~7eoi,iU)du  (13) 

geschrieben  werden. 


VIII.  Flutwellen. 


Dies  fahrt  auf  ein«  Verallgemeinerung  vermittels  des  Fourier- 
schen  Satzes;  es  sollte  nämlich  die  Formel 

2  äV  -  ffO—  ^coshujdu  (14) 

die  Störung  darstellen,  welche  von  einer  Quelle  f(t)  im  Ursprungs 
punkte  herrührt.  Es  wird  natürlich  vorausgesetzt,  daß  f(t)  so  be- 
schaffen ist,  daß  das  Integral  konvergiert;  dieBe  Bedingung  wird  selbst- 
verständlich erfüllt,  wenn  die  Quelle  nur  seit  einer  gewissen  Zeit  in 
Wirkung  ist.  Eine  vollständigere  Formel,  welche  sowohl  die  kon- 
vergierenden wie  die  divergierenden  Wellen  umfaßt,  ist1) 

2n<p  —ff  (t  -  £  cosh  m)  du  +  jF  (t  +  ~  cosh  «)  du.      (15) 

Die  Lösung  (16)  kann  unter  gewissen  Beschränkungen  durch 
Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  (7)  bestätigt  werden.  Nehmen 
wir  das  erste  Glied  allein,  so  finden  wir 

»■('GS  +  yfö-Sf)- 

—  /  (sinh* «•/"(*  —  -^coshtt)  —  -coehu-fU  —  ^coshu)!  du 

-~J^,f(t-jCOBhu)dtt £[sinhw-/''(r-£co6h«)]"J. 

Dies  verschwindet  offenbar,  wenn  f(i)  für  negative  Werte  von  t,  welche 
eine  gewisse  Grenze  übersteigen,  verschwindet.1) 
Ferner  ist 

—  2ar~—r  j  cosh  uf(t—  -cosh  ujdu 

—  ~  f(ahihu  +  er-)f(t—^coBh.u\dv 

_  _  [/■  (t- 1  coehu)]""  +  ~fr*f  (t- ~  cosh«)  dt* 

~  f  ('  ~  t)  +  ^f^  "?  ('  ""  c  C0Bn  •)  du 


1}  Der  Inhalt  der  §§  101—196  stammt  aus  einer  Arbeit  des  Verf.  „On 
Wavc-Propagation  in  Two  Dimeneiona",  Froe.  Lond.  Math.  Soc.,  35.  3.  Kl,  1902. 
Ein  Resultat,  da«  den  Gleichungen  (14)  und  (16)  gleichkommt,  erhielten  auf  eine 
andere  Weise  Volten»,  Acta  Math.,  16,  las«,  sowie  Levi-Civita,  Nuovo  Oimento  {t), 
6,  1887. 

2)  Der  Beweis  ist  demjenigen  sehr  ahnlich,  den  Levi-Civita  gegeben  hat 

Die  l.-d    ,  ^ 
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unter  der  gleichen  Bedingung.  Wenn  r  =  0  ist,  so  ist  der  Grenz- 
wert hiervon  f(t);  nnd  die  obige  Angabe  über  die  Intensität  der 
Quelle  bei  der  Gleichung  (14)  ist  demgemäß  bewiesen. 

Ein  ähnliches  Verfahren  ist  auf  das  zweite  Glied  von  Gleichung  (15) 
anzuwenden,  vorausgesetzt,  dafl  F{f)  für  positive  Werte  von  t  ver- 
schwindet, welche  eine  gewisse  Grenze  übersteigen. 

%  195.  Wir  können  Gleichung  (14)  verwenden,  um  die  Wirkung 
einer  von!  hergehenden  Quelle  zu  verfolgen,  die  sich  nach  irgend  einer 
einfachen  Vorschrift  mit  der  Zeit  ändert. 

Wenn  wir  annehmen,  daß  his  zu  dem  Zeitpunkte  t  =  0  alles  in 
Ruhe  ist,  sodaß  f(t)  für  negative  Werte  von  t  verschwindet,  so  er- 
sehen wir  aus  (14)  oder  aus  der  gleichwertigen  Form 


**-S 


'-S-rv  (16) 

-  (<'-•>■-«.) 

daß  <p  überall  null  bleibt,  solange  t  <  ■  ist.  Wenn  die  Quelle  über- 
dies nur  eine  endliche  Zeit  t  wirkt,  sodaß  f{t)  =  0  für  t  >  r,  so 
haben  wir  für  t >  i  +  - 


•     l(t  —  «i*  —  !L\ 


2xip 


Dieser  Ausdruck  verschwindet  in  der  Regel  nicht;  die  Welle  ist  dem- 
gemäß auf  der  Rückseite  nicht  scharf  abgegrenzt,  wie  es  auf  der 
Vorderseite  ist,  sondern  sie  hat  vielmehr  eine  Art  „ÄWeppe"*),  deren 
Form,  wenn  t groß  gegen  x  ist,  durch  die  Gleichung 


1)  Vom  analytischen  Standpunkt  iet  zu  bemerken,  daß  für  p0  =  0  die  Glei- 
chung (4)  in  der  Form 


geschrieben    werden    kann,    nnd    ilaß    Formel  (IT)    aus  einem    Aggregat    von 
Lösungen  vom  bekannten  Typus 

besieht. 

2)  Daa  Vorhandensein  der  Schleppe  im  Falle  zylindrischer  elektrischer 
Wellen  ist  schon  von  Heaviside  festgestellt  worden,  Phil.  Mag.  (6),  30,  1886 
(EUetrical  Papers,  Bd.  II). 
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2*,, i — ,ff(fi)de  (18) 

bestimmt  wird. 

Die  Erhebung  in  einem  beliebigen  Punkte  ist  durch  Gleichung  (3) 
gegeben,  nämlich 

Es  folgt,  daß 

"tdt-Q,  (20) 


/ 


vorausgesetzt,  daß  die  Anfangs-  nnd  Endwerte  von  a>  verschwinden. 
Es  kann  gezeigt  werden,  daß  dies  immer  der  Fall  sein  wird,  wenn 
f{t)  endlich  ist,  und  wenn  ferner  das  Integral 


Jflfli 


(21) 


konvergiert;  die  Bedeutung  dieser  Bedingungen  wird  aus  Gleichung  (6) 
ersichtlich.  Selbst  wenn  P0  immer  positiv  ist  und  der  Fluß  in  der 
Nahe  des  Ursprunges  also  gänzlich  nach  außen  gerichtet  ist,  wird 
folglich  die  Welle,  welche  irgend  einen  Punkt  passiert,  nicht  ans 
einer  Erhebung  allein,  wie  es  bei  dem  entsprechenden  eindimensionalen 
Problem  sein  würde,  sondern  im  einfachsten  Falle  aus  einer  Erhebung 
nnd  einer  nachfolgenden  Senkung  bestehen. 

§  196.  1.  Die  einfachste  Annahme,  welche  wir  wohl  machen 
können,  ist  die,  daß  P„  während  des  Intervalle«  (=  —  t  bis  t  —  +  r 
von  einem  konstanten  Werte  bis  zu  einem  anderen  wächst,  gemäß 
dem  parabolischen  Gesetze 

P,-A  +  s(t±Q, 

wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  t 
negativ  oder  positiv  ist.  Dies  gibt  f(t)  =  ±  1,  falls  ein  konstanter 
Faktor  ausgelassen  wird.     Die  Reduktion  der  Formel 


2  xgt  ~ff  {t~T-  cosh  «)  du  =(  —  r(ß)d9  (22) 

ist  jetzt  sehr  einfach;  wir  finden 
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2*ff£-0, 


—  coah' 


für  t <  —  -  t 
fllr  y-K*<7- 
für-7<«~  +  ir 


■  !*('  +  «> 


2cosh~"  *  — \-  cosh- 


c(t-0 


für  *>  —  +  t 


Die  folgende  Figur,  mit  £  ala  Ordinate  nnd  t  als  Abszisse  konstruiert, 
zeigt  den  Verlauf  der  Erhebung  £  in  einem  besonderen  Punkte 
(r  — IOOct),  während  die  Welle  Über  ihn  geht.  Innerhalb  der  ge- 
zeichneten Strecke  zeigt  die  gleiche  Kurve  auch  ziemlich  genau  das 
Wellenprofil  nach  einer  Zeit  t,  welche  ungefähr  gleich  100  t  ist, 
wobei  natürlich  angenommen  wird,  daß  die  Fortpflanzung  von  rechts 
nach  links  geschiebt.  Der 
Vorzeichen  Wechsel  und 
die  unbegrenzt  lange 
Schleppe  sind  zu  be- 
merken. 

2.  Die  Figur  zeigt 
gewisse  Eigentümlich- 
keiten, welche  von  den 
TJnstetigkeiten  der  Funk- 
tion /'(/)  herrühren.  Eine 
Einzelwelle,  frei  von  jeder  Diskontinuität,  wird  erhalten,  wenn  wir 
annehmen,  daß 

f<f)-el~,i,  (24) 

was  bewirkt,  daß  PD  von  einem  konstanten  Wert  bis  zu  einem  anderen 
gemäß  dem   Gesetze 

P0  =-  Ä  +  B  tang-1  -i  (25) 

wächst.  Der  störende  Druck  hat  jetzt  keinen  bestimmten  Anfang 
oder  Ende,  aber  der  Zeitraum,  innerhalb  dessen  er  merklich  ist,  kann 
beliebig  klein  gemacht  werden,  indem  man  %  klein  werden  läßt.  Zum 
Zwecke  der  Ausrechnung  ist  es  passend, 


anstatt   Gleichung  (24)   zu  nehmen   und  am   Schlüsse  nur  ■ 
ginären  Teil  beizubehalten .     Wir  haben  dann 


CM) 


2%<p 


-S—r* 2f—r y    ,      r '  (2,) 

c  °       c         \  TDl§lllzedD/C.oogie 


Wir  achreiben  jetzt 
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b  —  taogh  |  u. 
-£_,-,_  aV" 
.  L  -  ix  _  i,»e-"" 


(28) 


wobei  wir  annehmen  können,  daß  a,  b  positiv  sind,  und  daß  die 
Winkel  a,  ß  zwischen  0  nnd  \x  liegen.     Da 


{,-$+*,    v-li  +  i)1 


tang2a  = 


tang  20  —  - 


(29) 


so  folgt,  daß  a  ^s  i,  je  nachdem  i^O,  und   daß  immer  a  >  ß.    Hit 
dieser  Schreibweise  finden  wir 


.-/^, 


Um  den   Logarithmus   zu  deuten,   können   wir   in   der   Ebene  t 
komplexen  Variabein  b  die  Punkte 

ine  Auge  fassen.     Da   das  Integral    in  dem  zweiten  Glied  der  ( 


chung  (30)  längs  der  Linie  Ol  zu  nehmen  ist,  so  lautet  der  passende 
Wert  dös  dritten  Gliedes: 

wo  reelle  Logarithmen  und  positive  Werte  der  Winkel  vorausgesetzt 
sind.  Wir  finden  daher,  wenn  wir  alles  außer  dem  imaginären  Teile 
weglassen, 

'  ^-(t-PIQ)         (31) 


2xtp  - 


ab        l0«  IQ 


Spezielle  Arten  von  Quellen. 


als   die  Lösung,  welche   einer  Quelle  von  der  Form 

Eier  ist  , 

•"         »'  + !«»«>■(«  + fl  +  fv* 

-«a»oos(«-fl  +  W 
■infr-fl 


entspricht. 


tang  P2<?  -  ? 


wo  die  Werte  von  a,  b,  a,  ß,    durch  r   und  t   aasgedrückt,  aas  den 
Gleichungen  (29)  zu  nehmen  sind. 

Es  wird  genügen,  den  Verlauf  des  wichtigsten  Teiles  der  Welle 
zu  verfolgen,  während  sie  aber  einen  Punkt  geht,  dessen  Abstand  r 
vom  TJrsprungspunkt  groß  gegen  ex  ist.  Wenn  wir  uns  auf  die  Zeiten 
beschränken,  zu  welchen  t—-  klein  gegen  -  ist,  so  wird  a  klein 
gegen  b,  PIQ  wird  ein  kleiner  Winkel,  and  IP  i  IQ  wird  nahezu 
gleich  1  sein.    Wenn  wir 

t  —  £  +  Ttangij  (33) 

setzen,  so  werden  wir  annähernd 

«  —  \x  —  \n  . 

ö  =  y-z  secT? 


(34) 


haben;  die  Formel  (31)  reduziert  sich  auf 

2»9>  -£  cos«-  -~  fffiumft*  -  *ij)  Vcos  n. 

Die  Erhebung  t,  ist  dann  nähenmgsweise  durch  die  Gleichung 

2%g%  =  2«j/  j—^j  -  ~  (-^)4  «n  (**-**)  «>•*  * 

gegeben.  Die  nebenstehendeFigur 
stellt  die  Beziehung  zwischen  % 
und  £  dar,  wie  sie  durch  diese 
Formel  bestimmt  wird.1)  Der  Ver- 
gleich mit  derjenigen  auf  S.  351 
zeigt,  wie  die  Sonderheiten  infolge 
der  jetzt  gemachten  natürlicheren 
Annahmen  über  den  Verlauf  der 
Quelle  verschwunden  Bind. 


(36) 


(36) 


1}  Die  in  der  Figur  mit  —  1,  0,  + 1  bezeichneten  Punkte  entsprechen  den 


Zeiten x,  bzw.  — , 

Limb,  njdjodjnfcmJk. 


»LiOOgle 
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§  197.  Wir  geben  dazu  Ober,  den  Fall  einer  kugelförmigen 
Wasserschicht  oder  eines  Heeres  zu  betrachten,  welches  eine  feste 
Kugel  bedeckt.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  die  Kugel  nicht 
rotiert,  und  wir  wollen  vorläufig  auch  die  gegenseitige  Anziehung  der 
Wasserteilchen  vernachlässig™.  Die  mathematischen  Bedingungen 
der  Aufgabe  sind  dann  genau  die  selben  wie  bei  dem  akus  tischen 
Problem  der  Schwingungen  einer  kugelförmigen  Luftschicht1) 

Es  sei  a  der  Radius  der  Kugel,  h  die  Tiefe  der  Flüssigkeit;  wir 
nehmen  an,  daß  k  gegen  a  klein  ist,  aber  noch  nicht,  daß  es  gleich- 
förmig ist.  Die  Lage  eines  Punktes  auf  der  Fläche  sei  durch  die 
Winkel  ö,  o  bestimmt,  und  es  sei  u  die  Geschwindigkeitskomponente 
der  Flüssigkeit  in  diesem  Punkt  längs  des  Meridians  in  Richtung  des 
wachsenden  &,  und  v  die  Komponente  längs  des  Breitenkreises  in  der 
Richtung  des  wachsenden  a.  Ferner  bezeichne  £  die  Erhebung  der 
freien  Oberfläche  über  das  ungestörte  Niveau.  Wir  nehmen  aus  den 
Gründen,  die  in  §  171  auseinandergesetzt  wurden,  an,  daß  die  hori- 
zontale Bewegung  für  alle  Punkte  einer  Vertikallinie  dieselbe  ist;  dann 
lautet  die  Kontinuifötsgleicbung: 

jg  (uha  sin  B6a>)  60  +  £  (vka  86)  Ö<n  =  -  a  sin  BSto  ■  aS6  ■  |£ 

wo  die  linke  Seite  den  Fluß  aus  dem  prismatischen  Raum  mißt, 
welcher  auf  dem  Flächenelement  aemOdbi  ■  aÖÖ  steht,  während  das 
rechte  Glied  die  Volumen  Verminderung  der  eingeschlossenen  Flüssig- 
keit infolge  des  Sinkens  der  Oberfläche  darstellt.     Deshalb  ist 

<X  l      (gflminfl)  ,  d(hv)\  m 

dt  —  STmöi      de      +  ~äS~r  w 

Wenn  'wir  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  u  und  v  vernach- 
lässigen, so  lauten  die  Bewegungsgleichungen  nach  denselben  Prinzipien 
wie  in  den  88  168  und  187: 


sinöc«. 


OD 


wo  iß  das  Potential  der  äußeren  Kräfte  bezeichnet. 
Wenn  wir  _       0 

t-f  (S) 

setzen,  kann  dies  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

t,— fätt-«>  i 

act-i) 


81 


1)  Dargestellt  in  Lord  Rayleighi  Thtoty  of  Sound,  Kap.  XVIII. 


Google 
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Ans  den   Gleichungen  (1)  and  (4)   können  wir  u  und  v  eliminieren 
und  erhalten  so  eine  Gleichung  in  £  allein. 

Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung  lautet  der  Zeitfaktor  e*<a'+,>J 
und  die  Gleichungen  erhalten  die  Formen 

6        .».in«!         de  +     gm    \>  f> 

—  *A»tt-ö 


%  198.  Wir  wollen  jetzt  insbesondere  den  Fall  gleichmäßiger 
Tiefe  betrachten.  Um  die  freien  Schwingungen  zu  finden,  setzen 
wir  1=0.  Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  des  vorhergehenden  Para- 
graphen fuhren  dann  auf 

1      2  /  ■    a  2f\   i       l      2'f    ,   o'a*  6      ,.  /,-, 

na »» {,m>  s»)  +  fü-s  si«  + "  ;v s  ~  a  « 

Dies  ist  der  Form  nach  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der  Engel- 
flächenfunktionen identisch  (siehe  Gleichung  (2)  des  §  83).  Wenn 
wir  also 

*£ -»(«  +  »)  (2) 

setzen,  so  wird 

t-S,  (3) 

eine  Lösung  von  (1)  sein,  wobei  Sn  die  allgemeine  Eugelflächen- 
funktion  von  der  Ordnung  n  ist. 

Es  war  in  §  86  auseinandergesetzt,  daß  £„  nur  dann  auf  der 
ganzen  Eugel  endlich  sein  kann,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Für 
einen  Ozean,  der  die  ganze  Eugel  bedeckt,  ist  also  die  Gestalt  der 
freien  Oberfläche  hei  einer  Normalschwingung  in  jedem  Augenblick 
die  eines  ,fiarmonischen  Sphäroids" 

r  =  a  +  h  +  S„  cob  (et  +  e),  (4) 

und  die  Frequenz  ist  durch 

«_(,(,  +  !))*. Yff  (6) 

gegeben,  wo  n  ganzzahlig  ist. 

Die  Beschaffenheit  der  verschiedenen  Normalschwingungen  wird  am 
besten  aus  der  Betrachtung  der  Enotenlinien  (S„  —  0)  der  freien  Ober- 
fläche erschlossen.  So  ist  in  den  Lehrbüchern  über  Eugelfunktionen  *) 
gezeigt,    daß    die    einfache   Kugelfunktion    P„(fi)   für   n    reelle   und 


1)  Literaturnachweise  siehe  auf  S.  126. 
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verschiedene  Werte  von  (i  zwischen  ■  j  ■  1  und  —  1  verschwindet,  sodaB 
wir  in  diesem  Falle  »  Breitenkreise  als  Knotenlimen  haben.  Wenn  % 
eine  ungerade  Zahl  ist,  so  fällt  eine  derselben  mit  dem  Äquator  zu- 
sammen.   Im  Falle  der  tesseralen  Funktion 

v        r '       dp,'     sin  | 

versch windet  der  zweite  Faktor  für  n  -  s  Werte  von  p,  und  der  trigono- 
metrische Faktor  für  2 «Werte  von  <o,  welche  gleiche  Abstände  von- 
einander haben.  Die  Enotenlinien  bestehen  deshalb  ans  n  —  s  Breiten- 
kreisen und  2  8  Meridianen.  In  gleicher  Weise  hat  die  settorielle 
harmonische  Funktion 

,,  ,,4-cobI 

<1-^    .inj"" 
2 »Meridiane  als  Enotenlinien. 

Dies  sind  jedoch  ganz  spezielle  Fälle;  da  es  nämlich  2n-|-l 
unabhängige  Eugelnächenfnnktionen  von  einer  ganzzanligen  Ordnung  n 
gibt,  und  da  die  Frequenz,  nach  Gleichung  (5)  bestimmt,  für  jede  von 
diesen  die  nämliche  ist,  so  herrscht  eine  entsprechende  Unbestimmt- 
heit betreffe  der  Beschaffenheit  der  Normalschwingungen  und  der  An- 
ordnung der  Enotenlinien  bei  denselben. 

Wir  können  ferner  durch  Superposition  verschiedene  Arten  fort- 
schreitender Wellen  darstellen;  nehmen  wir  z.  B.  eine  sektorielle  har- 
monische Funktion,  so  erhalten  wir  eine  Lösung,  wo 

g  -  C  (1  -  p*)*'  cos  (na  -  at  +  e);  (6) 

dies  gibt  eine  Reihe  von  meridionalen  Kämmen  und  Furchen,  welche 
sich  um  die  Eugel  herum  bewegen,  wobei  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, am  Äquator  gemessen, 


i"+i' 


f-Vfr  (D 


ist.  Es  läßt  sich  leicht  erkennen,  daß  die  Bahnen  der  Teilchen  jctrt 
Ellipsen  sind,  deren  Hauptachsen  mit  den  Richtungen  der  Meridiane 
bzw.  Breitenkreise  zusammenfallen.  Am  Äquator  reduzieren  sich  die« 
Ellipsen  auf  gerade  Linien. 

Im  Falle  n  —  1  ist  die  Eugelfunktion  stets  eine  einfache.  Das 
harmonische  Sphäroid  ist  dann  bis  auf  unseren  Grad  der  Annähernni! 
eine  Engel,  welche  zu  der  festen  Eugel  exzentrisch  ist.  Es  ist  jedoch 
wesentlich,  zu  bemerken,  daß  dieser  Fall,  streng  genommen,  in  unsere 
Untersuchung  nicht  eingeschlossen  ist,  außer  wenn  wir  uns  ei» 
Zwangskraft  vorstellen,  welche  auf  die  feste  Eugel  wirkt  und  sie  in 
Ruhe  hält     Denn  die  betreffende  Deformation  der  freien  Oberfläche 


WassermaBse  i 
.CöOglC 
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folglich  eine  Rückwirkung  auf  die  Kugel  bedingen.  Eine  genaue 
Theorie  für  den  Fall,  wo  die  Kugel  frei  ist,  wäre  leicht  aufzustellen; 
die  Sache  hat  aber  wenig  Bedeutung,  erstens,  weil  in  einem  solchen 
Falle,  wie  in  dem  der  Erde,  die  Trägheit  der  Kugel  ungeheuer  groß 
gegen  diejenige  des  Ozeanes  ist,  und  zweitens,  weil  in  der  Natur  in  der 
Regel  keine  Störungskräfte  auftreten,  welche  eine  Deformation  dieser 
Art  erzeugen  könnten.  Es  ergibt  sich  z.  B.,  daß  das  erste  Glied  in 
dem  Ausdruck  für  das  flut erzeugende  Potential  der  Sonne  oder  des 
Mondes  eine  Kugelfunktion  zweiter  Ordnung  ist  (siehe  den  Anhang 
zu  diesem  Kapitel). 

Wenn  n  =  2  ist,  so  ist  die  freie  Oberfläche  in  jedem  Augenblick 
nahezu  ein  Ellipsoid.  Die  entsprechende  Periode,  wie  sie  aus  Glei- 
chung (5)  gefunden  wird,  ist  dann  das  0,816-fache  derjenigen,  welche 
der  analogen  Schwingung  für  einen  Kanal  am  Äquator  zukommt 
(9  180). 

Für  große  Werte  von  n  ist  der  Abstand  von  einer  Knotenlinie 
zur  anderen  klein  gegen  den  Radius  der  Kugel,  und  die  Schwingungen 
geschehen  dann  ungefähr  so  wie  auf  einer  ebenen  Wasserfläche.  Z.  B. 
nähert  sich  die  Geschwindigkeit  der  sektoriellen  Wellen  am  Äquator, 
welche  durch  Gleichung  (6)  dargestellt  werden,  für  wachsendes  n  dem 
Werte  Ygh,  in  Übereinstimmung  mit  §  169. 

Durch  einen  Vergleich  der  vorangehenden  Untersuchung  mit  der 
allgemeinen  Theorie  des  §  167  werden  wir  aus  rein  physikalischen 
Gründen  zu  dem  Schlüsse  geführt,  daß  es  möglich  sein  muß,  einen 
beliebigen  Wert  von  £  durch  eine  Reihe  einfacher  Kugelfunktionen,  etwa 

s-ix, 

auszudrücken,  wobei  die  Koeffizienten  der  verschiedenen  unabhängigen 
harmonischen  Funktionen  die  Normalkoordinaten  des  Systemes  sind. 
Da  ferner  die  Produkte  dieser  Koeffizienten  aus  den  Ausdrücken  für 
die  kinetische  und  potentielle  Energie  verschwinden  müssen,  werden 
wir  zu  den  orthogonalen  Eigenschaften  der  Kugelfunktionen  geführt, 
welche  in  §  87  erwähnt  sind.  Die  wirkliche  Berechnung  der  Energie 
wird  im  nächsten  Kapitel  gelegentlich  einer  unabhängigen  Behand- 
lung des  Problems  gegeben  werden. 

Die  Wirkung  einer  einfach  harmonischen  Störungskraft  kann 
sogleich  aus  der  Formel  (13)  des  §  167  hingeschrieben  werden.  Wenn 
der  Wert  von  il  auf  der  Oberfläche  in  die  Form 

ß  -  ZSb,  (8) 

entwickelt  wird,  wo  £l„  eine  Kugelflächenfunktion  von  der  ganz- 
zahligen Ordnung  «  ist,  so  sind  die  verschiedenen  Glieder  Normal- 
komponenten der  Kraft  in  dem  allgemeinen  Sinne  des  §  135.  Der  Wert 

DigmzedDy      >  ^ 
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tod  J;  nach  der  Gleichgewichtstheorie,  welcher  irgend  einem  Glied«  ü, 

entspricht,  ist 

&--)".-  (9) 

Fflr  die  erzwungene  Schwingung,  welche  von  diesem  Gliede  herrührt, 
haben  wir  folglich 

t W'T'  W 

i j  * 

wo  ff  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Störungekraft  und  ff,  diejenige  der 
entsprechenden  freien  Schwingung  mißt,  wie  sie  durch  Gleichung  (5) 
gegeben  ist.  Es  besteht  natürlich  keine  Schwierigkeit,  Gleichung  (10) 
unmittelbar  aus  den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  abzuleiten. 

§  189.  Wir  haben  bisher  die  gegenseitige  Anziehung  der  Teil- 
chen der  Flüssigkeit  vernachlässigt.  In  dem  Falle  eines  Meeres,  das  die 
ganze  Kugel  bedeckt,  und  unter  den  Verhältnissen  der  Dichte,  wie  wir 
sie  bei  der  wirklichen  Erde  und  dem  Ozean  antreffen,  ist  diese  nicht 
anbedeutend.  Um  ihre  Wirkung  im  Falle  der  freien  Schwingungen 
zu  untersuchen,  brauchen  wir  nur  statt  &„  in  der  letzten  Formel  das 
Potential  für  die  Gravitation  des  gestörten  Wassers  zu  setzen.  Wenn 
die  Dichte  desselben  mit  p  bezeichnet  wird,  während  p0  die  mittlere 
Dichte  von  Erde  und  Wasser  zusammen  bezeichnet,  haben  wir1) 

*--re¥ifc  <"> 

und 

g  =  ir»aQ0,  (12) 

wo  y  die  Gravitationskonstante  ist,  also 

fl.  —  ir+i  ■£■»«.■  "3> 

Durch  Einsetzen  in  (10)  finden  wir 

SHi-^;.).  m 

wo  0B  jetzt  gebraucht  ist,  nm  die  tatsächliche  Winkelgeschwindigkeit 
der  Schwingung,  und  ffB',  nm  die  Winkelgeschwindigkeit  zu  bezeichnen, 
welche  auf  Grund  der  früheren  Voraussetzung,  nämlich  ohne  Berück- 
sichtigung der  gegenseitigen  Anziehung,  berechnet  wurde.  Folglich  ist 
die  korrigierte  Winkelgeschwindigkeit  durch  die  Formel 


t)   Siebe    z.  B.   Ronth,    Analytiail   Station,    8.   Aufl.,   Bd.  II,    3.  1*6-1«, 
Cambridge  1302. 
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„,._„(„  +  !)(!        J^)£  (15) 

gegeben.1)  . 

Für  eine  elliptische  Schwingung  (»  —  2)  und  für  —  —  0,18  (wie 
im  Fall  der  Erde),  finden  wir  ans  Gleichung  (14),  daß  infolge  der 
gegenseitigen  Anziehung  die  Frequenz  im  Verhältnis  0,94  zu  1  Ter- 
ringert wird. 

Die  langsamste  Schwingung  würde  dem  Werte  «  —  1  entsprechen, 
aber  wie  eben  angedeutet  wurde,  würde  es  in  diesem  Falle  nötig  sein, 
sich  eine  Kraft  zu  denken,  welche  auf  die  Erde  wirkt  und  sie  in  der 
Ruhelage  erhält  Wenn  dies  vorausgesetzt  wird,  so  ergibt  sich  aus 
Gleichung  (15),  daß  für  p  >  p„  der  Wert  von  <sf  negativ  ist.  Die 
Kreisfunktion  von  t  wird  dann  durch  reelle  Exponentialfunktionen 
ersetzt;  dies  zeigt,  daß  die  Konfiguration,  bei  welcher  die  Oberfläche 
des  Meeres  eine  zur  Erde  konzentrische  Kugel  bildet,  labil  ist.  Da 
die  Einführung  eines  Zwanges  auf  Stabilität  hinwirkt,  so  schließen 
wir,  daß  für  p  >  p0  das  Gleichgewicht  um  so  mehr  labil  ist,  wenn  die 
Erdkugel  frei  ist  In  dem  äußersten  Fall,  wo  angenommen  würde, 
daß  die  Kugel  selbst  keine  Anziehungskraft  ausübt,  ist  klar,  daß  das 
Wasser  nach  gestörtem  Gleichgewicht  unter  dem  Einfluß  dissipativer 
Kräfte  darnach  streben  würde,  sich  zu  einer  Kugelmasse  zusammen- 
zuziehen, wobei  der  Kern  ausgestoßen  würde. 

Es  ergibt  sich  aus  g  167  und  wäre  sonst  leicht  zu  bestätigen, 
daß  die  erzwungenen  Schwingungen  infolge  einer  gegebenen  perio- 
dischen Störungskraft,  wenn  die  Gravitation  des  Wassers  in  Rechnung 
gezogen  wird,  immer  durch  die  Formel  (10)  gegeben  sind,  voraus- 
gesetzt, daß  ö„  jetzt  das  Potential  der  äußeren  Kräfte  allein  bezeichnet 
und  ff„  den  durch  Formel  (15)  gegebenen  Wert  besitzt. 

%  200.  Die  Schwingungen  eines  Meeres,  das  von  Meridianen  oder 
von  Breitenkreisen  oder  von  beiden  begrenzt  ist,  können  anch  durch 
das  gleiche  Verfahren  behandelt  werden.1)  Die  Kugelf  unkt  ionen,  die 
dann  auftreten,  sind  jedoch  in  der  Regel  nicht  mehr  von  ganzzahliger 
Ordnung,  und  es  ist  demgemäß  schwierig,  numerische  Resultate  ab- 
zuleiten. 

Im  Falle  eines  Meeres,  welches  von  zwei  Breitenkreisen  begrenzt 
wird,  setzen  wir 

t-M»W  +  asW)^}t»,  (l) 

1)  Dieses  Resultat  gab  Laplace,  MtScamque  Celeste,  1.  Buch,  §  1,  1799.  Die 
freien  und  erzwungenen  Schwingungen  von  dem  Typus  n  —  !  wurden  schon  vorher 

untersucht,  nämlich  in  seinen  „Recherchen  suz  quelques  points  du  systfeme  du 
monde".  Mim.  de  VAcad.  roy.  da  Sciences,  1775  (1778);  ((Euvres  Complite*,  Bd.  IX, 
8.  109  ff.). 

I)  Vergl.  Lord  Rajleigh,  l  c,  S.  864. 
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wo  ft  =  cos  8  ist,  und  p(ji),  g(ß)  die  beiden  Funktionen  von  fi  sind, 
welche  (l  —  ft*)'"  als  Faktor  enthalten  und  durch  die  Formel  (2)  des 
§  86  gegeben  sind.  Es  ist  zu  bemerken,  daß  p  (ft)  eine  gerade  und 
q(ß)  eine  ungerade  Funktion  von  ft  ist. 

Wenn  wir  die  Grenzkreise  durch  Indizes  unterscheiden,  so  lauten 
die  Grenzbedingungen  so,  daß  w  —  0  für  p  —  ^  nnd  ft  —  ft,  ist  Für 
die  freien  Schwingungen  gibt  dies  nach  Gleichung  (6)  des  §  197 

4p'(ft)  +  Bä'(ft)-0,  (2) 

^W  +  WW-o,  (S) 

folglich 

IP'Oi).     !'W|.0  ,.-, 

Uw.  ä'wl    '  u 

welches  die  zulässigen  Werte  von  n  bestimmt.  Die  Werte  von  ff, 
welche  den  verschiedenen  Wurzeln  entsprechen,  sind  wie  vorher  durch 
Gleichung  (5)  des  §  198  gegeben. 

Wenn  die  beiden  Grenzlinien  gleiche  Entfernung  vom  Äquator 
haben,  so  ist  ft,  —  —  ft,.  Die  obigen  Lösungen  zerfallen  dann  in  zwei 
Gruppen;  für  eine  derselben  haben  wir  nämlich 

•W-o}'  (6) 

und  für  die  andere 

,«:.}■ 

In  dem  ersteren  Falle  hat  £  den  gleichen  Wert  für  zwei  Punkte, 
welche  zueinander  symmetrisch  in  Bezug  auf  den  Äquator  liegen;  im 
letzteren  Falle  sind  die  Werte  in  diesen  Punkten  numerisch  gleich, 
aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

Wenn  wir  uns  denken,  daß  eine  der  Grenzlinien  zu  einem  Punkt 
(etwa  ft,  =  1)  zusammengezogen  wird,  so  gelangen  wir  zu  dem  Falle 
eines  kreisförmigen  Beckens.  Die  Werte  von  p'(l)  und  q'(l)  sind 
unendlich,  aber  ihr  Verhältnis  kann  mit  Hilfe  der  Formeln  des  §  84 
berechnet  werden.  Dies  ergibt  nach  Gleichung  (3)  das  Verhältnis  A :  B, 
und  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (2)  erhalten  wir  die  Gleichung  zur 
Bestimmung  von  n.  Eine  einfachere  Methode  zur  Behandlung  dieses 
Falles  besteht  jedoch  darin,  von  einer  bekannten  Lösung  auszugehen, 
die  in  dem  Pol  ft  =  1  endlich  ist,  was  auch  immer  der  Wert  von  n 
sein  mag.  Dies  erfordert  einen  Wechsel  der  Veränderlichen,  betreffs 
deren  Wahl  einige  Willkür  besteht. 

Wir  könnten  z.  B.  den  Ausdruck  für  P'  (cos  9)  aus  Gleichung  (6) 

D.gtzPd 
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des    §   86    nehmen    und    n    durch    die    Bedingung    zu    bestimmen 
suchen,  daß 

£p„'(eoeö)-0  (7) 

für  9-flf1) 

Macht  man  den  Radius  der  Eugel  unendlich  groß,  so  gelangt  man 
wieder  zu  dem  Problem  der  ebenen  Wasserschicht  (§  189).")  Der 
Verlauf  des  Überganges  wird  ans  §  100  verständlich  sein. 

Wenn  die  betrachtete  Wasserschicht  von  zwei  Meridianen  (mit 
oder  ohne  Breitenkreisen),  z.  B.  a>  —  0  und  a  —  «  begrenzt  wird,  so 
beschränkt  uns  die  Bedingung,  daß  für  diese  t>  —  0  ist,  auf  den 
Faktor  cos  sra  und  gibt  überdies  sa  =  mx,  wo  m  eine  ganze  Zahl 
ist.  Dies  bestimmt  die  zulässigen  Werte  von  s,  welche  im  allgemeinen 
keine  ganzen  Zahlen  sind.1) 

Gezeiten  auf  einer  rotierenden  "Wasserfläche. 

§  201.  Die  Theorie  der  Gezeiten  einer  ausgedehnten  Wasser- 
schicht wird  bei  Berücksichtigung  der  Erdrotation  bedeutend  er- 
schwert. Wenn  wir  annehmen  könnten,  daß  die  Perioden  der  freien 
Schwingungen  und  der  Störungskräfte  im  Vergleich  zu  einem  Tag 
klein  wären,  so  könnten  zwar  die  vorangehenden  Untersuchungen  als 
eine  erste  Annäherung  gelten,  aber  diese  Bedingungen  sind  unter  den 
wirklichen  Verhältnissen  der  Erde  bei  weitem  nicht  erfüllt. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  sich  aufdrängen,  wenn  wir  die 
Rotation  in  Rechnung  ziehen  wollen,  haben  ihren  Ursprung  darin, 
daß  ein  bewegtes  Teilchen,  welches  seine  geographische  Breite  wech- 
selt, bestrebt  ist,  sein  Drehungsmoment  um  die  Erdachse  unverletzt 
zu  behalten,  und  somit  seine  Geschwindigkeit  senkrecht  zum  Meridian 
zu  ändern.  Dieser  Umstand  macht  sich  übrigens  der  Hadleyschen 
Theorie*)  gemäß  bei  den  Passatwinden  geltend.  Dessen  Bedeutung 
für  die  Theorie  der  Gezeiten  scheint  zuerst  Maclaurin  erkannt  zu 
haben.*) 

Infolge  der  ungeheuren  Trägheit  des  festen  Erdkörpers  gegen 
diejenige  des  Ozeanes  ist  die  Bückwirkung  der  Gezeiten  auf  periodische 
Veränderungen    der  Rotationsgeschwindigkeit   hin  völlig   unmerklich. 


1)  Diese  Frage  ist  von  Macdonald  erörtert  worden,  Proc.  J.imd.  Math. 
Soe.,  31,  S.  264,  1899. 

2)  Vergl.  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  5§  338  und  888. 

3)  Der  Leser,  welcher  du  Studinm  der  Aufgabe  nach  dieser  Richtung  hin 
weiter  treiben  will,  sei  auf  Thomson  und  Tait  verwiesen:  Natural  Philosoph^, 
2.  Änfl.,  Anhang  B,  „Spberical  Harmonie  Analjais". 

4)  „The  Cause  of  the  General  Trade  Windes",  Phil.  Tram.,  1736. 

6)  De  Causa  Physicä  Fluzus  et  Reftoxus  Maris,  Piop.  VII:  „Motua  aqnae 
turbatur  ez  inaeqnali  velocitate  qu&  corpora  circa  axem  Terrae  motu  diurno 
deferuntur"  (1740). 
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Diese  Rotationsgeschwindigkeit  soll  dämm   als  konstant  betrachtet 
werden.1) 

Die  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  eines  Systemes  nm  einen 
Zustand  des  relativen  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  einen  starren 
Körper,  welcher  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  nm  eine  feste 
Achse  rotiert,  unterscheidet  sich  in  einigen  wichtigen  Einzelheiten 
von  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  um  einen  absoluten 
Gleichgewichtszustand,  welche  in  §  167  besprochen  wurde.  Es  emp- 
fiehlt sich  also,  derselben  einige  Seiten  zu  widmen,  bevor  man  zur 
Behandlung  besonderer  Aufgaben  übergeht. 

§  202.  Wir  wollen  rechtwinklige  Achsen  (x,  y,  e)  zu  Grande 
legen,  welche  in  Bezug  auf  den  rotierenden  Körper  fest  sind,  wobei 
die  «-Achse  mit  der  Rotationsachse  zusammenfallen  soll,  und  es  sei  o 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation-  Die  Bewegungsgleichungen 
eines  Teilchens  m  in  Bezug  auf  die  bewegten  Achsen  sind  bekanntlich 
m(i-2ioy—  u*z)  =  X  1 
m(y  +  2a,x-a'y)-Y  1,  (1) 

m'z «-  Z  ) 
wo  X,  Y,  Z  die  Kraftkomponenten  sind.    Hieraus  leiten  wir 
£m(jc&x  -f-i/Ay  +  *A*)  +  2a>£m(xAy  —  yAx)  ] 

—  <o*2:m(xAx  +  yAy)  =  £(XAx  +  TAy  +  ZLss)  J 


(2) 


ab,  wo  das  Symbol  A  die  gleiche  Bedeutung  wie  in  §  135  hat. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  die  relativen  Koordinaten  (x,  y,  e) 
jedes  Teilchens  durch  eine  gewisse  Anzahl  unabhängiger  Größen 
ffu  <h>  ' '  'j  %  ausgedrückt  werden  können,  und  wir  wollen 

«-fZ»^   +$*   +   *■)]  ,g. 

y0 -*«".£»  C^  +  y")    )  ' 

schreiben.  Hier  bedeutet  %  die  Energie  der  Relativbewegung,  welche 
als  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  generalisierten  Ge- 
schwindigkeiten qr  anzusehen  ist,  deren  Koeffizienten  Funktionen 
der  generalisierten  Koordinaten  qr  sind;  T0  hingegen  bezeichnet  die 
Energie  des  Systemes,  wenn  es  ohne  relative  Bewegung  in  der  Lage 
(Sa  Qu  ' '  'i  O  mit  dem  Körper  rotiert.  Wie  hei  dem  Beweis  der 
Lagrangeschen  Gleichungen  (vergl.  §  135)  finden  wir 

1)  Die  säkulare  Wirkung  der  Flutreibung  in  dieter  Beziehung  wird  ipAtu 
besprochen  werden  (Kap.  XI). 


(4) 
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hingegen 

«•£m  («4.  +  »A»)  -  ||i  A3l  +  |£  As,  +  •  •  ■  + §|j  A9„.    (6) 
Ferner  ist 

2o>£»i(iA!)  -  jAz)  -  (ft,3,  +  ft,j,  +  ■  ■  ■  +  ft,ä.)  Ag,i 
+  (fti  ji  +  A.&  +  -  +  A.S.)  As, 

+ '      W 

+  (AaJi  +  M.  +  •■  +  ft»«.)*}.' 


«„-8..E».  »<*■»>, 
und  es  ist  besonders  zu  beachten,  daß 

/>„--ft,l 


(8) 


Schließlich  setzen  wir 
J^XAs-r-FAy-f-ZA*) AV+Q1Aq1+QiA.qt  +  ---  +  Q„Aqnt    (9) 

wo  F  die  potentielle  Energie  und  Q,,  Qt,  ■  ■  ■,  Q„   die   generalisierten 
Komponenten  der  Störongskräfte  sind. 

Wenn  wir  aus  den  Gleichungen  (4),  (6),  (6)  und  (9)  im  Glei- 
chung (2)  einsetzen  und  die  Koeffizienten  von  Äglt  Ags,  -  • -,  Ag„ 
einzeln  gleich  setzen,  so  erhalten  wir  n  Gleichungen  von  der  Form1) 

I,  «J- ff +i»««,+/W,  + •••+&.?.--  d%(r-T,)  +  Qr.  (io) 

Es  mag  erwähnt  werden,  daß  diese  Gleichungen  als  ein  besonderer 
Fäll  der  Gleichungen  (24)  des  §  141  mit  Hilfe  des  §  142  erhalten 
werden  können,  indem  man  sich  vorstellt,  daß  der  feste  Körper  frei 
sei,  aber  ein  unendlich  großes  Trägheitsmoment  besitze. 

Die  Bedingungen  des  relativen  Gleichgewichts  bei  Abwesenheit 
von  Störungskräften  werden  erhalten,  wenn  man  in  Gleichung  (10) 
Si>  in  " " "»  7»  =  0  setzt,  oder  einfacher  aus  Gleichung  (2).  Auf  jede 
Weise  ergibt  sich 

£(>r-*i)-°.  (") 

was  zeigt,  daß  der  Wert  von  V—  T0  „stationär"  ist. 

Wenn  T  die  gesamte  kinetische  Energie  des  Systems  bezeichnet, 
also 
T  =-  \£m [ (i -. nyf  +  (y  +  ax)*  +  i« }  =  $  -f  T,  +  <o2m {xy - yx)  (12) 

1)  Vergl.  Thomson  und  Tüit,  Natural  PliilosoplH/,  2.  Aufl.,  Bd.  I,  3.  819. 

Die  i  --(i  '■!  ^ 
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ist,  so  folgt  im  Hinblick  auf  Gleichung  (1) 

-ZjQK  +  r-TJ  +  mlUxY-iX).  (13) 

Dies  muß  der  Arbeit  gleichgesetzt  werden,  welche  die  Störungskräfte 
pro  Zeiteinheit  leisten,  d.  h.  der  Größe 

<o£(xY-  yX)  +  QlSt  +  ftft  +  ■  •  ■  +  <?,.««• 
Folglich  ist 

^(Ä  +  F-ay-ftä  +  ftft +  ■••+«.«..  (14) 

Dies  hätte  auch  aus  den  Gleichungen  (10)  abgeleitet  werden  können. 
Wenn  keine  Störungskräfte  vorhanden  sind,  haben  wir 

S  +  V  -  T0  =  konst.  (15) 

§  203.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  die  Koordinaten  qr 
so  gewählt  seien,  daß  sie  im  ungestörten  Zustande  verschwinden.  Im 
Falle  einer  kleinen  Störung  können  wir  dann  schreiben: 

2«  -  <W  +  Oj.ft»  +  ■  •  -  +  8a,, fti  +  -  -  •,  (1) 

2(F-  T0)  -  w*  +  c^tf  +  •-■  +  2W&  +  ■•;  (2) 

wo  die  Koeffizienten  als  konstant  angesehen  werden  können.  Die 
Glieder  von  der  ersten  Ordnung  in  V  —  Ta  sind  weggelassen  worden, 
zufolge  der  stationären  Eigenschaft. 

Um  die  Gleichungen  möglichst  zu  vereinfachen,  wollen  wir  weiter- 
hin annehmen,  daß  durch  eine  lineare  Transformation  jeder  dieser 
Ausdrucke,  wie  in  §  167,  auf  eine  Summe  von  Quadraten  zurück- 
geführt sei,  nämlich 

2«  -  a1  q*  +  o,  V  -(-•■■+  anqu*>  (3) 

2(V-  T0)  =  c^  +  W  +  ■  ■  •  +  c%q*.  (4) 

Die  Größen  ?„(;,,...  </,  dürfen  als  die  „Hauptkoordinaten"  des 
Systeme»  bezeichnet  werden,  aber  wir  müssen  uns  hüten,  anzunehmen, 
daß  sie  so  einfachen  Gesetzen  unterliegen,  als  wenn  keine  Rotation 
vorhanden  wäre.  Die  Koeffizienten  alt  a%,  . . .,  o„  und  c,,  c,,  . . .,  e. 
können  die  ,Jlauptkoeffizienten"  der  Trägheit  bzw.  Stabilität  genannt 
werden.  Die  letzteren  Koeffizienten  sind  dieselben,  als  wenn  wir  die 
Rotation  außer  acht  ließen  und  dafür  fingierte  Zentrifugalkräfte" 
(maPx,  mra*y,  0)  einführten,  welche  auf  jedes  Teilchen  in  der  Rich- 
tung von  der  Achse  hin  wirken. 

Die  Gleichungen  (10)  des  vorhergehenden  Paragraphen  lauten 
in  dem  Falle  unendlich  kleiner  Bewegungen:  .  ,  - 
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«i«i  +  i?i  +  fti«>  +  A.?.  +  •  ■  ■  +  ß,.i.  -  fti 

".Üi  +  M>  +ßni,  +  ßait  +  ■■■  +  ßt.k,  -  ft 


(6) 


Wenn  wir  diese  der  Reihe  nach  mit  glt  q3, .  .  .,  q„  multiplizieren 
und  addieren,  sowie  die  Beziehung 

&.--A, 

berücksichtigen,  so  finden  wir 

jjQt  +  V-  2.)  -  «,«,  +  «,«,  +  •■•  +  «,?„  (6) 

wie  bereits  ohne  Annäherung  bewiesen  wurde. 

§  904.      Um  die   freien    Bewegungen   des   Systems    zu    unter- 
suchen, setzen  wir  in  Gleichung  (5) 

Qx  -  0,     &  -  0,  . . .,  Qn  -  0 
und  nehmen  an,  daß 

&  =  AjeH,    gt  —  J,e%  ...  q„  —  Ä^-t,  (7) 

nach  dem   üblichen  Verfahren   zur  Behandlung  linearer  Gleichungen. 
Durch  Einsetzen  finden  wir 

(«,!■  +  e,)A,  +  ß„lA,+    --  +ft„.4,-0| 

ß„lAi  +  (.a,l'  +  c,)A,+   --  +A.»A.-0.     (8) 

Eliminieren  wir  die  Verhältnisse  A1:  As:  .  .  ,:An,  80  erhalten  wir  die 
Gleichung 


(9) 


oder,  wie  wir  der  Kürze  halber  gelegentlich  schreiben  werden, 

A(l)-0.  (10) 

Die  Determinante  A  (A)  füllt  unter  die  Klasse,  welche  von  Cayley 
alt  ^schiefe  Determinanten"  bezeichnet  sind,  vormöge  der  Beziehungen 
(8)  des  §  302.  Wenn  wir  das  Torzeichen  von  A  umkehren,  so  werden 
nur  die  Reihen  und  Spalten  vertauscht,  und  der  Wert  der  Deter- 
minante ist  darum  ungeändert.     Wenn  wir  daher  die  Gleichung  (9) 


ßi.i 

rfi.,-, 

«..-,  ■ 

.  o.l1  +  c. 
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entwickeln,  wird  sie  nur  geradzahlige  Potenzen  von  l  enthalten,  und 
die  Wurzeln  werden  aus  Paaren  von  der  Form 

i  _  ±  (p  +  ig) 

bestehen. 

Damit  das  relative  Oleichgewicht  stabil  sei,  ist  es  wesentlich, 
daß  die  Werte  von  p  alle  Null  seien,  denn  sonst  wurden  Glieder  von 
der  Form  e~e'  cos <ft  und  e-e' ainat  in  dem  reell  gemachten  Aus- 
druck für  irgend  eine  Koordinate  qr  auftreten.  Dies  würde  anzeigen, 
daß  eine  Schwingung  mit  beständig  wachsender  Amplitude  möglich 
wäre. 

In  der  Theorie  des  absoluten  Oleichgewichtes,  welche  in  §  167 
besprochen  wurde,  war  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  das  Oleichgewicht  (in  dem  obigen  Sinne)  einfach  diejenige,  daß 
die  potentielle  Energie  in  der  Gleichgewichtslage  ein  Minimum 
sein  muß.  Im  vorliegenden  Falle  werden  die  Bedingungen  verwickelter1), 
aber  es  wird  leicht  eingesehen,  daß  das  Oleichgewicht  stabil  sein  muß, 
wenn  der  Ausdruck  für  V  —  T0  wesentlich  positiv  ist,  oder  mit  an- 
deren Worten,  wenn  die  Koeffizienten  c,,  <^,  . . .,  c„  in  Gleichung  (4) 
alle  positiv  sind.     Dies  folgt  sofort  aus  der  Gleichung 

«  +  (F-T0)  =  konst,  (11) 

welche  in  §  202  bewiesen  wurde.  Es  erhellt  nämlich,  daß  infolge  der 
eben  gemachten  Annahme  weder  %  noch  V  —  T0  über  eine  gewisse, 
von  den  Anfangsbedingungen  abhängige  Grenze  wachsen  kann.  Es 
ist  zu  bemerken,  daß  diese  Schlußweise  keineswegs  auf  Annäherungen 
beruht») 

Folglich  ist  die  Stabilität  gesichert,  wenn  V  —  T0  in  der  Lage 
des  relativen  Gleichgewichtes  ein  Minimum  ist.  Diese  Bedingung  ist 
aber  nicht  unumgänglich,  und  es  kann  (von  dem  jetzigen  Standpunkt 
aus)  Stabilität  stattfinden,  selbst  wenn  V—  Tü  ein  Maximum  ist,  wie 
sogleich  in  dem  besonderen  Falle  von  zwei  Frei  hei  tsgradrai  gezeigt 
werden  soll.  Wenn  jedoch  das  System  irgendwelchen  dissipativen 
Kräften,  wie  klein  sie  auch  sein  mögen,  unterworfen  ist,   welche  die 

relativen  Koordinaten  qit  <?,, ,3.  beeinflussen,  so  läßt  sich  beweisen, 

daß  das  System  nur  dann  dauernd  oder  säkular  stabil  sein  wird, 
wenn  V—  T„  ein  Minimum  ist. 


1)  Sie  wurden  von  Routh  untersucht.  „On  the  Stability  of  a  Giveu  SW* 
of  Moeion";  siehe  auch  seine  Advuneed  Rigid  Dynamits,  Kap.  VI. 

S)  Diese  Schlußweise  wurde  ursprünglich  von  Dirk'hlet,  und  zwar  ftnf  die 
Theorie  von  Schwingungen  um  eine  absolute  Gleichgewichtslage  (§  167),  ange- 
wendet, „Ober  die  Stabilität  des  Gleichgewichts'-,  Grelles  Jmtnt.,  38,  IMG 
(Werke,  Berlin,  1889—97,  Bd.  II,  S.  8). 
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Es  ist  das  Charakteristische  solcher  Kräfte,  daß  die  Arbeit,  die 
sie  an  dem  System  verrichten,  immer  negativ  ist.  Folglich  wird  nach 
Gleichung  (6)  der  Ausdruck  ST-|-(F — T9)  in  algebraischem  Sinne 
beständig  abnehmen,  solange  eine  Relaiivbewegung  des  Systemes 
vorhanden  ist.  Wenn  also  das  System  sich  anfänglich  in  relativer 
Ruhe  in  einer  Konfiguration  befand,  wo  V  —  T0  negativ  ist,  so 
wurde  der  obige  Ausdruck,  und  um  so  mehr  der  Teil  V  —  T0)  beständig 
wachsende  negative  Werte  annehmen,  was  nur  dadurch  geschehen 
kann,  daß  das  System  sich  immer  mehr  aus  seiner  Gleichgewichtslage 
entfernt. 

Auf  diesen  wichtigen  Unterschied  zwischen  gewöhnlicher  oder 
kinetischer  und  säkularer  oder  praktischer  Stabilität  wurde  zuerst 
von  Thomson  und  Tait  aufmerksam  gemacht.1)  Es  ist  zu  beachten, 
daß  obiger  Beweis  eine  konstante  Rotationsgeschwindigkeit  m  voraus- 
setzt, welche  nötigenfalls  durch  einen  besonderen  Kraftaufwand  an 
dem  bewegten  Körper  aufrecht  erhalten  wird.  Wenn  der  Körper 
frei  ist,  so  nimmt  die  Bedingung  der  säkularen  Stabilität  eine 
etwas  andere  Form  an,  von  welcher  später  die  Rede  sein  wird 
(Kap.  XII). 

Um  im  Falle  der  Stabilität  das  Verhalten  einer  freien  Schwin- 
gung zu  prüfen,  bemerken  wir,  daß  die  Gleichungen  (8),  wenn  X  eine 
Wurzel  von  (10)  ist, 

■■-£m-°  <12> 

ergeben,  wo  ArJ,  Arl,  A,.s,  . . .,  Ar„  die  Unterdeterminanten  irgend 
einer  Zeile  in  der  Determinante  Ä  sind,  and  C  willkürlich  ist. 
Es  ist  zu  beachten,  daß  diese  Unterdeterminanten  im  allgemeinen 
sowohl  ungerade  wie  gerade  Potenzen  von  X  enthalten,  und  somit 
ungleiche  Werte  für  die  beiden  Wurzeln  (±  X)  irgend  eines  Paares 
annehmen  werden-  Wenn  wir  X  —  ±  ig  setzen,  so  kann  der  all- 
gemeine Wert  von  qt,  welcher  einem  solchen  Wurzelpaar  entspricht, 
in  der  Form 

q,  -  C\,  (itf)  C""  +  CA,.  (-  *<0  e-"" 
geschrieben  werden. 
Wenn  wir 

2  A„  (»ff)  -  F,  (o1)  +  ief,  («»), 
C  -  .ÄTe", 
G'-Ke-'- 


1)  Natural  Philosoph*/,  2.  Ann.,  1.  Teil,  S.  391.  Siehe  auch  Poincare, 
„Snr  l'equilibie  d'nne  muw  fluide  animee  d'un  mouvement  de  rotation",  Acta 
Mathematiea,  7,  1886,  und  op.  «*.,  S.  172. 
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setzen,  so  erhalten  wir  eine  Lösung  der  Gleichungen  in  reeller  Form, 
welche  zwei  willkürliche  Konstante  ff  und  e  enthält,  nämlich1) 

qx  =  .F,  (tf*) .  ff  cos  (ff*  +  e)  —  ff/",  (ff1) .  .ff  sin  (ff*  +  s)\ 
g,  -  F,  (ff1)  .  ff  cos  (ff*  +  e)  -  ff/,  (ff1)  .  ff  sin  (tff  +  *) 
«s  -  Ft  (ff») .  ff  cos  (ff*  +  e)  —  ff/;  (ff1) .  Kam  (ff*  +  e)  }•      (13) 

qn=Fn(e*).  ffcos  (<»*  +  *)  —  ff/^ff1)  .  ffsin  (ff*+ e)J 

Die  Bewegung  des  Systems,  welche  durch  diese  Formeln  aus- 
gedrückt wird,  kann  als  eine  „natürliche  Schwingung"  bezeichnet 
werden.  Die  Anzahl  solcher  möglichen  Schwingungsarten  ist  natürlich 
der  Anzahl  der  Wnrzelpaare  von  (10)  gleich,  also  der  Anzahl  der 
Freiheitsgrade  des  Systemes. 

Wenn  £,  %  %  die  Komponenten  der  Verschiebung  eines  Teilchens 
ans  seiner  Gleichgewichtslage  bezeichnen,  haben  wir 


E-äir«.  +  äi:?.  +  ' 


sf." 


(U) 


Setzen  wir  aas  den  Gleichungen  (13)  ein,  so  erhalten  wir  ein  Resultat 
von  der  Form 


l  —  P .  ff  cos  (ff*  +  e)  +  P.  .ff  sin  (ff*  +  e)| 
ij  -  <^  ffeos  («*  +  «)  +  #■  ff  sin  (tf*  +  e)L 
t—R.  ff  cos  (ff*  +  e)  -I-  R.  ff  sin  (ff*  +  e)\ 


(15) 


wo  P,  P,  Q,  <&,  B,  S  bestimmte  Funktionen  der  mittleren  Lage 
des  Teilchens  sind,  welche  auch  den  Wert  von  ff  enthalten  und  des- 
halb für  die  verschiedenen  natürlichen  Schwingungen  verschieden 
ausfallen,  aber  von  den  willkürlichen  Konstanten  ff  und  e  unab- 
hängig sind.  Diese  Formeln  stellen  eine  elliptische  Schwingung  von 
der  Periode  —  dar,  wobei  die  Richtungen 


1)  Wir  hätten  dasselbe  Resultat  erhalten  können,  wenn  wir  in  Gleichung  (6) 

i  SchlnMe  die  imaginären  Teile  weggelassen 
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£  _^        J.     1 
P  ~  <j  —  B 
und  (16) 

_L      3        jj 

p      q     tri 

diejenigen  zweier  konjugierter  Durchmesser  sind,  deren  Längen 

(-f+e'+JF)*.* 

bzw. 

(F>  +  Q*  +  K>)1 .  K 

betragen.  Die  Lugen,  die  Formen  und  die  relativen  Dimensionen  der 
elliptischen  Bahnen,  sowie  die  relativen  Phasen  der  Teilchen  in  den- 
selben sind  demgemäß  bei  jeder  natürlichen  Schwingung  eindeutig 
bestimmt,  die  absoluten  Dimensionen  und  Epochen  dagegen  Bind 
willkürlich.1) 

§  305.  Die  symbolischen  Ausdrücke  für  die  erzwungenen 
Schwingungen,  welche  infolge  einer  periodischen  Störungskraft  ent- 
stehen, können  leicht  hingeschrieben  werden.  Wenn  wir  annehmen, 
d*ß  Qu  Qu  ■  ■  ■>  Qu  a'cn  aHe  w'e  &"  verhalten,  wo  ff  vorgeschrieben 
ist,  so  ergeben  die  Gleichungen  (5),  wenn  wir  die  Zeitfaktoren  weg- 
lassen, 


»■         i(i«)    V'+    i(.»)    V,+         +    A(i«)    V" 


(17) 


Der  wichtigste  Gegensatz  zu  der  Theorie  der  Normalschwingungen 
im  Falle  keiner  Rotation  ist  der,  daß  die  Verrückung  von  irgend 
einem  Typus  nicht  länger  von  der  Störungskraft  dieses  Typus  allein 
abhängt.  Infolgedessen  wird  die  Bewegung  eines  einzelnen  Teil- 
chens, wie  man  aus  Gleichungen  (14)  leicht  erkennt,  jetzt  im  all- 
gemeinen aus  einer  elliptischen  Schwingung  bestehen.  Ferner  werden 
im  allgemeinen  Phasendifferenzen  zwischen  der  Verrückung  und  der 
Kraft  vorkommen,  welche  von  der  Frequenz  abhängen. 

Wie  in  §  167  wird  die  Verrückung  sehr  groß,  wenn  A(ia) 
sehr  klein  ist,  d.  h.  wenn  die  Periode  der  Störungskraft  nahezu 
gleich  derjenigen  einer  natürlichen  Schwingung  ist. 

ii   n.'a  Theorie   der  freien   Schwingungen   hat   Lord   Rajleigh   weiter   ent- 
.  T  e  Free  Vibration«  of  Systems  affucted  with  Small  Rotatory  Terms", 

I  5,   S.  298,  1903,   and   zwar   für   den   Fall,  wo   die   Rotations- 

.  verhältnismäßig  klein  aind. 
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Wenn  die  Periode  der  StSrungskraft  unendlich  lang  ist,  streben 
die  Verrücknngen  nach  den  Gleichgewichtswerten 


ft 


ff.  =  f>  (18) 


wie  man  findet,  wenn  man  in  Gleichungen  (17)  ff  —  0  setzt,  oder  ein- 
facher aus  den  Grundgleichungen  (5).  Diese  Folgerung  muß  jedoch 
umgeändert  werden,  wenn  einer  oder  mehrere  der  Stabilitätskoefnzienten 
e,,  c,,  . . .,  c„  null  sind.  Wenn  z.  B.  e,  —  0,  so  sind  die  erste  Zeile 
und  Spalte  der  Determinante  A(A)  beide  durch  X  teilbar,  und  die 
Gleichung  (10)  hat  also  ein  Paar  verschwindender  Wurzeln.  Mit 
anderen  Worten,  wir  haben  eine  natürliche  Schwingung  von  unend- 
lich langer  Periode.  Die  Koeffizienten  von  Qtt  Qst  . . .,  Qn  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichungen  (17)  werden  dann  im  allgemeinen  für 
ff  —  0  unbestimmt,  nnd  die  ausgerechneten  Werte  werden  in  der  Regel 
nicht  mit  (18)  zusammenfallen.  Dieser  Punkt  ist  von  Wichtigkeit, 
weil  hei  den  hydrodynamischen  Anwendungen,  wie  sich  zeigen  wird, 
stationäre  Zirkulationsbewegungen  der  Flüssigkeit  unter  konstanter 
Deformation  der  freien  Oberfläche  möglich  sind,  selbst  wenn  keine 
äußeren  Kräfte  wirken.  Demzufolge  werden  die  erzwungenen  Flut- 
wellen von  langer  Periode  sich  nicht  notwendig  den  Werten  nähern, 
welche  durch  die  Gleichgewichtstheorie  gegeben  würden.  Vgl.  die 
§§  213  und  216. 

Dm  die  vorangebenden  Sätze  zu  erläutern,  wollen  wir  den  Fall 
zweier  Freiheitsgrade  etwas  ausführlicher  betrachten.  Die  Bewegungs- 
gleicbungen  lauten  dann: 

■A  +  i*  +  **-ftl  (19) 

Die  Gleichung,  welche  die  Perioden  der  freien  Schwingungen 
bestimmt,  ist 

0,0,1*  +  (o,c,  -i-  ate1  +  /)*)  l>  +  c^c,  -  0.  (20) 

Für  „gewöhnliche"  Stabilität  genügt  es,  daß  die  Wurzeln  dieser 
quadratischen  Gleichung  in  As  reell  und  negativ  seien.  Da  a,  und  a, 
wesentlich  positiv  sind,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  diese  Bedingung 
immer  erfüllt  ist,  wenn  c,  und  e,  beide  positiv  sind,  und  daß  sie 
auch  erfüllt  sein  wird,  selbst  wenn  c,  nnd  <\  beide  negativ  sind, 
vorausgesetzt  nur,  daß  ß*  genügend  groß  sei.  Es  wird  jedoch  später 
gezeigt  werden,  daß  im  letzteren  Falle  das  Gleichgewicht  durch  die 
Einführung  dissipativer  Kräfte  labil  wird. 

Um  die  erzwungenen  Schwingungen  zu  finden,  wenn  Qx  nnd  Qt 
sich  wie  4at  verhalten,  so  haben  wir,  wenn  wir  den  Zeitfaktor  aus- 
lassen, 
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folglich 


"(c,~  «*«,)(«!,- 

Wir  woUen  jetzt  annehmen,  daß  c,  =  0,  oder  mit  anderen  Worten, 
daß  die  Verrückung  qt  den  Wert  von  V  ~  T0  nicht  beeinflußt.  Wir 
wollen  auch  annehmen,  daß  Qt  —  0,  d.  h.  daß  die  äußeren  Kräfte 
hei  einer  Verrückung  von  dem  Typus  qt  keine  Arbeit  leisten.  Die 
obigen  Formeln  geben  dann 


ffi- 


o,(c,  — «*«,)  + 


m,(&-*mJ+F 


P_       .  i  c23) 


Im  Falle  einer  Störung  mit  langer  Periode  haben  wir  näherungsweise 
0  =  0  und  deshalb 

*"*;**  I 

Die  Verrückung  g,  ist  also  kleiner  als  ihr  Gleichgewichtswert,  und 
zwar  in  dem  Verhältnis  1:11  +  -—),  und  sie  wird  von  einer  Be- 
wegung von  dem  Typus  qt  begleitet,  obwohl  keine  äußeren  Kräfte 
von  diesem  letzteren  Typus  vorhanden  sind  (vgl.  §  216).  Wir  ge- 
langen natürlich  wieder  zn  dem  in  §  167  betrachteten  Falle  des 
absoluten  Gleichgewichtes,  wenn  wir  ß  =  0  setzen. 

Es  muß  hinzugesetzt  werden,  daß  die  Bestimmung  der  Haupt- 
koordinaten des  §  203  von  den  ursprünglichen  Formen  von  %  nnd 
V  —  Ta  abhängt  und  deshalb  durch  den  Wert  von  <o*  beeinflußt 
wird,  welcher  als  Faktor  in  1\  eintritt.  D»b  System  der  dort  ge- 
gebenen Gleichungen  ist  demgemäß  für  eine  Erörterung  der  Frage 
nicht  besonders  geeignet,  wie  der  Charakter  und  die  Frequenzen  der 
entsprechenden  Normalschwingungen  sich  mit  dem  Wert  von  a>  ver- 
ändern. Ein  bemerkenswerter  Punkt,  welcher  dadurch  übergangen 
wird,  ist  der,  daß  gewisse  Zirkulationsbewegnngen,  welche  bei  Ab- 
wesenheit der  Rotation  unendlich  lange  Periode  hätten,  auch  durch 
die  kleinste  Rotation  in  Schwingungsbewegnngen  verwandelt  werden, 
deren  Perioden  mit  derjenigen  der  Rotation  vergleichbar  Bind.    Siehe 
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Um  diesen  Punkt  in  seiner  einfachsten  Form  zn  erörtern, 
wollen  wir  wieder  den  Fall  zweier  Freiheitsgrade  betrachten.  Wenn 
e,  für  ra  =  0  verschwindet  und  somit  co1  als  einen  Faktor  im  all- 
gemeinen Falle  enthält,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (20) 
näh  erungs  weise 

wenn  ra'  klein  ist.  Letztere  Formel  deutet  an,  daß  X  schließlich  mit 
i»  proportional  ist. 

§  206.  Um  zu  den  hydrodynamischen  Beispielen  überzugehen, 
beginnen  wir  mit  dem  Falle  einer  ebenen  horizontalen  Wasserschicht, 
welche  um  eine  Tertikaie  Achse  rotiert.1)  Die  Ergebnisse  werden 
ohne  wesentliche  Beschränkung  auch  auf  den  Fall  eines  Beckens  von 
nicht  zu  großen  Dimensionen  passen,  das  sich  auf  einer  rotierenden 
Engel  am  Pol  oder  anderswo  befindet. 

Als  Rotationsachse  sei  die  s  -Achse  genommen.  Wir  setzen  voraus, 
daß  die  x-  und  y-Achse  in  ihrer  eigenen  Ebene  mit  der  vorgeschrie- 
benen Winkelgeschwindigkeit  a  rotieren,  und  wir  wollen  mit  u,v,  w 
die  Geschwindigkeiten  des  Teilchens  in  Bezug  auf  diese  Achsen  zur 
Zeit  t  bezeichnen,  welches  dann  die  Lage  (x,  y,  e)  einnimmt.  Die 
wirklichen  Geschwindigkeiten  desselben  Teilchens  parallel  zu  den  je- 
weiligen Achsen  werden 

«  —  tay,     v  +  <nar,     u> 
sein,  nnd  die  Beschleunigungen  nach  denselben  Richtungen  Bind 
Du       n  ,         Dv    ,    a  s         Dtc 

m-!"-A'  M  + * •«-»'».  Di' 
Bei  der  vorliegenden  Anwendung  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Relativ- 
bewegung unendlich  klein  ist,  sodaß  wir  -—-  durch  -  ersetzen  können. 
Nun  sei  e0  die  Ordinate  der  freien  Oberfläche,  wenn  unter  Ein- 
fluß der  Schwere  und  der  Zentrifugalkraft  allein  relatives  Gleich- 
gewicht stattfindet,  sodaß 

'rlj(«1  +  y1)  +  ^)  (l) 

wie  in  §  26.  Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  annehmen,  daß  die 
Neigung  dieser  Fläche  überall  sanft  ist,  d.  h.,  daß  —  klein  ist,  wobei 
r  die  größte  Entfernung  eines  Punktes  der  Fläche  von  der  Rotations- 
achse ist. 

1)  Sir  W.  Thomson,  „On  Gravitation al  Ovulation!  of  Kotaüng  Water", 
Proc.  R.  S.  Eäin.,  10,  8.  93,  1879  (JÄtf.  Mag.  (5),  10,  8.  109,  1880). 
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Wenn  ga  +  £  die  Ordinate  der  gestörten  Oberfläche  bezeichnet, 
dann  wird  gemäß  unserer  gebräuchlichen  Annahme,  daß  die  vertikale 
Beschleunigung  des  Wassers  gegen  g  zu  vernachlässigen  ist,  der  Druck 
in  irgend  einem  Punkte  [x,  y,  e)  durch 

P-PQ=9Q(?<t  +  t-*)  (2) 

gegeben,  folglich 

1  <>v  -      „*„      .« 


l  dp  t  et 


Die  Gleichungen  der  horizontalen  Bewegung  sind  deshalb 

du       n  St        Sa, 

är-2e>» 9ör--„-\ 


-2«u- 


„8t 


>  &  das  Potential  der  Störungskräfte  bezeichnet. 
Wenn  wir 


schreiben,  so  lauten  diese 


(3) 


(*) 


(5) 


Sf-'«—  »».-«-Ol 

Die  Eontinuitätsgleichung  hat  dieselbe  Form  wie  in  §  191,  nämlich 

(6) 

wo  H  die  Tiefe  von  der  freien  Oberfläche  bis  zum  Boden  im  un- 
gestörten Zustande  bezeichnet  Diese  Tiefe  wird  natürlich  nicht 
gleichförmig  sein,  außer  wenn  der  Boden  der  Krümmung  der  freien 
Oberfläche  folgt,  wie  sie  nach  Gleichung  (1)  gegeben  ist 

Wenn  wir  durch  kreuzweise  Differentiation  f  —  £  ans  den  Glei- 
chungen (5)  eliminieren,  finden  wir 


dt_       _  8M  _  MM 

dt  ~         dx  dy   ' 


dt 


<£-'.*) +  »•(£+£)-<>.  m 


schreiben  und  in  Bezug  auf  t  integrieren, 
8"      '"xs.l'Sj.8'! 
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Dies   ist  nur  der  Ausdruck  des  Helmholtzschen  Satzes,  daß  nämlich 
das  Produkt  der  Drehungsgeschwindigkeit 


und  des  Querschnittes 

eines  Wirbelfadens  konstant  bleibt. 

In  dem  Falle  einer  periodischen  Störung,  wo  der  Zeitfaktor  &*' 
ist,  lauten  die  Gleichungen  (5)  und  (6) 


ieu-2u>v--g£e(t-t)\ 
»ff» +  2  am g  —  (£  —  \)\ 


tß) 


und 

Ana  Gleichung  (9)  finden  wir 


—  i^w("n  +  »-Ä)«-B) 

—  ?i5.«-»-Ä)tt-9| 


(in 


und  durch  Einsetzen  in  (10)  erhalten  wir  eine  Gleichung  für  f  allein. 
Im  Falle  gleichförmiger  Tiefe  nimmt  das  Resultat  die  Form 

a.t  +  ^T»— ':-*■£  M 

an,  wo  wie  vorher 

^"ä^  +  ä?' 

Wenn  £  =■  0  ist,  so  können  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  nnter 
gewissen  Bedingungen  durch  konstante  Werte  von  «,  v,  6  erfüllt 
werden.     Wir  müssen  nämlich 


0       2n>  jjas- 
haben,  und  deshalb 


(13) 


(14) 


Letztere  Bedingung  zeigt,  daß  die  Höhenlinien  der  freien  Oberfläche 
aberall  parallel  zu  den  Höhenlinien  des  Bodens  Bein  müssen,  daß  aber 
der  Wert  von  £  sonst  willkürlich  ist     Die  Strömung  der  Flüssigkeit 
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ist  überall  parallel  zu  den  Höhenlinien,  and  es  ist  deshalb  ferner  für 
die  Möglichkeit  solcher  stationärer  Bewegungen  notwendig,  daß  die 
Tiefe  längs  der  Umgrenzung,  welche  als  vertikale  Wand  vorgestellt 
sein  soll,  gleichförmig  ist.  Wenn  die  Tiefe  überall  dieselbe  ist,  so 
wird  die  Gleichung  (14)  identisch  erfüllt,  nnd  die  einzige  Beschränkung 
betreffs  des  Wertes  von  £  ist  die,   daß  er  längs  der  Grenze  konstant 


§  307.     Eise  einfache  Anwendung  obiger  Gleichungen  geschieht 
auf  den  Fall  von  freien  Wellen  in   einem  unendlich   langen,  gleich- 
formigen,  geradlinigen  Kanal.1) 
Wenn  wir  annehmen,  daß 

t_M»W-.|+.il 
«-0  )' 


J.  (1) 

wo  die  x-Achse  der  Längsrichtung  des  Kanals  parallel  ist,  so  geben 
die  Gleichungen  (9)  des  Torhergehenden  Paragraphen,  wenn  die  Glieder 
mit  $  weggelassen  werden, 

»«""««}•  (2) 

TS  au  =  —  ;7TO{,J 
wahrend  wir  ans  der  Kontinuitätsgleichung  (6)  des  §  206 


Hieraas  leiten  wir  . 


(4) 


ab.  Ersteres  Resultat  zeigt,  daß  die  Wellengeschwindigkeit  durch 
die  Rotation  nicht  beeinflußt  wird. 

In  reeller  Form  ausgedrückt  lautet  der  Wert  von  £ 

t  —  ae     '    cos{£(c(  —  x)  -f-  e}-  (5) 

Der  Exponentialfaktor  zeigt  an,  daß  die  Wellenhöhe  zunimmt,  wenn 
wir  Ton  der  einen  Seite  des  Kanals  zur  anderen  übergehen,  wobei 
sie  auf  der  Seite  am  kleinsten  ist,  welche  in  Bezug  auf  die  Rotation 
vorausgeht  Wenn  man  die  Bewegungsrichtungen  eines  Wasserteü- 
cheus  in  einem  Kamme  nnd  einem  Tale  in  Erwägung  zieht,  bo  sieht 
man  leicht,  daß  dieses  Resultat  mit  der  Tendenz  im  Einklang  ist, 
welche  in  §  201  besprochen  wurde.1) 

1)  Sir  W.  Thomson,  1.  c,  S.  87S. 

2)  Anwendungen  auf  dio  Gezeiten  siehe  bei  Sir  W.  Thomson,  Notare,  19, 
8.  IM  nnd  S.  571,  1879. 
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Die  Aufgabe,  die  freien  Schwingungen  in  einem  rotierenden  Kanal 
von  endlicher  Länge  bzw.  auf  einer  rotierenden  rechteckigen  Wasser- 
schicht zn  bestimmen,  ist  bisher  nicht  gelöst  worden.1) 

§  208.  Wir  nehmen  zunächst  den  Fall  einer  kreisförmigen 
Wasserschicht,  welche  am  ihren  Mittelpunkt  rotiert.1) 

Wenn  wir  Polarkoordinaten  r,  $  einführen  und  die  Symbole  R,  0 
gebrauchen,  am  die  Verschiebungen  längs  and  senkrecht  zum  Radius- 
vektor zu  bezeichnen,  so  sind  die  Gleichungen  (9)  des  §  206  mit 

6iB  +  2iae&  =  gji:   (C-ß| 

ff'@-2ia,fflt  =  g-^(t-i)\ 

gleichwertig,  während  die  KoDtinuitätBgleichung  (10)  in 


(i) 


übergeht. 
Folglich 

B-; 

t=          rdr 

g        Id        8i<o 

i*  —  ia>*\dr          e 

S(k9) 

fw)tt-0 

e  — - 

ig         iia,    3 
<'  — 4<o'U    dr 

*rJi)tt-Ö 

(3) 


und   durch  Einsetzen   in  Gleichung  (2)  erhalten  wir  die  Differential- 
gleichung für  %. 

Im  Falle  gleichförmiger  Tiefe  finden  wir 

(A  +  .'U-A.t,  (4) 

wo 

und 

Dies  hätte  sofort  aus  Gleichung  (12)  des  §  206  hingeschrieben  werden 
können. 

Die   Bedingung,   welche    an    der  Grenze  (etwa  r  =  o)  befriedigt 

werden  muß,  ist 

ß-0 


1)  Mit  Ausnahme  des  Falles,  wo  die  RotötionBgeachwindigknit  yerli&ItuiR- 
mäßig  klein  iat.  Dielen  Fall  siehe  bei  Lord  Ravl'igh,  „On  the  Vibration»  of  a 
RecUngular  Sheet  of  Kotating  Liquid",  Phil.  Mag.  (fi),  6.  S.  8»7,  1903. 

2)  Die  folgende  Untersuchung  ist,  eine  Durchführung  einiger  Andeutungen, 
welche  von  Lord  Kelvin  in  der  genannten  Arbeit  gegeben  sind. 
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5». 


(t-0-0.  (7) 


§  209.  In  dem  Falle  der  freien  Schwingungen  haben  vir  £  —  0. 
Die  Art,  auf  welche  die  imaginäre  Einheit  i  in  den  obigen  Gleichungen 
auftritt,  zusammen  genommen  mit  dem  Fourierschen  Satze,  deutet 
darauf  hin,  daß  0  mittels  eines  Faktors  von  der  Form  e"8  eintritt, 
wo  s  ganzzahlig  ist.  Unter  dieser  Annahme  lautet  die  Differential- 
gleichung (4): 

8+i£+(rf-a.-o.  <n 

und  die  Grenzbedingung  (7)  gibt 

r|?  +  !l?t_0  (9) 

für  r  —  a. 

Die  Gleichung  (8)  ist  von  der  bekannten  Besselschen  Form,  und 
die  Lösung,  welche  für  r  —  0  endlich  ist,  ist  deshalb 

t-AJ,(xr)eX°'+'*l  (10) 

Es  muß  aber  beachtet  werden,  daß  x1  in  der  vorliegenden  Aufgabe 
nicht  notwendig  positiv  ist.    Wenn  x*  negativ  ist,  können  wir  J,{xr) 

durch  i,(xV)  ersetzen,  wo  x'  die  positive  Quadratwurzel  i 
ist  und 

•W~  ~S*T7Tl      "*"  2  (2a  +  a'j  +  2-4(2s+2)(2*  +  4)  ^  )'  '   (      ' 

Wenn  Symmetrie  um  die  Achse  (s  —  0)  herrscht,  haben  wir  in 
reeller  Form 

Z-AJ0(xr)-co8(et+s),  (12) 

wo  x  durch  die  Gleichung 

«T0'(xa)-0  (13) 

bestimmt  wird.  Die  entsprechenden  Werte  von  ö  sind  dann  durch 
die  Gleichung  (6)  gegeben.  Die  freie  Oberfläche  hat  bei  den  ver- 
schiedenen natürlichen  Schwingungen  dieselbe  Gestalt  wie  in  §  189, 
aber  die  Frequenzen  sind  jetzt  größer;  wir  haben  nämlich 

«*  =  *„»  + 4 .»',  (14) 

wo  0D  der  entsprechende  Wert  von  a  ist,  wenn  keine  Rotation  statt- 
findet. Im  Einblick  auf  (3)  sieht  man  überdies  leicht  ein,  daß  die 
Relativbewegungen    der   Flüas igkeitsteilchen   nicht   mehr   rein   radial 


?A 


,   Brü.  Au.  Rep    1889, 
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gerichtet  sind;  die  Teilchen  beschreiben  in  der  Tat  Ellipsen,   deren 
größere  Achsen  in  der  Richtung  des  Radiusvektor  liegen. 
Für  s  >  0  haben  wir 

t  —  AJ,(xr)  cos  (et  +  s8  +  e),  (15) 

wo  die  zulässigen  Werte  von  x,  und  folglich  diejenigen  von  tf,  durch 
Gleichung  (9)  bestimmt  sind,  welche 

xaj,'(xa)  +  ^"-  J,(xa)  =  0  (16) 

ergibt 

Die  Formel  (15)  stellt  eine  Welle  dar,  welche  in  Bezug  auf  das 
Wasser  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  —  rotiert,  wobei  die  Rota- 
tion der  Welle  in  dem  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  zu  der 
des  Wassers  erfolgt,  je  nachdem  —  negativ  oder  positiv  ist. 

Einige  Angaben  betreffs  der  Werte  von  tf  können  aus  einer 
graphischen  Konstruktion  erhalten  werden.     Wenn  wir 


setzen,  haben  wir  nach  Gleichung  (6) 

£-±(i+f)'.  (") 

(18) 


Wenn  wir  ferner 

setzen,  80   kann  Gleichung  (16)   folgendermaßen  geschrieben  werden: 

<p(*)±(l  +  |)*-0.  (19) 

Die  Kurre 

»-»(»)  (20) 

kann  vermittels  der  Tafeln  der  Funktionen  J,  (e)  und  J,  (e)  leicht  ge- 
zeichnet werden;  und  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Parabel 

»■-l  +  f  (21) 

geben  die  Werte  von  =-  als  Ordinaten.  Die  Konstante  ß,  von  welcher 
die  Lagen  der  Wurzeln  abhängen,  ist  gleich  dem  Quadrate  des  Ver- 
hältnisses    ,     ,  in  dem  die  Periode  einer  Welle,  welche  sich  in  einem 
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kreisförmigen  Kanal  von  der  Tiefe  h  und  dem  Umfang  2  na  herum 
bewegt,  zur  halben  Periode  —  der  Rotation  des  Wassers  steht. 

Die  beigefügten  Figuren  geben  die  Größen  der  kleineren  Wurzeln 
in  den  Fällen  s  —  1  und  s  —  2,  wenn  ß  die  Werte  2,  6,  40  hat.1) 

Mit  Hilfe  dieser 
Figuren  können  wir  im 
allgemeinen  die  Verän- 
derungen in  dem  Ver- 
halten der  freien  Schwin- 
gungen verfolgen,  wenn 
ß  von  0  an  wächst.  Die 
Resultate  kann  man  so 
deuten,  als  wenn  sie  ent- 
weder durch  ein  bestän- 
diges Anwachsen  von  m 
oder  durch  eine  bestän- 
dige Verminderung  von  Ä 
verursacht  seien.  Wir 
wollen  die  Bezeichnungen 
„positiv"  und  „negativ* 
gebrauchen,  um  Wellen 
zu  unterscheiden,  welche 
sich  in  Bezug  auf  die  Rota- 
tion des  Wassers  in  dem 
gleichen  bzw.  entgegen- 
gesetzten Sinn  bewegen. 

Wenn  ß  unendlich 
klein  ist,  so  sind  die  Werte 
von  x  durch  Jt'(Yx)  =  0 
gegeben;  diese  entspre- 
chen den  vertikalen 
Asymptoten  der  Kurve 
(20).  Die  Werte  von  « 
treten  dann  in  Paaren  von 
entgegengesetzt  gleichen 
Größen  auf,  was  anzeigt, 

daß  keine  Differenz  zwischen  der  Geschwindigkeit  der  positiven  und 
negativen  Wellen  besteht.  Der  Fall  ist  natürlich  derjenige  von  Glei- 
chung (12)  in  §  189. 

Wenn   ß  wächst,  so  werden  die  Werte  von  ff,  welche  zu  einem 
Paar  gehören,  ungleich,  und  es  gehen  die  entsprechenden  Werte  von  x 


1)   Der  Deutlichkeit   wegen   ist  der  Maßstab   von  y   zehnmal   i 
derjenige  von  x  genommen  worden. 


<  groß  wie 

Google 
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auseinander,  wobei  der  größere  der  ist,  für  welchen  —  positiv  ist. 
Wenn  ß  -*  s  (s  +  1),  bo  berühren  sich  die  Kurve  (20)  und  die 
Parabel  (21)  in  dem  Punkte  (0,  —  1),  wobei  der  entsprechende  Wert 
von  ö  gleich  —  2  a  ist.  Wenn  ß  Über  diesen  kritischen  Wert  hinaus 
wächst,  so  wird  ein  Wert  von  x  negativ,  und  der  entsprechende  negative 
Wert  von  5—  wird  immer  kleiner. 

Wenn  also  ß  von  0  an  wächst,  so  wird  die  relative  Winkel- 
geschwindigkeit für  eine  negative  Welle  größer  als  für  eine  positive 
von  angenähert  gleicher  Form;  überdies  ist  der  Wert  von  ff  für  eine 
negative  Welle  immer  größer  als  2m.  Wenn  die  Rotation  wächst, 
so  werden  die  beiden  Arten  von  Wellen  sowohl  in  ihrer  Gestalt 
wie  betreffs  ihrer  Frequenz  mehr  und  mehr  verschieden.  Bei  einem 
genügend  großen  Wert  von  ß  haben  wir  eine,  aber  nur  eine  positive 
Welle,  für  welche  ff  numerisch  kleiner  als  2  m  ist.  Wenn  schließ- 
lich ß  sehr  groß  ist,  so  wird  der  Wert  von  ff,  der  dieser  Welle  ent- 
spricht, im  Verhältnis  zu  a>  sehr  klein,  während  die  Übrigen  Werte 
Bich  mehr  und  mehr  dem  Grenzwert  ±2m  nähern. 

Wenn  wir  den  Index  0  gebrauchen,  um  den  Fall  <d  —  0  zu 
unterscheiden,  so  finden  wir 

.'  +  ±?- 
SL=—J^  =  X-±1,  (22) 

wo  Xq  sich  auf  die  zugehörige  Asymptote  der  Kurve  (20)  bezieht. 
Dies  gibt  die  Frequenz  einer  freien  Schwingung,  ausgedrückt  durch 
diejenige  vom  entsprechenden  Typus,  wenn  keine  Rotation  ist. 

§  310.  Als  ein  hinreichendes  Beispiel  erzwungener  Schwingungen 
wollen  wir  annehmen,  daß 

C- C  (£)>«"+'•+«;,  (23) 

wo  der  Wert  von  ff  jetzt  vorgeschrieben  ist. 
Dies  macht 

A£  =  0, 

und  die  Gleichung  (4)  lautet  dann 

t-AJ,(*r)  <?(■"+•*+•),  (24) 

wo  A  durch  die  Grenzbedingung  (7)  zu  bestimmen  ist,  nämlich: 


■('+¥) 


-  C.  (25) 
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Dies  wird  sehr  groß,  wenn  die  Frequenz  der  Störung  derjenigen  einer 
natürlichen  Schwingung  von  der  entsprechenden  Art  nahezu  gleich  ist. 

Vom  Standpunkt  der  Gezeitentheorie  aus  sind  die  interessan- 
testen Fälle  diejenigen,  wo  $  =-  1  und  a  —  m,  bzw.  s  =  2  und  o  —  2  m. 
Diese  würden  die  täglichen  und  halbtägigen  Gezeiten  darstellen,  welche 
von  einem  entfernten  Körper  erregt  würden,  dessen  Eigenbewegung 
im  Vergleich  zu  der  Rotation  m  vernachlässigt  werden  kann. 

In  dem  Falle  s  =  1  haben  wir  eine  gleichförmige  horizontale 
Störungskraft  Setzen  wir  außerdem  e  —  m,  so  finden  wir  ohne 
Schwierigkeit,  daß  die  Amplitude  der  Flut  am  Rand  (r  -»  a)  des 
Beckens  zu  ihrem  Gleichgewichtswert  in  dem  Verhältnis 

4  »  +  »*(■)  {    ' 

steht,  wo  s-J V3ß.  Mit  Hilfe  der  Lodgeschen  Tafeln  finden  wir, 
daß  dieses  Verhältnis  die  folgenden  Werte  hat: 


für  ß  -  0  12  48. 

Wenn  ff  =  2(0,  so  haben  wir  x  =  0  und  folglich  nach  den 
Gleiehnngen  (23),  (24)  nnd  (25) 

t-6  (2') 

d.  h.  die  Fiat  ist  genau  dieselbe,  die  durch  die  Gleichgewichtstheorie 
angegeben  würde. 

Dieses  bemerkenswerte  Resultat  kann  auf  eine  allgemeinere  Weise 
erhalten  werden;  es  gilt  nämlich  immer,  wenn  die  Störungskraft  von 
dem  Typus 

{_lW^(...+.t  +  4  (28) 

ist,  vorausgesetzt,  daß  die  Tiefe  h  eine  Funktion  von  r  allein  ist. 
Wenn  wir  zu  den  Gleichungen  (1)  zurückkehren,  so  sehen  wir,  daß 
sie  für  ff  —  2a  durch  £  —  {,  0  =  »\R  erfüllt  sind.  Um  B  als  Funk- 
tion von  r  zu  bestimmen,  müssen  wir  in  die  Kontinuitätsgleichung  (2) 
einsetzen,  welche 


d(hX) 


±kR X(r) 


gibt.     Die  willkürliche  Konstante,  welche  bei   der  Integration  dieser 
Gleichung  auftritt,  ist  aus  der  Grenzbedingung  zu  bestimmen. 

Im  vorliegenden  Falle  haben  wir   x  (**)—=  —,■■•     Integrieren  wir 
und  machen  wir  R  =  0  für  r  =■  a,  so  finden  wir 

hR  -  <^-l(o*-  *)j9-*"  +  *.  (30) 

a  Digmzedcy  GOOgie 


382  Vm.  Flutwellen. 

Die  Beziehung  &  —  iJi  zeigt,  daß  die  Amplituden  von  R  und  & 
gleich  sind,  wahrend  ihre  Phasen  sich  um  90°  unterscheiden;  die 
relativen  Bahnen  der  Flüssigkeitsteilehen  sind  also  Kreise  mit  den 
Radien 

r-w(«'-'J>.  (»») 

deren  jeder  mit  der  Geschwindigkeit  2«  um  seinen  Mittelpunkt  in 
negativem  Sinn  durchlaufen  wird.  Es  wird  leicht  bewiesen,  daß  die 
Bahn  eines  Teilchens  im  Raum  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  r  ±  V 
ist,  welche  um  den  Ursprungspunkt  in  positivem  Sinn  durchlaufen 
wird,  wobei  die  Periode  - —  ist.  Dies  erklärt  die  Besonderheiten  des 
Falles.  Wenn  nämlich  £  immer  den  Gleichgewichtswert  hat,  so 
werden  die  horizontalen  Kräfte,  welche  von  der  Erhebung  allein  her- 
rühren, der  Störungskraft  genau  das  Gleichgewicht  halten,  und  es 
bleiben  nur  die  Kräfte,  welche  von  der  ungestörten  Form  der  freien 
Oberfläche  herrühren,  übrig  (siehe  Gleichung  (1)  des  §  206).  Diese 
ergeben  eine  Beschleunigung  g »  oder  a*r  gegen  den  Mittelpunkt, 
wo  r  der  Radiusvektor  des  Teilchens  in  seiner  augenblicklichen  Lage 
ist.  Folglich  werden  alle  Bedingungen  der  Aufgabe  durch  elliptische 
Schwingungen  der  einzelnen  Teilchen  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß  die 
Lagen,  die  Dimensionen  und  die  Epochen  der  Bahnen  so  gewählt 
werden  können,  daß  sie  bei  dem  angenommenen  Wert  von  g  die  Kon- 
tinuitätsgleichung erfüllen.  Die  oben  durchgeführte  Untersuchung 
klärt  diesen  Punkt  auf. 

§  311.  Wir  wollen  auch  kurz  den  Fall  eines  kreisförmigen 
Beckens  von  veränderlicher  Tiefe  betrachten,  wobei  das  Gesetz  für 
die  Tiefe  das  gleiche  wie  in  §  191  sein  soll,  nämlich 

*-*.(!-?)■  (1) 

Nehmen  wir  an,  daß  R,  8,  £  sich  alle  wie  ^'t"' +  ••  +  •)  verhalten 
und  daß  A  eine  Funktion  von  r  allein  ist,  so  finden  wir  aus  den 
Gleichungen  (2)  und  (3)  des  §  208 

(#*-4^>+#g(y?+V3(t-|)+,*(^+.^-5)«-ü-a(S) 

Führen  wir  aus  Gleichung  (1)  den  Wert  von  h  ein,  so  haben 
wir  für  die  freien  Schwingungen 
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Dies  ist   mit  Gleichung  (6)   des  §  191  identisch,   mit  der  Ausnahme, 

daß  wir  jetzt  ... 

J  «»  —  401*        4  ms 

gK  »<** 

in  Stelle  von  -       haben.     Die  Lösung  kann  deshalb   ans  den  Ergeb- 
nissen jenes  Paragraphen  hingeschrieben  werden.    Wenn  wir  nämlich 


setzen,  haben  wir 

(4) 

i-Ä-[7)'T("'  *■•  *V) •>"'*■'*". 

(5) 

or  =  $n  +  |s, 

ß-l+il-i*, 

r-s  +  l; 

und  die  Bedingung,   daß   die  Reihe   an  der  Grenze  r  —  i 

j   konvergent 

wll,  erfordert,  daß 

n  -  8  +  2j,  (6) 

wo  j  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  ist  Die  Werte  von  0  werden 
dum  durch  Gleichung  (4)  gegeben. 

Die  Gestalt  der  freien  Oberfläche  ist  deshalb  die  gleiche  wie  im 
Falle  keiner  Rotation;  die  Bewegung  der  Wasserteilchen  ist  aber  ver- 
schieden. Die  relativen  Bahnen  sind  jetzt  Ellipsen,  deren  Haupt- 
achsen parallel  und  senkrecht  zum  Radiusvektor  liegen,  wie  sich  leicht 
ms  der  Gleichung  (3)  des  §  208  ergibt 

Für  die  symmetrischen  Schwingungen  (5  —  0)  gibt  Gleichung  (4) 

<s*  -  a0*  +  ia>*,  CO 

*o  ff0  sich  auf  die  entsprechende  Schwingung  im  Falle  keiner  Rotation 
berieht,  wie  sie  in  §  191  gefunden  wurde. 

Für  jeden  von  null  verschiedenen  Wert  von  s  sind  die  wichtig 
tten  Schwingungen  diejenigen,  für  welche  n  —  s  —  2,  Die  Gleichung  (4) 
Hat  dann  den  Teiler  6  4-2«,  welcher  jedoch  wegzulassen  ist.  Wir  er 
aalten  so  die  quadratische  Gleichung 


« 1*1 


•  !M* 


(8) 
(9) 


Dies  gibt  zwei  Wellen,  welche  am  den  Ursprung  herumlaufen,  wobei 
die  relative  Wellengeschwindigkeit  für  die  negative  Welle  größer  als 
für  die  positive  ist,  genau  wie  im  Falle  gleichförmiger  Tiefe  (§  209). 
Mit  Hilfe  von  Gleichung  (8)  reduzieren  sich  die  Formeln  auf 
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t-O"     j 

wobei  natürlich  der  Faktor  e'f'" +  **  +  «>  stillschweigend  vorauBgesetat 
ist.  Da  ©  =  i  R  ist,  80  sind  die  relativen  Bahnen  alle  Kreise.  Der 
Fall  s  —  1  ist  beachtenswert;  die  freie  Oberfläche  ist  dann  immer 
eben,  und  die  kreisförmigen  Bahnen  haben  alle  denselben  Radios. 

Wenn  «  >  s  +  2,  80  haben  wir  kreisförmige  Knotenlinien.  Die 
Gleichung  (4)  ist  in  Bezug  auf  -  von  dem  dritten  Grade;  es  wird 
leicht  ersichtlich,  daß  ihre  Wurzeln  alle  reell  sind  und  zwischen 
—  oo  und  —  1,  bzw.  —  1  und  0,  bzw.  + 1  und  +  oo  liegen.  Als  ein 
Zahlenbeispiel  für  den  Fall  5  —  1,  n  —  5  mit  den  angegebenen  Werten 
von  —  t —  finden  wir 

für         2  e  io 

!  +  2,888  + 1,874  + 1,180, 

—  0,135  —0,100  —0,037, 

—  2,761  —  1,774  —  1,143. 

Die  erste  und  letzte  jeder  drei  Wurzeln  geben  positive  und  negative 
Wellen  von  ähnlicher  Art  wie  die,  welche  wir  bereits  im  Falle  gleich- 
förmiger Tiefe  erhalten  hatten.  Die  kleinere  negative  Wurzel  gibt 
eine  verhältnismäßig  langsame  Schwingung,  welche  für  unendlich 
kleine  Rotationsgesch windigkeit  za  einer  stationären  Wirbelbewegung 
ohne  Erhebungen  oder  Senkungen  der  Oberfläche  wird.1) 

Die  wichtigste  Art  erzwungener  Schwingungen  ist  diejenige,  wo 

{-ö(i)>'*"+->.  (11) 

Wir  können  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (3)  leicht  zeigen,  daß 

(12) 


2$gh„ 


Wir   bemerken,   daß    für   tf  =  2w    die   Fluthöhe   genau    den   Gleich 
gewichtswert  hat,  was  mit  §  210  übereinstimmt 

Wenn  tf,  und  tf,  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (8)  be- 
zeichnen, so  kann  die  letzte  Formel  folgendermaßen  geschrieben 
werden:  t 

1- -       — .  (13) 


('-;,)  (-3 


1)  Die  Möglichkeit  derartiger  Schwingungen  wurde  schon  in  6  20b  angedeutet 
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Gesellen  auf  einer  rotierenden  Engel. 

§  213.  Wir  gehen  dazu  über,  die  Lsplaeesche  Aufgabe  der 
Gezeiten-Schwingungen  eines  Ozeanes  von  verhältnismäßig  kleiner 
Tiefe  zu  behandeln,  welcher  eine  rotierende  Kugel  bedeckt.1) 

Um  den  Sinn  der  Annäherungen,  welche  ans  verschiedenen 
Gründen  gemacht  werden,  deutlicher  zum  Ausdruck  zu  bringen,  ver: 
folgen  wir  eine  Methode  zur  Aufstellung  der  Grundgleichungen,  die 
von  der  gewöhnlichen  etwas  abweicht. 

Im  Falle  des  relativen  Gleichgewichtes  ist  die  freie  Oberfläche 
natürlich  eine  Niveaufläche  in  Bezug  auf  die  Schwere  und  die  Zentri- 
fugalkraft; wir  wollen  annehmen,  daß  sie  eine  Umdrehnngsnache  um 
die  Polarachse  ist,  aber  die  EUiptizität  soll  vorläufig  nicht  als  klein 
augesehen  werden.  ' 

Wir  nehmen  diese  Gleichgewichtafonn  der  freien  Oberfläche  als' 
eine  Bezugsnäche  und  bezeichnen  mit  8  und  tp  die  Poldistanz  (d.  h. 
den  Winkel  der  Normalen  mit  der  Polarachse)  bzw.  die  geographische 
Länge  eines  Punktes  auf  ihr.  Wir  wollen  weiter  mit  g  die  Höhe  eines 
Punktes  über  dieser  Flüche  bezeichnen,  welche  längs  einer  Normalen 
nach  außen  hin  gemessen  wird. 

Da  die  relative  Lage  eines  Flüssigkeitsteilchens  durch  die  drei 
orthogonalen  Koordinaten  8,  <p,  z  bestimmt  ist,  so  wird  die  kinetische 
Energie  pro  Masseneinheit  durch  die  Gleichung 

2T-  (B  +  *)*&  +  GJ»  (o>  +  9>)»  +  *■  (1) 

gegeben,  wo  R  der  Krümmungsradius  des  Meridians  der  Bezugsnäche 
und  ET  der  Abstand  des  Teilchens  von  der  Polarachse  ist  Es  ist  zu 
bemerken,  daß  1t  eine  Funktion  von  8  allein  ist,  während  EJ  eine 
Funktion  sowohl  von  8  wie  von  z  ist;  und  es  ergibt  sich  leicht  aas 
geometrischen  Betrachtungen,  daß 


-i*+i*.         ,  m 


Die  Komponenten  der  Beschleunigungen  werden  sogleich  aus  (1) 
durch  die  Lagrangesche  Formel  erhalten.  Da  wir  uns  auf  unend- 
lich kleine  Bewegungen  beschränken,  können  wir  die  Größen  zweiter 
Ordnung  weglassen  und  haben  deshalb 

1)  „Recherche!  sui  quelques  points  du  Systeme  du  raonde",  Mim.  de 
VAcad.  roy.  de»  Sciences,  1775  (177S)  und  177G  (1779);  (Eueres  Complctes,  Bd.  IX, 
8.  88  und  187.  Die  Untersuchung  ist  mit  verschiedenen  Abänderungen  in  der 
Mieanique  Celeste  (4.  Buch,  Kap.  i,  1799)  abgedruckt 

Limb,  HrdrodjnanlL  '"   8l>    '' 
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e  +  Adtse      de)     '■•"T*>"     J  +  1i"t«w»() 
i  /d  ar     ar\     __  ,  „    /a«  x  ,  3o  a  I    /„, 

5feä*-W-n'>  +  2°,(8«9  +  är')  r  (3) 


Wenn  wir  also  u,v,w  für  die  relativen  GeBchwindigkeitakomponenten 
eines  Teilchens  schreiben,  nämlich 

v  =-  Er?  ,  (4) 


and  die'  Gleichungen  (2)  benutzen,  so  können  die  hydrodynamischen 
Gleichungen  auf  die  Form 

f  +  2.««088  +  2«,»Bü>8-      _«.JL(i+1r_4«>B«  +  «)j  (5) 

gebracht  werden,  wo  W  das  Gravitationspotential  zufolge  der  An- 
ziehung der  Erde  ist,  während  ii  das  Potential  der  Störungskräfte 
bezeichnet 

Bisher  hat  die  einzige  Annäherung  in  der  Weglassung  der  Glieder 
von  der  zweiten  Ordnung  in  «,  v,  tu  bestanden.  Da  bei  der  vor- 
liegenden Anwendung  die  Tiefe  des  Meeres  klein  gegen  die  Dimen- 
sionen der  Erdkugel  sein  soll,  dürfen  wir  R  +  s  durch  R  ersetzen. 
Wir  wollen  ferner  annehmen,  daß  die  Wirkung  der  relativen  verti- 
kalen Beschleunigung  auf  den  Druck  zu  vernachlässigen  ist,  und  daß 
die  vertikale  Geschwindigkeitskomponente  gegen  die  relative  horizontale 
verschwindet.    Die  letzte  der  Gleichungen  (5)  reduziert  sich  dann  auf 

9T(v+"-^''"'  +  a)-°-  («) 

Wir  wollen  diese  zwischen  den  Grenzen  z  und  £  integrieren,  wo- 
bei £  die  Erhebung  der  gestörten  Fläche  Über  das  Niveau  der  Bezugs- 
fläche bedeutet.     Auf  der  Bezugsfläche  (z  —  0)  haben  wir 

V~  $-ro*EJ-  —  konst, 

und  deshalb  auf  der  freien  Oberfläche  (z  =•  £) 

¥-+*'&*  -  konst.  +  ff£, 
vorausgesetzt,  daß 


,y  Google 


Dm  Laplacesche  Problem.  387 

»-[£("-*0"n'>].,.'  O 

Hier  bedeutet  g  die  scheinbare  Schwere  auf  der  Bezugsnäche,  welche 
natürlich  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  $  ist.  Die  fragliche 
Integration  gibt  dann 

^  +  V -  i<o»ß»  +  Ä  -  konat.  +  gt  +  Ä,  (8) 

wobei  die  Variation  von  &  mit  t  vernachlässigt  ist.  Setzen  wir  aus 
Gleichung  (8)  in  die  ersten  beiden  der  Gleichungen  (5)  ein,  so  er- 
halten wir  unter  den  oben  festgestellten  Annäherungen 

£-2„*co.fl--!,5§jr«-F) 


-£  +  2»««»» S-fad-t) 


(9) 


{ ~-  (10) 

Diese  Gleichungen  sind  von  e  unabhängig,  sodaß  die  horizontale  Be- 
wegung für  alle  Teilchen  auf  einer  vertikalen  Linie  als  gleich  an- 
genommen werden  darf. 

Wie  in  §  197  wird  die  Kontinuitätsgleichung  durch  letzteren 
Umstand  wesentlich  vereinfacht.  Im  vorhegenden  Falle  finden  wir 
ohne  Schwierigkeit 

dt     _  i  f  d(hau)  ,  at*»)i  ,.n 

dt  a\  sse    t   d~<p  I  "•    ' 

Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  daß  diese  Gleichungen  keine  An- 
nahmen, außer  den  ausdrücklich  zu  Grunde  gelegten,  enthalten;  ins- 
besondere  besteht  keine  Beschränkung  betreffe  der  ElUptizität  des 
Meridians,  dessen  Abplattung  von  beliebiger  Große  sein  kann. 

$  213.     Um  jedoch  die  Frage  möglichst  zu  vereinfachen,   ohne 

irgend  einen  ihrer  wesentlichen  Zuge  zu  verletzen,  bedienen  wir  uns 

jefert  des  Umstände,  daß  bei  dem  wirklichen  Fall  der  Erde  die  Ellip- 

tiiität  eine    kleine    Größe   ist,   da   sie   mit   dem  Verhältnis  der 

i  -  g 

Zentrifugalkraft   am    Äquator   zu    der   Schwere   vergleichbar   ist,   ein 

Verhältnis,  welches  bekanntlich  ungefähr  ^-  betragt     Bis  auf  einen 

Fehler  von  dieser  Größenordnung  können  wir 

R  —  o,     ö  —  a  sin  6,    ff  =  konst. 

•etun,  wo  a  der  mittlere  Radius  der  Erde  ist.   Wir  erhalten  somit1) 


1)  Laplace,  1.  C,  S.  £85. 


D,gtzPd.vC00Q[e 
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ST  +  S-««.« ig-lj-ft-B  | 

und 

3£  1       [3»,dnfl)         0(Ätt)l  ~ 

dt      ~  7ST»  l~J9«—  +  T^T  W 

Letztere  Gleichung  ist  mit  Gleichung  (1)  des  §  197  identisch. 

Zwei  Schlußfolgerungen,  welche  in  Bezug  auf  spätere  Unter- 
suchungen von  Interesse  sind,  ergeben  sich  sogleich  ans  der  bloßen 
Form  der  Gleichungen  (1).  Wenn  u  und  v  die  Geschwindigkeiten 
parallel  und  senkrecht  zu  irgend  einer  horizontalen  Richtung  s  be- 
zeichnen, so  finden  wir  zunächst  durch  Koordinatentransformation 

J-hTUl— |£((-t  (3) 

Im  Fall  eines  schmalen  Kanales  ist  die  transversale  Geschwindigkeit 
V  gleich  0,  and  die  Gleichung  (3)  nimmt  dieselbe  Form  an,  wie  bei  Ab- 
wesenheit der  Rotation;  dies  wurde  schon  im  voraus  in  §  182  an- 
genommen. Die  einzige  Wirkung  der  Rotation  in  solchen  Fallen  be- 
steht darin,  eine  kleine  Neigung  der  Wellenberge  und  Täler  in  der 
Richtung  quer  zum  Kanäle  zu  erzeugen,  wie  in  §  207  gefunden 
wurde. 

Vergleichen  wir  ferner  (1)  mit  §  206  (5),  so  sehen  wir,  daß  die 
Schwingungen  einer  Wasserschicht  von  relativ  kleinen  Dimensionen 
in  der  Poldistanz  $  denselben  Gesetzen  unterworfen  sind,  wie  diejenigen 
einer  ebenen  Schicht,  welche  um  eine  zu  ihr  senkrechte  Achse  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  a  cos  8  rotiert. 

Wie  in  §  206  sind  unter  gewissen  Bedingungen  stationäre  Be- 
wegungen möglich.  Setzen  wir  £  —  0,  so  finden  wir,  daß  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  durch  konstante  Werte  von  u,  v,  g  erfüllt 
werden,  vorausgesetzt,  daß 

„ s      _     «  | 

SmasintfcoBÖ  dtp   I 

„       9  _  H  W 

2macosö2T9  " 

und 

9(8,).)  "'  W 

Der  letzten  Bedingung  wird  durch  irgend  eine  Annahme  Ton  der  Form 

£-/-(*secfl)  (6) 

genügt,  und  die  Gleichungen  (4)  geben  dann  die  zugehörigen  Werte 
von  u  und  v.   Es  ergibt  sich  ans  Gleichungen  (4),  daß  die  Gesohwin- 

iz.d,AL.o 
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digkeit  bei   diesen    stationären  Bewegungen    überall    parallel   an   den 
Höhenlinien  der  gestörten  Oberfläche  ist. 

Ist  h  konstant  oder  eine  Funktion  der  Breite  allein,  so  unter- 
liegt £  der  einzigen  Bedingung,  daß  es  unabhängig  von  ip  sein  muß; 
mit  anderen  Worten,  die  Erhebung  muß  symmetrisch  zur  Polar- 
ftchuo  sein. 

§  SGL*.  Wir  werden  hinfort  voraussetzen,  daß  die  Tiefe  h  eine 
Funktion  von  $  allein  ist,  und  daß  etwaige  Grenzen  des  Meeres  mit 
Breitenkreisen  zusammenfallen. 

Wir  nehmen  zuerst  den  Fall,  wo  die  gestörte  Form  der  Wasser- 
fläche eine  TJmdreliungs fläche  am  die  Polarachse  ist.  Wenn  die 
Glieder,  welche  tp  enthalten,  weggelassen  werden,  so  nehmen  die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  des  vorausgehenden  Paragraphen   die  Form 


pt  +2ß>wcos0-O                         | 

(i) 

an    zugleich  mit 

0(™       "aiinflaV 

(2) 

Denken  wir  uns  den  Zeitfaktor  &"'   und  lösen  für  u 

und  v 

auf, 

so  finden  wir 

—  ^SanBitt-Ö  l 

zugleich  mit 

.-..__  »ftÄÜ.. 

(3) 

■•*■--    «imflgfl  W 

Die  Formeln  für  die  VerschiebnngBkomponenten  (|,  q)   können 
aus  den  Beziehungen 

oder 

«  -  i«l,        v  —  itJn 

hingeschrieben  werden.  Es  ergibt  sich,  daß  die  Flössigkeitsteilchen 
Ellipsen  beschreiben,  deren  Hauptachsen  mit  den  Meridianen,  bzw. 
Breitenkreisen  zusammenfallen,  wobei  das  Achsenverhältnis  —  •  sec  8 
ist.  Bei  den  erzwungenen  Schwingungen  des  vorliegenden  Typus  ist 
das  Verhältnis  —  sehr  klein;  die  Ellipsen  sind  also  sehr  gestreckt, 
ausgenommen  in  der  Nahe  des  Äquators,  und  zwar  liegen  sie  mit  der 


größten  Achse  von  Osten  nach  Westen. 
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Eliminieren  wir  w  zwischen  den  Gleichungen  (3)  und  (4),  und 
schreiben  wir  der  Kürze  halber 


t-t-t 


(5) 


Im  Falle  gleichförmiger  Tiefe  lautet  dies 

£(*=££)+*--*  c*> 

ft  =  cos  0 
and 

^""S j*    ■  (8> 

§  315.    Betrachten  wir  zunächst  die  freien  Schwingungen.    Da 
£  =  0,  haben  wir 

£(t^&)+«-0'  » 

and  wir  bemerken,  daß  dies  in  Gleichung  (1)  des  §  198  übergeht, 
wenn  keine  Rotation  vorhanden  ist,  wie  man  findet,  wenn  man 

w-3r.  f-°° 

setzt. 

Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (9)  hat  notwendig  die  Form 

t-AFW  +  Bfb),  (10) 

wo  F(jt)  eine  gerade  and  f(ji)  eine  ungerade  Funktion  von  (i  ist 
und  die  Konstanten  A  und  B  willkürlich  sind.  Im  Falle  eines 
Meeres,  das  von  zwei  Breitenkreisen  begrenzt  ist,  werden  das  Ver- 
hältnis -=  und  die  zulässigen  Werte  von  f  (und  deshalb  der  Frequenz 
~\  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  für  jeden  dieser  Breiten- 
kreise w  —  0  ist.  Wenn  die  Grenzlinien  symmetrisch  in  Bezug  auf 
den  Äquator  liegen,  zerfallen  die  Schwingungen  .in  zwei  Klassen, 
nämlich  in  eine,  wo  B  —  0,  und  in  eine  andere,  wo  A  —  0.  Wenn 
wir  uns  vorstellen,  daß  die  Grenzen  sich  zu  Punkten  an  den  Polen 
susammensiehen,  gelangen  wir  zu  dem  Falle  eines  unbegrenzten 
Meeres,  und  die  zulässigen  Werte  von  f  werden  jetzt  durch  die  Be- 

D,gtzPd,X-OOglC 


+ä»,: 


0(1    l(l'- 
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dingung  bestimmt,  daß  u  für  ^  ~  ±  1  endlich  sein  muß.  Diese  Be- 
trachtungen sind  prinzipiell  dieselben  wie  in  §  200,  aber  die  An- 
wendung der  letztgenannten  Bedingung  ist  jetzt  schwieriger,  infolge 
der  weniger  vertrauten  Form,  in  welcher  die  Lösung  der  Differential- 
gleichung erhalten  wird. 

Wenn  Symmetrie  in  Bezug  auf  den  Äquator  herrscht,  so  setzen 
wir,  nach  dem  Vorgang  von  Lord  Kelvin1)  und  G.  H.  Darwin1), 

^|f-Ac  +  B.c'  +  -  +  JWe"tl+-  •■•      (11) 

Dies  ergibt 

t-A  -  ifB,f'  +  i  (JJ,  -  f B,),.'  +  •  ■  • 

-r^_>"+--,        (12) 

wo  A  wülkflrlich  ist;  somit 

$$)-*  +  »«-■»«  (■•  +  - 

+  (2j+l)Ä,+.-B„-0c"+-  (W) 

Durch  Einsetzen  in  Gleichung  (9)  findet  man,  wenn  man  die  Koeffi- 
zienten der  einzelnen  Potenzen  von  jt  gleichsetzt, 

B,- 0,1  =  0,  (14) 

^-(i-iQA-O,  (15) 

und  weiter 

Diese  Gleichungen  bestimmen  der  Reihe  nach  .Bj ,  B,,  ■■■,  _ü^+1,  ••• 
durch  .4,  und  die  so  erhaltene  Lösung  würde,  wie  eben  auseinander- 
gesetzt, auf  den  Fall  eines  Meeres  passen,  das  von  zwei  Breitenkreisen  in 
gleicher  Entfernung  nördlich  und  südlich  vom  Äquator  begrenzt  wäre. 
Im  Falle  eines  Meeres,  welches  die  ganze  Erde  bedeckt,  würde  sie, 
wie  wir  beweisen  werden,  unendliche  Geschwindigkeiten  an  den  Polen 
ergeben,  ausgenommen  für  gewisse  bestimmte  Werte  von  f. 

Wir  schreiben: 

£'*: -■"<♦'■  (i7> 

und  wir  wollen  zunächst  zeigen,  daß  N}  entweder  nach  der  Grenze  0 


1)  Sil  W.  Thomson,    „Note    on    the   Oscillatioi»   of  the   Fürt    Spcciee    in 
Laplace'B  Theoiy  of  the  Tid«u,  Phü.  Mag.  (4),  60,  8.  S79,  1876. 

2)  „On  the  Dynamical  Theoiy  of  the  Tide»  of  Long  Period",  Proc.  Ren/. 
Soe.,  11,  8.  S37,  188G;  Encyc.  Britatm.,  Art.  „Tidea". 
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oder  nach  der  Grenze  1  hinstrebt,  wenn  j  wächst  Die  Gleichung  (1 1>) 
kann  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

7v"         —  1  —        J*/1        -4-    -     £-         *  H«\ 

Folglich  ist  für  großes  _;  entweder  imherungsweise 

*i— »/<*+«•  <19> 

oder  Xj+1  ist  nicht  klein,  in  welchem  Falle  NJ+t  nahezu  gleich  t 
sein  wird,  und  die  Werte  von  2fJ+l,  NJ+t,  -  ■  ■  mehr  und  mehr  nach 
der  Grenze  1  streben  werden,  wobei  die  angenäherte  Formel 


tf-«* 


■iW  +  i) 


gilt.  Wenn  also  j  wächst,  so  strebt  NJ  nach  der  einen  oder  anderen 
der  Formen  (19)  und  (20). 

In  dem  ersteren  Falle  (19)  wird  die  Reihe  (11)  für  u  —  ±  1 
konvergent  sein,  und  die  Lösung  wird  auf  der  ganzen  Engel  gelten. 

In  dem  anderen  Falle  (20)  nähert  sich  das  Produkt  Nt-&*"'fy+-it 
und  deshalb  der  Koeffizient  Biit.lt  mit  wachsendem  j  einer  endlichen 
Grenze,  welche  von  0  verschieden  ist  Die  Reihe  (11)  wird  dann 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  mit 

1  +/!■'  +  ft*  +  •■  ■     oder     y~~  « 
vergleichbar  werden,  sodaß  wir 

,*    j?r_L+  *_,  (2i) 

schreiben  können,  wo  L  nnd  M  Funktionen  von  p  sind,  welche  für 
fi  —  ±  1  endlich  bleiben.  Daher  folgt  ans  der  ersten  der  Gleichungen  (3): 

*3* K Um  _  »i\i  t.  j. n  _  «iH 


-  r  3c 


{(l-^i+fl-^'^fj,  (22) 


i  sich  ergibt,  daß  w  an  den  Polen  unendlich  wird. 

Eh  folgt,  daß  die  Bedingungen  unseres  Problems  nur  erfüllt 
werden  können,  wenn  Nf  sich  der  Grenze  0  nähert,  und  diese  Er- 
wägung beschränkt  uns,  wie  wir  sehen  werden,  auf  eine  bestimmte 
Reihe  von  Werten  von  f. 

Die  Gleichung  (18)  kann  in  die  Form 


*j<2j  +  l) 
Jf        _V. 


'-iTÄ  +  D-*'*1 
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gebracht   werden,  und   durch    wiederholte  Anwendung  derselben  er- 
halten wir  Nj  in  der  Form  eine«  konvergierenden  Kettonbruches 

Nj=  ~*pH>     ^ty»» g^jpä      C24) 


unter  der  jetzigen  Annahme,  daß  NJ+t  mit  wachsendem  k  sich  der 
Grenze  0  nähert,  in  der  Weise,  welche  durch  Gleichtuig  (19)  an- 
gegeben ist   Insbesondere  bestimmt  diese  Gleichung  den  Wert  von  Nt . 

Nach  Gleichung  (15)  müssen  wir  nun 

haben,  folglich 

«■fi"1"  6-7"1 

was  mit  JV,  —  oo  gleichbedeutend  ist    Diese  Gleichung  bestimmt  die 

zulässigen  Werte  von  /"  (=  gM  .    Die  Konstanten  der  Gleichung  (11) 

sind  dann  durch 

Bt-ßA  1 

B,  =  NtßA       I 

fy-N^ßA] 


(27) 


gegeben,  wo  A  willkürlich  ist. 

Wenn  ß  unendlich  klein  ist,  so  sieht  man  leicht,  daß  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (11)  durch 

*)v-#* -»(»+!)  (28> 

gegeben  sind,  wo  »  eine  gerade  Zahl  ist;  vergleiche  §  198. 

Es  erübrigt  sich  noch,  auf  einen  arithmetisch  bemerkenswerten 
Punkt  hinzuweisen.  Es  möchte  auf  den  ersten  Anblick  aussehen,  als 
wären  die  Koeffizienten  J?a,  B&,  B7f  ■  ■  -  der  Reihe  nach  aus  den  Glei- 
chungen (15)  und  (16)  oder  mit  Hilfe  der  äquivalenten  Formel  (18) 
«i  berechnen,  wenn  einmal  der  betreffende  Wert  von  f  ans  Glei- 
chung (26)  erhalten  worden  ist.  Aber  dies  wurde  erfordern,  daß  wir 
mit  einem  genau  richtigen  Werte  von  f  beginnen  und  absolute  Ge- 
nauigkeit bei  allen  folgenden  Stufen  bewahren.  Wenn  ein  auch  nur 
ganz  wenig  verschiedener  Wert  von  f  als  Ausgangspunkt  der  Rechnung 
angenommen  wird,  so  zeigt  die  obige  Darlegung,  daß  dieser  zuletzt  un- 
vermeidlich zu  Werten  von  Nj  fuhren  muß,  welche  sich  der  Grenze  1 
nähern,1) 

1)  Sil  W.  Thomson,  I.  *,  S.  S91. 
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§  316.  Es  wird  in  dem  Anhang  zu  diesem  Kapitel  gezeigt, 
daß  das  Potential  der  fluterregenden  Kräfte  aus  Gliedern  von  drei 
verschiedenen  Typen  besteht,  wenn  es  in  einfach  harmonische  Funk- 
tionen der  Zeit  entwickelt  wird. 

Der  erste  Typus  ist  bo  beschaffen,  daß  die  Erhebung  nach  der 
Gleichgewichtstheorie  durch 

l—  ff  (j  _  cos*  ff)  ■  cos  (at  +  t)      •  (29) 

gegeben  sein  wurde. ')  Die  entsprechenden  erzwungenen  Wellen 
heißen  nach  Laplace  die  „Schwingungen  erster  Gattung";  sie  enthalten 
die  Tierzehntägige  Mondnut  und  die  halbjährliche  Sonnenflut,  sowie 
überhaupt  alle  Gezeiten  von  lauger  Periode.  Für  sie  ist  die  Sym- 
metrie um  die  Polarachse  charakteristisch,  und  sie  bilden  demgemäß 
das  wichtigste  Beispiel  erzwungener  Schwingungen  von  der  gegen- 
wärtigen Art. 

Wenn  wir  aus  Gleichung  (29)  in  (7)  einsetzen  und  für 

a1— f  dp 

Ausdrücke  ron  den  Formen  (11)  und  (12)  annehmen,  so  haben  wir  an 
Stelle  der  Gleichungen  (14)  und  (15): 

Bt-ißH'—ßA  —  Q,  (30) 


SC 


B1+\ßE'=0,  (31) 


während  (16)  und  alle  deren  Konsequenzen  betreffe  der  höheren 
Koeffizienten  gelten.  Es  ist  zu  bemerken,  daß  Gleichung  (31)  unter 
die  allgemeine  Formel  (16)  gebracht  werden  kann,  indem  wir 

B_,--2ff' 

setzen.  Aus  der  gleichen  Überlegung  wie  vorher  ergibt  sich,  daß  die 
einzige  zulässige  Lösung  für  einen  Ozean,  welcher  die  ganze  Erde 
bedeckt,  die  ist,  welche  N*  -»  0  macht,  sodaß  Nf  den  durch  den 
Kettenbrach  (24)  gegebenen  Wert  haben  muß,  wo  /'  jetzt  durch  die 
Frequenz  der  Störungskraft  vorgeschrieben  ist. 

Insbesondere  bestimmt  diese  Formel  den  Wert  von  Nt.    Nun  ist 

B1~N1B_l  =  -2N1H', 

und  die  Gleichung  (30)  gibt  dann 

A.--\H'--*NlH'-t  (32) 

1)  Streng  genommen  bezeichnet  $  hier  die  Breite  in  Bezog  auf  den  Erd- 
mittelpunkt, aber  die  Differenz  zwischen  ihr  und  der  geographischen  Breite  kann 
vernachlässigt  werden,  den  Voratusetinngen  zufolg»,  die  in  §  313  eingeführt  sind. 
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mit  anderen  Worten,  dies  ist  der  einzige  Wert  von  A,  welcher  mit 
der  Grenze  0  für  JVy  und  deshalb  mit  einer  endlichen  Geschwindig- 
keit an  den  Polen  verträglich  ist  Jeder  andere  Wert  Ton  A,  welcher 
als  Ausgangspunkt  für  die  Berechnung  der  Werte  BX)  Bs,  Bb,  ■  ■  ■ 
vermittels  der  Gleichungen  (30),  (31)  and  (16)  genommen  würde, 
würde  schließlich  zn  Werten  von  2V,  fahren,  welche  sich  der  Grenze  1 
nähern.  Da  absolut«  Genauigkeit  bei  der  Wahl  des  Anfangswertes 
von  A  und  bei  den  folgenden  Berechnungen  nötig  sein  würde,  um 
dies  ku  vermeiden,  so  besteht  die  einzige  praktische  Methode  zur  Be- 
rechnung der  Koeffizienten  in  der  Anwendung  der  Formeln 

%--2Nu    Bt~NlB1,    Bt-NtB,,   ■■■, 
oder 

&--2Nu    £-'- SJ^Jtt    £--2NlNtNt,--,    (33) 

wo  die  Werte  von  Nt,  Nlr  Na,  ■  •  ■  aus  dem  Kettenbruch  (24)  be- 
rechnet sein  sollen.  Es  ist  klar,  daß  die  so  erhaltene  Lösung  alle 
Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllen  wird,  and  daß  die  Reihe  (12) 
sehr  rasch  konvergiert.  Der  passendste  Plan  zur  Ausführung  der 
Rechnarg  ist  der,  einen  roh  angenäherten  Wert  mittels  Gleichung  (19) 
für  eines  der  Verhältnisse  Nt  von  genügend  großer  Ordnung  zu 
nehmen  und  dann  der  Reihe  nach 

Xj-t,  Nj-„  ■  ■ ;  -ZV,,  N, 
mit  Hilfe  der  Formel  (23)  zu  berechnen.    Die  Werte  der  Konstanten 
A,  Bt,  Bl,  ■  ■  ■  in  Gleichung  (12)  sind  dann  durch  die  Gleichungen  (32) 
und  (33)  gegeben.    Für  die  Höhe  der  Flut  finden  wir 


-  (1-^^-4^(1 -/«if,),»*_. 

-  ~  NkNs  ■  -  •  N,_t  (1  -/*tf,)jiW- 


■  (34) 


Im  Falle  der  vierzehntägigen  Mondflut  ist  f  das  Verhältnis  eines 
Sterntages  zu  einem  Mondmonat  und  ist  deshalb  ungefähr  gleich  ^ 
oder  genauer  0,0365.  Dies  ergibt  f%  —  0,00133.  Es  ist  klar,  daß 
eine  ziemlich  gute  Darstellung  dieser  Flut,  und  um  so  mehr  der 
halbjährlichen  Sonnenflut  und  der  übrigen  Finten  von  langer  Periode, 
erhalten  wird,  wenn  man  f—  0  setzt;  dies  macht  die  Rechnungen 
bedeutend  kürzer.  * 

Diese  Resultate  werden  von  dem  Wert  von 

abhängen.     Für  ß  =  40,  was  der  Tiefe  7260  Fuß  entspricht,  finden 
wir  auf  diese  Weise: 
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$p  -  0,1515  -  1,0000 *»•  +  1,5153  p*  -  1,2120p* 

+  0,6063p*  -0,2076pw4-0,0516p"-0,0097pH   ■  (35)1) 
■   +  0,0018  p"-  0,0002  p18 
Folglich  iet  an  den  Polen  (p  —  ±  1) 

£ i-ff'x0,164 

and  am  Äquator  (p  —  0) 

£-ifl'x  0,455. 
Ferner  erhalten  wir  für  ß  =  10  oder  eine  Tiefe  von  29040  Fuß; 

■^  -  0,2369  -  1,0000  p*  +  0,5898  p*  -  0,1623  (*■  j  «^ 

+  0,0258  pB  -  0,0026  p">  +  0,0002 p>ui 

Dies  ergibt  an  den  Polen 

$  =  -$H'x  0,470, 
and  am  Äquator 

£-$fl'x  0,708. 

Für  ß  -  5  oder  eine  Tiefe  von  58  080  Faß  finden  wir: 

j^,- 0,2723 -1,0000p1  +  0,3404p*  1 

-  0,0509ps  +  0,0043^"  -  0,0004pw) 
Dies  gibt  an  den  Polen 

£ ^i/'x  0,651, 

und  am  Äquator 

S  =  iH'x  0,817. 

Da  die  Gleichgewichtswerte  der  .Fluthöhen  am  Pol  und  Äquator 
—  -ij-//'  bezw.  \H'  sind,  so  zeigen  diese  Resultate,  daß  bei  den  frag- 
lichen Tiefen  die  Gezeiten  von  langer  Periode  im  ganzen  genommen 
direkt  Bind,  obwohl  die  Kreise,  welche  die  Knotenlinien  bilden,  mehr 
oder  weniger  von  den  Lagen  abweichen,  welche  ihnen  nach  der  Gleich- 
gewichtstheorie  zukommen.  Es  ergibt  sich  überdies,  daß  bei  Tiefen, 
welche  mit  den  wirklichen  Meerestiefen  vergleichbar  sind,  die  Flut 
weniger  als  die  Hälfte  ihres  Gleichgewiohtswertes  erreicht.  Aus  Glei- 
chung (5)  sieht  man  leicht,  daß  mit  wachsender  Tiefe  und  daraus 
folgender  Verminderung  von  ß  die  Fluthöhe  sich  mehr  und  mehr 
dem  Gleichgewichtswert  nähert.  Diese  Tendenz  wird  durch  die  obigen 
Zahlenangaben  veranschaulicht. 

1)  Di«  Koeffizienten  der  Gleichungen  (36)  und  (86)  unterscheiden  sich  wenig 
von  den  numeriiehen  Werten,  welche  von  Darwin  für  den  Fall  f=  0,0366  erhalten 
wurden. 
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Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  kinetische  Theorie  der  Gezeiten  mit 
langer  Periode  von  Laplace  selbst  Übergangen  wurde,  unter  der 
Vermutung,  daß  sie  praktisch  wegen  der  Wirkung  dissip&tiver  Kräfte 
die  Werte  haben  müssen,  welche  durch  die  Gleichgewichtstheorie  an- 
gegeben sind.  Er  bewies  in  der  Tat,  daß  die  Reibungskräfte  eine 
derartige  Tendenz  haben  müssen,  aber  es  wurde  von  Darwin1)  aus- 
einandergesetzt, daß  wenigstens  im  Falle  der  vierzehntägigen  Flut  es 
zweifelhaft  ist,  ob  die  Wirkung  Oberhaupt  ao  groß  ist,  wie  Laplace 
angenommen    hatte.     Wir   werden   später   auf  diesen  Punkt   zurllck- 


§  317.  Wenn  wir  die  Beschränkung  aufgeben,  daß  die  Störung 
um  die  Polarachse  symmetrisch  sein  soll,  so  müssen  wir  zu  den  all- 
gemeinen Gleichungen  (1)  und  (2)  des  §  213  zurückkehren.  Wir 
bleiben  jedoch  bei  den  Annahmen,  welche  über  das  Gesetz  der  Tiefe 
und  Über  die  Natur  der  Grenzen  in  §  214  eingeführt  sind. 

Wenn  wir  annehmen,  daß  Ä,  w,  t>,  £  sich  wie  «*(<"+*»+*>  ver- 
halten, wo  s  eine  ganze  Zahl  ist,  ao  geben  die  genannten  Gleichungen 

ie-M~2o«cos0 5Ä(£-Ö  I 

(1) 
iav  +  2o«  cos  0  -  -  f£-9(S-  Ö  ] 

zugleich  mit 

««  — ™illeira  +  «H-  oo 

Lösen  wir  nach  w  und  v  auf,  so  finden  wir 

fit 


—  4»<r-c.-8)(gr  %  +  "r  c°'ec ')! 


(3) 


C-f-f 1 

iW  1  (4) 


wie  rorher  geschrieben  haben. 

Es  ergibt  sich,  daß  bei  jeder  einfachen  Schwingung  die  Flüssig- 
keitsteilchen Ellipsen  beschreiben,  deren  Hauptachsen  längs  der  Meri- 
diane bzw.  Breitenkreise  liegen. 

Setzen  wir  aus  Gleichungen  (3)  in  (2)  ein,  so  erhalten  wir  die 
Differentialgleichung  für  £': 

l)  J.  e.,  8.  801. 
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- -fdi+K»'9))   .  | 

-  r-*5S>J  (7 cot  •  w  +  **  ™""* ") +  4",of-  ~  -  4""'l 

§  318.  Der  Fall  5  —  1  schließt  als  erzwungene  Schwingungen 
die  Laplaceschen  „Schwingungen  zweiter  Gattung1'  ein,  wo  das  Potential 
der  Stänuigskrafte  eine  tesserale  Kugelfiächenfunktion  zweiter  Ordnung 
ist,  nämlich 

%  =  H"  sin  0  cob  8  ■  cos  {et  +  tp  +  s),  (1) 

wobei  0  nicht  sehr  von  m  verschieden  ist.     Dies  enthält  die  täglichen 
Mond-  und  Sonnenfluten. 

Im  Falle  eines  störenden  Körpers,  dessen  Eigenbewegung  ver- 
nachlässigt werden  kann,  würden  wir  genau  « —  <o  and  deshalb  {-■=  \- 
haben.  Im  Falle  des  Mondes  ist  die  Eigenbewegung  so  rasch,  daß 
die  wahre  Periode  der  wichtigsten  täglichen  Mondflut  bedeutend 
länger  als  ein  Sterntag  ist.1)  Die  Voraussetzung  f=\  vereinfacht 
jedoch  die  Formeln  so  wesentlich,  daß  wir  sie  bei  der  folgenden 
Untersuchung  beibehalten  wollen.  *)  Wir  finden,  daß  sie  uns  gestattet, 
die  erzwungene  Schwingung  zu  berechnen,  falls  die  Tiefe  das  Gesetz 
Ä-fl-gcos'e)*,,  (2) 

befolgt,  wo  q  irgend  eine  beliebige  Konstante  ist. 

Nehmen  wir  einen  Exponentialfaktor  £'(»'+?+•>  und  setzen  des- 
halb 8—1,  /"»J-  in  den  Gleichungen  (3)  des  §  217,  so  finden  wir 
unter  der  Annahme 

f  =  C  sin  8  cos  8,  (3) 

daß 

u--ia~,     »_*-£. cosO.  (4) 

Durch  Einsetzen  in  die  Kontinuitätsgleichung  (2)  des  §  217  erhalten  wir 

t  +  i-sin-  <5> 

was  mit  dem  Gesetz  (2)  für  die  Tiefe  Tereinbar  ist,  vorausgesetzt, 


1)  Es  ist  jedoch  su  bemerken,  daß  ein  wichtiges  Glied  in  der  harmonisch  od 
Entwicklung  von  St  vorkommt,  für  welches  genau  a  —  a  gilt,  voiansgesetxt, 
daS  wir  die  Veränderungen  der  Bahnebene  de«  störenden  Körpers  vernach- 
lässigen. Diese  Periode  ist  fflr  die  Sonne  wie  den  Mond  die  gleiche,  und  die 
zwei  partiellen  Finten,  welche  dadurch  erzeugt  werden,  vereinigen  sich  in  eine 
tägliche  Flnt,  welche  die  „HondBonnenftut"  heißt. 

2)  Yergl.  Airy  („TidcB  and  Waves",  g§  95  ff.) ,  und  Darwin  {Encyc.  Brit., 
Bd.  83,  8.  869). 
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Dies  gibt 

Eine  bemerkenswerte  Folge  dieser  Formel  ist  die,  daß  im  Falle 
gleichförmiger  Tiefe  (g  —  0)  die  tägliche  Flut  verschwindet,  soweit 
das  Steigen  und  Fallen  der  Oberfläche  in  Betracht  kommt.  Dieses 
Ergebnis  wurde  zuerst  (auf  eine  andere  Weise)  von  Laplace  erhalten, 
welcher  ihm  große  Wichtigkeit  zuschrieb,  da  es  zeigte,  daß  die  kine- 
tische Theorie  fähig  war,  die  relativ  kleinen  Werte  der  täglichen 
Flut  zu  erklären,  welche  die  Beobachtung  ergibt,  in  auffallendem 
Gegensatz  zu  den  Forderungen  der  Gleichgewichtstheorie. 

Aber  wenn  anch  kein  Steigen  und  Fallen  bei  gleichförmiger 
Tiefe  stattfindet,  so  sind  doch  Gezeitenströmungen*  vorhanden.  Es 
erhellt  aus  Gleichung  (4),  daß  jedes  Teilchen  eine  Ellipse  beschreibt, 
deren  größere  Achse  in  der  Richtung  des  Meridians  liegt  und  die 
gleiche  Größe  in  allen  Breiten  besitzt.  Das  Verhältnis  der  kleineren 
zur  größeren  Achse  ist  cos  8  und  geht  von  1  an  den  Polen  bis  zu  0 
am  Äquator,  wo  die  Schwingung  völlig  von  Norden  nach  Süden  und 
umgekehrt  geschieht. 

§  318.  Im  Falle  s  —  2  sind  diejenigen  erzwungenen  Schwingungen 
die  wichtigsten,  wo  das  Potential  der  Störungskraft  eine  sektorielle 
Kugelflächenfunktion  zweiter  Ordnung  ist.  Diese  bilden  die  Laplace- 
sehen  „Schwingungen  dritter  Gattung",  für  welche 

l—  M"'  sin1  6  ■  cos  (ff*  +  2tp  +  e),  (1) 

wo  ff  nahezu  gleich  2  m  ist.  Dies  umfaßt  die  wichtigsten  aller  Fluten, 
nämlich  die  halbtägigen  Mond-  und  Sonnenflnten. 

Wenn  die  Eigenbewegung  des  störenden  Körpers  unendlich  klein 
wäre,  würden  wir  o*=  2<a  und  deshalb  f—  1  haben-  der  Einfachheit 
wegen  wollen  wir  Laplace  in  dieser  Annahme  folgen,  obwohl  sie  im 
Falle  der  wichtigsten  Mondflnt  etwas  roh  ist.1) 

Eine  Lösung,  welche  derjenigen  des  vorhergehenden  Paragraphen 
ähnlich  ist,  kann  für  das  besondere  Gesetz 

h  —  K  sin»  6  (2) 

1)  Es  gibt  jedoch  eine  halbtägige  Mondsonneuflut,  für  welche  genau  «  =  3m 
gilt,  wenn  wir  die  Änderungen  in  den  Bahnebenen  vernachlässigen.  Vergl.  die 
ernte  Anmerkung  der  S.  898. 
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betreffs  der  Tiefe  erhalten  werden.  *)  Nehmen  wir  einen  Exponential- 
faktor  ei»«'+»9l+*)  an  und  setzen  deshalb  f—  1,  ä—  2,  so  finden  wir 
unter  der  Annahme 

£'=Csin*0,  (3) 

daß  die  Gleichungen  (3)  des  §  217 

h  _  *"-  C  cot  6        I 

„ine  <4> 

ergeben,  woraus  wir  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (2)  des  §  217 

t  -  ***    Can'0  (5) 

erhalten.  Setzen  wir  t,  =  %  ■ }- 1,  und  substituieren  aus  den  Gleichungen 
(1)  und  (3),  so  finden  wir 

o--    -«.■*■".  m 


_«*.* 


0) 


Für  solche  Tiefen,  wie  sie  wirklich  bei  dem  Meere  vorkommen, 
ist  2 h0  <  tob,  und  die  Flut  ist  deshalb  umgekehrt.  Es  mag  erwähnt 
werden,  daß  die  Formeln  (4)  eine  unendlich  große  Geschwindigkeit 
an  den  Polen  ergeben,  wie  zu  erwarten  war,  da  die  Tiefe  dort  0  ist. 

§  330.  Für  irgend  ein  anderes  Gesetz  der  Tiefe  kann  die  Lösung 
nur  in  der  Form  einer  unendlichen  Reihe  erhalten  werden.  Im  Falle 
gleichförmiger  Tiefe  setzen  wir  in  Gleichung  (5)  dea  §  217  s  — 2,  f—  1, 
— ir—  —  ß  und  finden 

ci — c*>'a^  +  f^ci — ^'y — 2p.«— 6>r — /sa — *»•>»£,  (8) 

wo  (i  für  cos  6  geschrieben  ist.  In  dieser  Form  wäre  die  Gleichung 
schwer  zu  handhaben,  da  sie  Glieder  Ton  vier  verschiedenen  Dimen- 
sionen in  n  enthält     Sie  wird  jedoch  etwas  einfacher,  wenn  wir 

v  —  (1  —  ;**)*  —  sin  6 

als  unabhängige  Variable  einführen;  wir  finden  dann  nämlich 


1)  Veigl.  Airy  und  Darwin,  7.  e. 
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*{l -**)$[£ -v%-(ß-2*~ßt*)t ßv*l (JH"V,   (9) 

was  nur  von  drei  verschiedenen  Dimensionen  in  v  ist. 

Uro  eine  Lösung  für  den  Fall  eines  Ozeans  zu  erhalten,  welcher 
die  Erdkugel  ganz  bedeckt,  machen  wir  die  Annahme 

r  -  Ba  +  Qv*  +  BS  +  ■    ■  +  BiiV*>  +•■■■  (10) 

Setien  wir  in  Gleichung  (9)  ein,  so  finden  wir 

B,-0,    B,-0,    0-Bt-0,  (11) 

16  B,  -  10.B,  +  ßH'"  =  0,  t!2) 

and  weiter 

2j(2j  +  6) B,,t,  -  2j(2j  +  S)B,tt,  +  ßBtl  -  0.         (13) 

Diese  Formeln  geben  der  Reihe  nach  Be,  Btl  •  ■  ■,  Btj,  ■  ■  •,  ausgedrückt 
durch  Bt,  welches  bisher  unbestimmt  bleibt.  Es  ist  jedoch  aus  der 
Natur  der  Aufgabe  klar,  daß  die  Lösung  eindeutig  sein  muß,  ab- 
gesehen von  besonderen  Werten  von  Ä  (und  folglich  von  ß),  welche 
so  beschaffen  sind,  daß  freie  Schwingungen  von  der  entsprechenden 
Gattung  (s  — 2)  möglich  sind,  welche  die  Periode  -■  besitzen.  Wir 
werden  in  der  Tat  sehen,  daß  bei  der  obigen  Lösung  die  Kom- 
ponente m  der  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  des  Meridians  am 
Äquator  unstetig  werden  wurde,  ausgenommen  wenn  Bt  einen  ge- 
wissen bestimmton  Wert  annimmt.1) 

Der  Gedankengang  ist  in  mancher  Hinsicht  demjenigen  des  §  216 
ähnlich.  Wenn  wir  durch  Nf  das  Verhältnis  B1j+1 :  B,j  zweier  auf- 
einanderfolgender Koeffizienten  bezeichnen,  so  haben  wir  nach  Glei- 
chung (13) 

2j  +  «_         ß    _     l_  ,  4. 

-">+'        Sj  +  6        <ij{2j  +  6)Nj>  <-1*-' 

woraus  sich  ergibt,  daß  Nf  mit  wachsendem  j  sich  der  Grenze  0  oder  1 
nahem  muß.  Oder  genauer,  außer  wenn  Nt  die  Grenze  0  hat,  wird 
ffi+1  nach  dem  Grenzwert 

(2J  +  3)      Qder      !  _   8 
(2> +  6)      °der      1        2j 

streben.  Letzteres  ist  mit  dem  Grenzwert  des  Verhältnisses  der  Koeffi- 
zienten von  v*1  und  vtJ~'  in  der  Entwicklung  von  Vi  —  v%  identisch. 
Wir  schließen,  daß  die  aufeinanderfolgenden  Glieder  der  Reihe  (10), 

1)  Im  Falte   eines   Heeres   am   Pole,   welches   von   einem   Breitenkreis    bo- 
greaxt  wird,  dessen  Radius  <|*  ist,  wäre  der  Wert  von  Bt  durch  die  Be- 
dingung bestimmt,  daß  an  der  Grenze  H ■•=  0  nnd  folglich   ^--0  sein  muß. 
L.nb,  HjdndjuiBlk.  &  I  -(l 
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aofier  wenn  B4  den  Wert  besitzt,  der  N^  =  0  macht,  mit  denjenigen 
von  Yl  —  v1  vergleichbar  werden,  sodaB  wir 

?-L  +  {l-*rfM  (15) 

schreiben  können,  wo  L  und  M  Funktionen  von  v  sind,  welche  für 
v  —  1  nicht  verschwinden.  Für  Punkte  in  der  Nähe  des  Äquators 
(v  —  1)  ergibt  dies 

£-T(i--,)*£-±Jr.  (") 

Nach  Gleichung  (3)  des  §  217  würde  also  u  von  einem  bestimmten 
endlichen  Werte  zu  dem  entgegengesetzt  gleichen  Übergehen,  indem 
wir  den  Äquator  kreuzen. 

Es  ist  deshalb  für  unseren  Zweck  wesentlich,  den  Wert  von  Bt 
so  zu  wählen,  daß  N^  —  0  wird.  Dies  wird  durch  dasselbe  Verfahren 
wie  in  §  216  bewirkt.    Schreiben  wir  Gleichung  (13)  in  der  Form 

P_ 

*>       2J  +  8  '  (17> 

so  sehen  wir,  daß  J^  durch  den  konvergierenden  Eettenbruch 

JL  P  g__ 

N         8j(8j  +  6)  (aJ4-a)(2j+8)  (2j-H)(Bj  +  10)  ,    „ 

A'        3j  +  8_  *J±*_ 2J  +  7         ^  (18) 

sj  +  ß  »j'+b  iy+io 

gegeben  sein  muß.  Dies  gilt  von  j  =  2  an  aufwärts,  aber  es  wird 
ans  Gleichung  (12)  ersichtlich,  daß  es  auch  den  Wert  von  Nt  ergibt, 
der  bisher  nicht  definiert  war,  vorausgesetzt,  daß  wir  dieses  Zeichen 
für  ms  gebrauchen.    Wir  haben  dann 

Bt  -  NtH"', 

Bt  -  ff,B„ 

3>  =  W, 


Schreiben  wir  £=—£+£',  so  erhalten  wir  schließlich 

J„,  =  v*  +  Ntv*  +  Nt  Ntv*  +  yt  NtNtit  +  ■■■  (19) 

Wie  in  §  216  besteht  das  praktische  Verfahren  zur  Ausrechnung 
darin,  einen  angenäherten  Wert  für  Nf+l  anzunehmen,  wo  j  eine 
mäßig  große  Zahl  ist,  und  dann  der  Reihe  nach  Nf  NJ_l  ■  ■  •  Nt  Nt 
vermittels  der  Formel  (17)  abzuleiten. 
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Die  obige  Untersuchung  igt  im  wesentlichen  der  bemerkenswerten 
Abhandlung  entnommen  worden,  welche  Lord  Kelvin')  zur  Verteidigung 
der  Laplaceschen  Behandlongeweiae  der  Aufgabe  geschrieben  hat.  An 
der  betreffenden  Stelle  der  Möcanique  Celeste  bestimmt  Laplace  die 
Konstante  Bi  vermittels  des  Kettenbruches  für  Nu  ohne,  wie  zugegeben 
werden  muß,  eine  befriedigende  Rechtfertigung  dieses  Schrittes  zu 
geben.  Die  Gründlichkeit  dieses  Verfahrens  war  von  Air;1)  und 
später  von  Ferrel1)  bezweifelt  worden. 

Laplace  war  unglücklicherweise  nicht  gewöhnt,  besondere  Literatur- 
nachweise zu  geben,  sodaB  wenigen  seiner  Leser  die  ursprüngliche 
Darstellung  der  kinetischen  Theorie  zur  Kenntnis  gekommen  ist,  wo 
die  Lösung  für  den  jetzigen  Fall  in  eine  sehr  beweiskräftige,  wenn 
auch  etwas  abweichende  Form  gebracht  ist.4)  Gehen  wir  nämlich 
darauf  aus,  eine  angenäherte  Lösung  vermittels  einer  endlichen  Reibe 

zu  bilden,  so  bemerken  wir  mit  Laplace*),  daß  die  Koeffizienten  den 
folgenden  Bedingungen  unterworfen  sein  müßten,  um  die  Differential- 
gleichungen zu  erfüllen: 

40B,-2SB,  +  ßB,  -0 

(2k-2)(2k  +  i)B,,t,-(2k-2)(2k  +  l)B„  +  fB„.,-0   '      <2I) 
-2k(2k  +  3)B,M  +  ßB,,     -0 
(JB,1+,-o) 
wie  sogleich  gesehen  wird,  wenn  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  (13) 

£,.*.- o,  A,+,-o,   ■•■ 

setzt. 

Wir  haben  hier  k  -f  1  Gleichungen  zwischen  k  Konstanten.  Das 
eingeschlagene  Verfahren  besteht  darin,  die  Konstanten  den  ersten 
k  Beziehungen  gemäß  zu  bestimmen;  wir  erhalten  so  eine  genaue 
Lösung,  zwar  nicht  der  aufgestellten  Differentialgleichung  (9),  sondern 
der  Gleichung,  wie  sie  durch  Hinzufügung  eines  Gliedes  ßBtt+fvit*i 
zur  rechten  Seite  verändert  wird.  Dies  kommt  einer  Veränderung 
der  Störungskraft  gleich,  und  wenn  wir  so   eine  Lösung  erhalten 

1)  Sir  W.  Thomson,  „On  an  Alleged  Error  in  Laplace's  Theory  of  the  Tiden", 
FW..  Mag.  (4),  60,  8.  SS7,  1876, 

5)  „Tidea  and  Wavea",  §  111. 

8)  „Tidal  lUneiUchea",   U.  8.  Coatt  Survey  Rep.,  1874,  8,  164. 
4)   „Recherche!    bot    quelques    points    du    Systeme    du    monde".    Mim.    ile 
VAcad.  roy.  des  Sciences,  1776  (1779)  ((Ewres  CompUUs,  Bd.  IX,  8.  187ff.). 

6)  (Euvrts,  Bd.  IX,  8.  218.    Die  Schreibweise  iit  verändert  worden. 
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können,  wo  der  Zusatz  sehr  klein  ist,  so  können  wir  diese  als  eine 
angenäherte  Lösung  der  ursprünglichen  Aufgabe  ansehen.1) 

Nehmen  wir  nun  die  ersten  h  Relationen  des  Systemes  (21)  in 
umgekehrter  Reihenfolge,  ao  erhalten  wir  Ji3i  +  2  durch  Bst  ausgedrückt, 
daraus  Bik  durch  B1i_i,  usw.,  bis  schließlich  Bt  durch  E'"  ausgedrückt 
ist;  und  wenn  k  groß  genug  ist,  so  ist  einleuchtend,  daß  der  Wert  von 
Btk+t  und  folglich  der  Zusatz  zur  Störungskraft,  welche  erforderlich  ist, 
um  die  Lösung  exakt  zu  machen,  sehr  klein  sein  werden.  Dies  soll 
sogleich  nach  Laplace  durch  ein  Zahlenbeispiel  erläutert  werden. 

Das  eben  angegebene  Verfahren  ist  dem  Gebrauche  des  Ketten  - 
bruches  (17)  in  der  bereits  auseinandergesetzten  Weise  offenbar  gleich- 
wertig, wobei  wir  von  j  +  1  =  i  und  Nk  —  sj-r/r,  31  ausgehen.  Der 
Kettenbruch  als  solcher  kommt  jedoch  in  der  genannten  Arbeit  nicht 
vor,  aber  er  wurde  in  die  Mecanique  Celeste  eingeführt,  wahrschein- 
lich als  ein  nachträglicher  Gedanke,  als  kurzgefaßter  Ausdruck  des 
ursprünglich  gebrauchten  Rechnungsverfahrens. 

Folgende  Tabelle  gibt  die  Zahlenwerte  der  Koeffizienten  für  die  ein- 
zelnen Potenzen  von  v  in  der  Formel  (19)  für  „,T. ,  und  zwar  in  den  Fällen 


welche  Tiefen  von 


=  40,         20, 


10, 


f>, 


1, 


7260,  14620,  29040,  58080,  290400  Fuß 
entsprechen.1)     Die   letzte  Zeile  gibt  den  Wert  von   „„-  für  v  =-  1, 
d.  h.  das  Verhältnis  der  Amplitude  am  Äquator  zu  ihrem  Wert  nach 
der  Gleichgewichtstheorie.     An  den  Polen  (v  =  0)  hat   die  Flut   in 
allen  Fällen  den  Gleichgewichtswert,  nämlich  0. 


JJ=40 

0  =  20 

p  =  io      | 

ß=b 

ü-. 

v' 

+    1,0000 
+  20,1863 

+  1,0000 

- 1,0000         -i 

-  1,0000 

+  1,0000 

—  0,2491 

-  6,1915 

-  0,7504 

+  0,1068 

-f-  10,1184 

— 1,4066     |     -| 

-  8,2447 

-  0,1666 

+  0,0089 

—  18,1047 

-  0,8594     !     - 

-  0,7284     1     - 

-  0,0167 

+  0,0001 

—  15,4408 

—  0,2641     '     - 

-  0,0919     |     - 

-  0,0009 

—    7,4681 

—  0,0462     '     - 

•  0,0076 

—    2,1876 

—  0,0058     ■     - 

-  0,0004 

—    0,4601 

—  0,0006 

—    0,0687 

—    0,0082 

1," 

—    0,0008 

!>** 

—  0,0001 

—  7,484 

—  1,821 

L  11,269     |     H 

-  1,984 

+  1.H0 

1)  Efl  ist  bemerkenswert ,  daß  die  Beweisführung  von  der  Art  ist,  welche 
Airy  eslbst  bei  leinen  Untersuchungen  Aber  Wellen  fortwahrend  braucht. 

2)  Die  ersten  drei  Falle  wurden  von  Laplace,  l,  c,  3.  686  berechnet,  der  letzte 
von  Lord  Kelvin.  Die  Zahlen,  welche  eich  auf  den  dritten  Fall  beziehen,  sind 
gemaS  den  Rechnungen  von  Houjrh  verbessert  worden:  riehe  §  221. 
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Wir  können  diese  Resultate  benatzen,  um  abzuschätzen,  wie 
weit  die  Annäherung  in  jedem  Falle  geht.  Für  ß  =  40  z.  B.  findet 
Lsplace  BH  =  —  0,000004  ■  B'"\  der  Zusatz  zur  Störungskraft,  welcher 
nötig  wäre,  um  die  Lösung  exakt  zu  machen,  würde  dann  —  0,00  002  H"'vw 
betragen  und  würde  deshalb  zur  Kraft  selbst  in  dem  Verhältnis 
-  0,00002  vK  stehen. 

Es  folgt  aus  Gleichung  (19),  daß  nahe  bei  den  Polen,  wo  v  sehr 
klein  ist,  die  Gezeiten  in  allen  Fällen  direkt  sind.  Für  genügend  große 
Tiefen  wird  ß  sehr  klein,  und  die  Formeln  (17)  und  (19)  zeigen  dann, 
daß  die  Flut  überall  dem  Gleichgewichtswert  nahe  ist,  da  die  Koeffi- 
zienten alle  klein  sind,  mit  Ausnahme  des  ersten,  welcher  gleich  1  ist. 
Mit  abnehmendem  A  wächst  ß,  und  die  Formel  (17)  zeigt,  daß  jedes 
der  Verhältnisse  N}  beständig  wachst,  ausgenommen,  wenn  es  bei  dem 
Durchgange  durch  den  Wert  oo  sein  Vorzeichen  von  +  zu  —  ändert. 
Keine  Singularität  in  der  Lösung  begleitet  diesen  Durchgang  von  Nt 
durch  ao,  ausgenommen  in  dem  Falle  von  Nlt  da,  wie  man  leicht 
sieht,  das  Produkt  Nf_tNß  endlich  bleibt,  und  die  Koeffizienten  in  (19) 
sind  deshalb  alle  endlich.  Aber  wenn  Nt  —  oo,  wird  der  Ausdruck 
für  £  unendlich,  was  andeutet,  daß  die  Tiefe  dann  einen  der  kritischen 
Werte  hat,  auf  die  bereits  hingewiesen  wurde. 

Die  Tabelle  zeigt,  daß  für  Tiefen  von  29040  Fuß  und  darüber 
die  Gezeiten  überall  direkt  sind,  daß  es  aber  eine  kritische  Tiefe 
zwischen  29040  und  14520  Fuß  gibt,  für  welche  die  Flut  am 
Äquator  aufhört  direkt  zu  sein,  sondern  umgekehrt  wird.  Die  Größe 
des  zweiten  Koeffizienten  in  dem  Falle  ß  =  40  deutet  an,  daß  die 
Tiefe  nicht  weit  unter  7260  Fuß  verkleinert  werden  kann,  bevor  ein 
zweiter  kritischer  Wert  erreicht  würde. 

Immer  wenn  die  Flut  am  Äquator  umgekehrt  ist,  müssen  ein 
oder  mehrere  Kreise  als  Knotenlinien  £  =  0  vorhanden  sein,  welche 
in  Bezug  auf  den  Äquator  symmetrisch  liegen.  In  dem  Falle  ß  =  40 
ist  die  Lage  derselben  näherungsweise  durch  v  =  0,95  oder  6  =•  90°  ^  18° 
gegeben. ') 

§  331.  Die  dynamische  Theorie  der  Gezeiten  für  den  Fall  eines 
Meeres,  welches  die  Erde  mit  gleichförmiger  Tiefe  längs  jedes  Breiten- 
kreises bedeckt,  ist  in  neuerer  Zeit  von  Hough  bedeutend  verbessert 
und  ausgebildet  worden*),  welcher  einen  aufgegebenen  Versuch  von 
Laplace  wieder  aufnahm,  indem  er  Entwicklungen  nach  Kugelfunktionen 
statt  der  Potenzreihen  in  n  (oder  v)  einführte.    Dies  hat  den  Vorteil 

1)  Zwecks  einer  vollständigeren  Erörterung  dieser  Funkte  sei  auf  die  ur- 
sprüngliche  Abhandlung   von    Laplace   und    auf   die   Arbeiten   von  Lord   Kelvin 


2)  „On  the  Application  of  Harmonie  Analysis  to  tue  Dynainical  Theory  of 
Uie  Tides",  Phil  Trans.,  A.,  188,  S.  801,  und  191,  S.  138,  1897. 
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einer  rascheren  Konvergenz,  besonders,  wie  zu  erwarten  war,  in  den 
Fällen,  wo  der  Einfluß  der  Erdrotation  relativ  klein  ist;  und  es  ge- 
stattet auch,  die  gegenseitige  Anziehung  der  Wasserteilchen  in  Rech- 
nung zu  ziehen,  welche  keineswegs  unbedeutend  ist,  wie  wir  schon 
bei  der  einfacheren  Aufgabe  des  §  199  gesehen  haben. 

Wenn  die  OberflächenerhebuDg  £  und  die  der  Gleichgewichts- 
theorie  entsprechende  Fluthöhe  g  (wobei  die  Wirkung  der  gegen- 
seitigen Anziehung  nicht  eingerechnet  ist)  in  eine  Reihe  von  Kugcl- 
flächenfunktionen  entwickelt  wird,  nämlich 

s-£(,,  i-zi.,  (i) 

so  wird  der  vollständige  Ausdruck  für  das  Potential  der  Störungs- 

—  «--»«fc  +  r.'+.itj 

lauten;  vergl.  §  199.  Der  Faktor  von  —  g  ist  an  Stelle  von  £  in  die 
Gleichungen  von  §§  213  ff.  einzusetzen.     Es  genügt  daher, 

r-z(sfc-ü  oo 

zu  schreiben,  wo 

statt  der  Bezeichnung  in  den  Formeln  (5)  des  §  214  oder  in  den 
Gleichungen  (4)  des  §  217.  Die  übrigen  Gleichungen  behalten  somit 
ihre  ursprüngliche  Gestalt. 

Bei  den  „Schwingungen  erster  Gattung"  kann  die  Differential 
gleichung  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

£$=$©+«-*  » 

Wenn  wir  annehmen,  daß 

t-Sr.PM)  K' 

ist,  so  haben  wir 

r-£(«.C.-y.)P.W.  (6) 

Durch  Einsetzen  in  Gleichung  (4)  und  Integration  zwischen  den 
Grenzen  —  1  und  p  finden  wir 

^(«.C.-l'J(l-(.,)"-  +  i^C,{(r-l)  +  (l-rt)/p,^-0.     (7) 

Nun  ist  nach  bekannten  Formeln1) 


/'■ 


1)  Sieh«  Todbunter,   Functions  of  Laplace  etc.,  Kap.V;  Whittaker,   Modem 
Anah/sis,  §  117. 


Schwingungen  erster  Gattung. 

407 

und  „ 

fi.*f-,.J+i(.r„,-r.-,) 

'                           1        I       *      (dP*  +  i       dPn\           *       (dP*      JP.-|\ ) 

Sn  +  1  l2n-|-8\     iiu            rf(i/      S«  — lVdp            dfi    // 

(9) 

~(2f.  +  l)(2n-f-8J     dp          (2*-lK2n  +  "8JdM 

■                  1                *P-i 

+  (S»-l)(2n  +  «     d,.                   J 

Wenn  wir  in  Gleichung  (7)  einsetzen,  ao  finden  wir,  da  der  gesamte 
Koeffizient  von 

gleich  0  sein  maß, 

1             p           Tri              *            P       , ,.  7" 

(10) 

(2n  +  8)(2n  +  6)    "+>          "    "^  (2*  — 8)  (2n  —  1)    "-«       (i ' 
WO 

I           ''-1     4-                 ' 

"•       «<•  +  !)  "r(.«-I)(t«  +  l>         f 

(U) 

Die  Beziehung  (10)  wird  von  n  —  1  aufwärts  gelten,  voraus- 
gesetzt, daß  wir 

C„-0 
setzen. 

Die  weitere  Untersuchung  gründet  sich  im  wesentlichen  auf  das 
Verfahren  von  Laplace,  das  in  §  220  erläutert  worden  ist,  und  die 
Behandlung  folgt  im  allgemeinen  den  gleichen  Grundlinien  wie  in 
den  §§  215,  216  und  220. 

Für  freie  Schwingungen  haben  wir  ym  —  0,  nnd  die  zulässigen 
Werte  von  f  werden  durch  die  transzendente  Gleichung 

-0  (12) 


A- 

6 -7" -9   8.11*- 1» 

L, —     Lt  —  etc. 

1                1 
$T~ 6Y~7     7.  9* -11 

L,  —     Lt  —  etc 

(13) 

bestimmt,  je  nachdem  die  Schwingungsform  symmetrisch  oder  un- 
symmetrisch in  Bezug  auf  den  Äquator  ist.  Andere  Formen  für  die 
Periodengleichungen  sind  von  Hough  aufgestellt,  welche  für  die  Be- 
rechnung der  höheren  Wurzeln  geeignet  sind,  und  es  wird  gezeigt, 
daß  treffliche  Annäherungen  durch  die  Gleichungen 
£„  =  0 
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£  - 1 + « (- + 1)( (i  -  ä„ + i  ö  -A  -  <,.-_  „W  +t,1  cm 

gegeben  werden,  die  zwei  oder  drei  ersten  Werte  von  n  ausgenommen 
Folgende  Tabelle  gibt  (in  Sternzeit)  für  verschiedene  Tiefen  die 
Perioden  der  langsamsten  symmetrischen  Schwingungen,  d.  h.  der- 
jenigen, bei  welchen  die  Erhebung  der  Oberfläche  sich  genau  wie 
Pt  (n)  verhalten  würde,  wenn  keine  Rotation  wäre.1) 

]      I        Tiefe  *■-  .      Periode      |     «*•, 

P      I  (engl.  Paß)  4«'         ■ 

0,44165  I  18  3,6  !       82  49 

0,62473  |  16  11,0  ;       23  12 

0,9-2500  ;  12  28,6             16  26 

1,4765  |  9  62,1             11  36 

Die  Ergebnisse,  welche  für  die  erzwungenen  Schwingungen  erster 
Gattung  erhalten  sind,  sind  denen  des  §  216  sehr  ähnlich.  Die  Grenz- 
forra  (ff  =  0)  der  Gezeiten  von  langer  Periode  zeigt  folgende  Resultate: 


40 

7260 

20 

14620 

10 

29010 

6 

58080        j 

J 
P 

—  —  0.181 

9% 

o=0 

Fol       ;  Äquator 

0,140         !         0,436 
0,266                 0,661 
0,443                 0,681 
0,628                 0,794! 

Pol 
0,164 

0,470 
0,661 

Äquator 

40 
20 

10 

6 

0,465 

0,708 
0,817 

Die  zweite  und  dritte  Spalte  geben  das  Verhältnis  der  Flut  am 
Pol  bzw.  Äquator  zu  den  entsprechenden  Werten  nach  der  Gleich- 
gewichtstheorie.1) Die  Zahlen  der  vierten  and  fünften  Spalte  sind 
aus  §  216  wiederholt.  Der  Vergleich  zeigt  den  Einfluß  der  gegen- 
seitigen Gravitation  des  Wassers,  welche  eine  Verkleinerung  der 
Amplitude  bewirkt. 

§  222.  In  dem  allgemeineren  Falle,  wo  die  Bedingung  der 
Symmetrie  um  die  Achse  nicht  auferlegt  ist,  wird  die  Oberflachen- 
erhebung g  von  Bough  in  eine  Reihe  von  tesseralen  Kugelflächen- 
funktionen der  Form 

f.'W*'"'"1  (i) 

1)  Die  langsamste  unsymmetrische  Schwingungsform  hat  eine  viel  längere 
Periode.  Sie  bedingt  eine  Verrüciung  des  Schwerpunktes  des  Wassere.  so  daß 
eine  Korrektion  nötig  sein  würde,  wenn  der  Kern  frei  wäre;  vergl.  §  198. 

2)  Die  Zahlen  sind  ans  den  Houghachen  Resultaten  hergeleitet.  Die  ge- 
nannte Arbeit  enthält  eine  Ereiferung  anderer  interessanter  Punkte,  wie  z.  B. 
eine  Untersuchung  einiger  Falle  von  variabler  Tiefe,  durch  Zanlenb  ei  spiele  er- 
läutert. 
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entwickelt.  In  Bezog  auf  die  Theorie  der  Gezeiten  sind  die  wichtig* 
Bten  Fälle  die,  wo  das  Potential  der  Stönmgekraft  die  Form  (1)  mit 
n  =  2  und  s  —  1  oder  s  =  2  besitzt. 

Die  Rechnungen  werden  notwendigerweise  ziemlich  verwickelt, 
und  es  muß  uns  genügen,  einige  der  interessanteren  Resultate  zu  er- 
wähnen, welche  andeuten  sollen,  wie  die  Lücken  in  den  vorangehen- 
den Untersuchungen  ausgefüllt  worden  sind. 

Um  die  Natur  der  freien  Schwingungen  zu  verstehen,  empfiehlt 
es  sich,  mit  dem  Falle  m  =  0  zu  beginnen,  wo  keine  Rotation  statt- 
findet Wenn  ra  wächst,  so  beginnen  die  Paare  der  entgegengesetzt 
gleichen  Werte  von  a,  welche  wir  in  §  198  erhalten  haben,  sich  auch 
numerisch  zu  unterscheiden,  wobei  derjenige  der  größere  ist,  welcher  das- 
selbe Vorzeichen  wie  a>  hat  Der  Charakter  der  natürlichen  Schwin- 
gungen wird  ebenfalls  allmählich  verändert.  Diese  Schwingungen 
werden  als  Schwingungen  „erster  Klasse"  unterschieden. 

Gleichzeitig  werden  gewisse  stationäre  Bewegungen,  welche  bei 
Abwesenheit  einer  Rotation  ohne  Niveau änd er ang  möglich  sind,  in 
Schwingungen  von  langer  Periode  bei  gleichzeitiger  Niveauänderung 
verwandelt,  wobei  die  Werte  von  a  zuerst  mit  a  vergleichbar  sind. 
Die  entsprechenden  Schwingungsformen  werden  als  Schwingungen 
^weiter  Klasse"  bezeichnet1);  vgl,  §  205. 

Folgende  Tabelle  gibt  die  Werte  von  a  für  diejenigen  Schwin- 
gungen erster  Klasse,  welche  in  Bezug  auf  die  täglichen  und  halb- 
tägigen Gezeiten  am  wichtigsten  sind,  sowie  die  entsprechenden  Perioden 
in  Sternzeit.  Die  letzte  Spalte  gibt  die  entsprechenden  Perioden  für  den 
Fall  wieder,  daß  keine  Rotation  stattfindet,  nach  der  Formel  (15)  des 
§  199  berechnet. 


7260 
14520 
29040 
58080 


1,8677 

-  1,2460 
2,1841 

-  1,8170 


1.8347 
0,6221 

17 

S8 

59 
34 

1,6133 
0,8922 

14 

52 
»4 

1,9968 
1,2865 

12 

18 

40 

2,5635 
1,8675 

12 

24 
56 

1)  Diese  beiden  Klassen  v 
Problem  des  §  211  begegnet. 


i  Schwingungen  Bind  uns  bereite  bei  dem  ebenen 
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Die  rascheste  Schwingung  zweiter  Klasse  hat  in  jedem  Falle  eine 
Periode  von  mehr  als  einem  Tag,  und  die  Perioden  der  Übrigen  sind 
noch  viel  länger. 

Was  die  ergwungmm  Schwingungen  zweiter  Gattung  betrifft,  so 
gilt  immer  der  Laplacesehe  Schluß,  daß  die  tägliche  Flut  im  Falle 
gleichförmiger  Tiefe  verschwindet,  wenn  genau  e  ->  a  ist  Die  Rech- 
nung für  den  wichtigsten  Fall  der  täglichen  Mondflut,  wo  —  —  0,92700, 
zeigt,  daß  für  die  betrachteten  Tiefen  die  Erhebungen  klein  gegen 
diejenigen  der  Gleichgewichtstheorie  und  im  ganzen  umgekehrt  sind. 

Von  den  erzwungenen  Schwingungen  dritter  Gattung  ist  zuerst 
der  Fall  der  halbtägigen  Sonnenflut  zu  erwähnen,  für  welchen  mit 
genügender  Genauigkeit  e  —  2m  ist.  Für  die  vier  Tiefen,  die  in 
unseren  Tabellen  gegeben  sind,  wird  am  Äquator  das  Verhältnis  der 
dynamischen  Fluthöhe  zu  der  konventionellen  Fluthöhe  nach  der 
Gleiehgewi  chtstheorie  zu 

-|-  7,9548,    -  1,5016,    -  234,87,     +  2,1389 
gefunden. 

„Die  sehr  großen  Koeffizienten,  welche  für  r  -/-,  —  -r  auftreten, 
deuten  darauf  hin,  daß  für  diese  Tiefe  eine  Periode  der  freien 
Schwingung  vom  halbtägigen  Typus  vorhanden  ist,  welche  von  dem 
halben  Tage  nur  wenig  verschieden  ist.  Ein  Blick  auf  die  Tabellen 
zeigt,  daß  wir  tatsächlich  diese  Periode  auf  12  Stunden  1  Minute 
berechnet  haben,  während  wir  für  den  Fall  j— ,— t  =  v0  eine  Periode 
von  12  Stunden  5  Minuten  gefunden  haben.1)  Für  eine  Periode  der 
erzwungenen  Schwingung,  welche  sich  von  derjenigen  einer  freien 
Schwingung  um  nur  1  Minute  unterscheidet,  kann  also  die  erzwun- 
gene Flut  ungefähr  250  mal  so  groß  sein  als  die  entsprechende 
GleichgewichtBÖut,  während  eine  Differenz  von  5  Minuten  zwischen 
diesen  Perioden  ausreicht,  die  Flut  auf  weniger  als  den  zehnten  Teil 
der  entsprechenden  Gleichgewichtsflut  herabzusetzen.  Es  scheint  also, 
daß  die  Fluten  keine  Tendenz  haben,  übermäßig  hoch  zu  werden,  außer 
wenn  eine  ziemlich  genaue  Übereinstimmung  mit  der  Periode  einer 
freien  Schwingung  stattfindet. 

Die  kritischen  Tiefen,  für  welche  die  hier  behandelten  erzwun- 
genen Gezeiten  unendlich  werden,  sind  die,  für  welche  eine  Periode 
der  freien  Schwingung  genau  mit  12  Stunden  zusammenfällt.  Diese 
können  ermittelt  werden,  wenn  man  in  der  Gleichung  für  die  Perioden 
der  freien  Schwingungen  a  ■-=•  2<o  setzt  und  diese  Gleichung  als  eine 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  h  behandelt.     Die   kritischen  Tiefen, 

1)  Diese  gehört  so.  einer  Schwingung  mit  zwei  Breitenkreisen  als  Knoten- 
linien,  welche  in  unserer  abgekürzten  Tabelle  nicht  enthalten  ist.  Sie  kommt 
derjenigen  iunUchgt,  die  eine  Periode  von  17  Stunden  49  Minuten  hut. 
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welche  den  beiden  größten  Wurzeln  entsprechen,  Bind  ungefähr 
29182  Fuß  und  7375  Fuß. 

Man  wird  sehen,  daß  in  drei  unter  den  vier  betrachteten  Fällen 
die  Wirkung  der  gegenseitigen  Gravitation  des  Wassers  darin  besteht, 
das  Verhältnis  der  Flut  zur  Gleichgewichtsflut  zu  Tennehren  (vgl.  §  220). 
In  zweien  der  Fälle  wird  auch  das  Vorzeichen  umgekehrt.  Dies  ist 
naturlich  eine  Folge  der  Tatsache,  daß  für  Q  =<  0,18093  eine  der 
freien  Perioden  etwas  größer  als  12  Stunden  igt,  während  für 
—  —  0  die  entsprechende  Periode  kleiner  als  12  Stunden  wird."1) 

Hough  hat  auch  die  halbtägigen  Mondfluten  berechnet,  für  welche 
■!-  -0,96360 

ist.  Für  die  vier  genannten  Tiefen  sind  die  Verhältnisse  der  Flut- 
höhen am  Äquator  zu  ihren  Gleichgewichtswerten 

-2,4187,    -1,8000,     +11,0725,     +1,9225. 

„Durch  Vergleich  dieser  Zahlen  mit  denjenigen,  welche  für  die 
Sonnenfluten  erhalten  wurden,  sehen  wir,  daß  für  eine  Tiefe  TOn 
7260  Fuß  die  Sonnenfluten  direkt,  dagegen  die  Mondfluten  umgekehrt 
sind;  das  Entgegengesetzte  findet  statt,  wenn  die  Tiefe  29040  Fuß 
beträgt  Dies  ist  natürlich  der  Tatsache  zuzuschreiben,  daß  in  beiden 
Fällen  eine  freie  Periode  Torkommt,  welche  zwischen  12  Sonnen- 
stunden (oder  genauer  Sternstunden)  und  12  Mondstunden  liegt.  Die 
kritischen  Tiefen,  für  welche  die  Mondfluten  unendlich  werden,  be- 
stimmen sich  zu  26040  Fuß  and  6448  Fuß. 

Folglich  wird  diese  Erscheinung  auftreten,  wenn  die  Tiefe  des 
Meeres  zwischen  29182  und  26044  Fuß  oder  zwischen  7375  und 
G448  Fuß  liegt.  Eine  wichtige  Folge  würde  die  sein,  daß  für  Tiefen 
zwischen  diesen  Grenzen  die  gewöhnlichen  Erscheinungen  der  Spring- 
und  Nippfluten  sich  umgekehrt  ergeben  wurden,  indem  die  höheren 
Fluten  eintreten  würden,  wenn  der  Mond  sich  in  Quadratur  befindet, 
und  die  niedrigeren  bei  Neu-  und  Vollmond."1) 

§  323.  Es  ist  nicht  leicht,  außer  auf  ganz  allgemeine  Weise, 
sich  vorzustellen,  was  für  Verbesserungen  an  den  vorangehenden 
Schlüssen  der  dynamischen  Theorie  anzubringen  seien,  wenn  auf  die 
wirkliche  Beschaffenheit  des  Ozeans  mit  seinen  unregelmäßigen  Grenzen 
und  unregelmäßigen  Tiefen  Rücksicht  genommen  werden  soll.8)  Einige 
Punkte  mögen  jedoch  hervorgehoben  werden. 

1)  Hough,  Phä.  Tram.,  Ä.,  181,  8.  178  und  179. 

S)  Hongh,  l.  c,  wo  auf  Lord  Kelvin  verwiesen  ist:  Populär  Lecturet  and 
Äddres&ex,  London  1891,  Bd.  II,  S.  SS,  1868. 

S)  Betreffs  der  allgemeinen  mathematischen  Aufgabe  verweisen  wir  *>nf 
Poincarä,  „Sm  l'equüibre  et  lee  mouvementi  de«  man",  Joum.  de  math. 
(TÄowilU),  (6),   2,  8.  67  und  817,  18B8. 
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Zunächst  würden  die  Formeln  (17)  des  §  205  uns  dazu  führen, 
für  eine  beliebige  Flut  eine  Phasendifferenz  zwischen  der  Fluthöhe 
und  der  Störungskraft  zu  vermuten,  welche  sich  von  Ort  zu  Ort  ändert 
In  dem  Falle  der  halbtägigen  Mondfluten  z.  6.  brauchte  Hochwasser 
oder  Niedrigwasser  nicht  mit  dem  Vorübergehen  des  Mondes  oder 
des  „Gegenmondeä"1)  durch  den  Meridian  zusammenzufallen.  Etwas  ge- 
nauer, in  dem  Falle  einer  gegebenen  Störungskraft,  für  welche  die 
Fluthöhe  nach  der  Gleichgewichtstheorie  an  einer  besonderen  Stelle 
durch 

\  —  aauaöt  (1) 

gegeben  ist,  würde  die  dynamische  Finthöhe 

£  =  ^008(^  —  6)  (2) 

betragen,  wo  das  Verhältnis  —  und  die  Phasendifferenz  c  Funktionen 
von  o  sein  werden. 

Betrachten  wir  ferner  die  Übereinanderlagerung  zweier  Schwin- 
gungen von  gleichem  Typus,  aber  mit  etwas  verschiedenen  Werten 
von  ö,  z.  B.  die  halbtägigen  Mond-  und  Sonnennuten.  Wenn  der 
Anfangspunkt  der  Zeit  in  eine  Konjunktion  verlegt  wird,  haben  wir 

l—  acosö(  +  a'cos«'/  (3) 

and 

£  =.  A  cos  (ff«  —  s)  -f  ^'cos  (ff'«  —  e1) .  (4) 

Dies  kann  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

l  =  (A  +  .4' cos  ip)  cos  (öt  —  i)  -f  ^4'sin  <p  sin  (et  —  i),  (5) 

wo 

ip  —  (ff  —  ff')  t  —  e  +  e'.  (6) 

Wenn  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (4)  die 
Mondfluten  und  das  zweite  diejenigen  der  Sonne  darstellt,  so  haben  wir 


(9) 


Wenn  wir 

ff  <  o1     und 

A  +  A'coa  tp  = 

A  >  Ä. 

Ccosa  1 

A'&iiKp  —  c 

sina      j 

schreiben,  erhalten  wir 

wobei 

£=  Ccos(ff£- 

*-«), 

C  -  (A*  +  2AA'  cos  <p  +  Ä*)*  | 

L            ,       A'iinff                          |" 

ß       tan£      A  +  A'v 

B<f                                ) 

1)  Dieser 

Au b druck  wird  im  Anhange 

zu  diesem  Kapitel  er 
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Dies  kann  als  eine  einfache  Schwingung  mit  langsam  veränderlicher 
Amplitude  and  Phase  gelten.  Die  Amplitude  schwebt  zwischen  den 
Grenzen  A  +  Ä  und  A  —  A'.  Was  a  betrifft,  so  kann  immer  an- 
genommen werden,  dafi  es  zwischen  +  \%  und  —  ^n  liegt.  Die 
Periode  muß  auch  als  veränderlich  betrachtet  werden,  wir  finden 
nämlich 

d«       «A*  +  (ff  +  <0  A  Au»  f  +  JA"  ftm 

°       ~dt  ""  A*  +  *AA'oo»q>  +  A'*  K     ' 

Dies  schwebt  zwischen1) 

-^±$<  Md         ^Üy"  (11) 

Das  obige  ist  die  bekannte  Auseinandersetzung  der  Erscheinungen 
der  Springfluten  und  Nippfluten1);  aber  wir  sind  jetzt  weiter  an  der 
Frage  nach  der  Phase  interessiert.  Nach  der  Gleichgewichtstheorie 
werden  die  Haxima  der  Amplitude  C  auftreten,  so  oft 

(•  —  tf)  <  —  2**, 

wo  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Nach  der  dynamischen  Theorie  sind  die 
Epochen  der  entsprechenden  Mazima  durch 

(•— «)«  — (V— «)  —  2»* 
gegeben,    d.  h.   die   dynamischen  Maxima   folgen  den    statischen   um 
einen  Zeitraum*)  ,_ 

Wenn  der  Unterschied  zwischen  tf'  und  6  unendlich  klein  wäre,  so 
wäre  dies  gleich  -3— ■ 

Die  Tatsache,  daß  der  Zeitpunkt  des  Hochwassers  selbst  bei 
Quadratur  dem  Vorübergang  des  Mondes  oder  GegenmondeB  um 
mehrere  Stunden  vorausgehen  oder  nachfolgen  kann,  ist  bekannt4) 
Wenn  die  Zwischenzeit  als  eine  Verzögerung  gerechnet  wird,  ist  sie 
überdies  für  die  halbtägigen  Sonnenfluten  gewöhnlich  großer  als  für 
diejenigen  des  Mondes,  was  zur  Folge  hat,  daß  die  Springfluten  an 
manchen  Orten  ein  oder  zwei  Tage  nach  der  entsprechenden  Kon- 
junktion am  höchsten  sind.     Letzterer  Umstand  wird  gewöhnlich  der 

1)  Heimholte,  Lehre  von  den  Tonempfindungm,  S.  Aufl.,  Braunschweig 
1870,  8.  688. 

S)  VergL  Thomson  und  Tait,  Natural  FhOoeophy,  §  SO. 

3)  Diese  Zwischenzeit  kann  natürlich  negativ  Bein. 

4)  Die  Werte  der  Verzögerung,  die  wir  mit  1  bezeichnet  haben,  für  die 
verschiedenen  Komponenten  der  Fluten  sind  für  eine  Anzahl  Hafen  vou  Baird 
und  Darwin  angegeben,  „Reiults  of  the  Harmonie  Analysis  of  Tidal  Observation»", 
ProcRS.,  89,  S.  185. 1886;  und  Darwin,  „Second  series  of  Besaite  . . .",  Proc.  R.  S„ 
.5,  8.  55.,  .88». 
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Flatreibung  (siehe  Kap.  XI)  zugeschrieben,  aber  es  ist  klar,  daß 
die  Phasendifferenzen,  welche  zu  einer  vollständigen  dynamischen 
Theorie  selbst  bei  Abwesenheit  von  Reibung  gehören,  in  diesem  Zu- 
sammenhange nicht  fibergangen  werden  dürfen.  Man  hat  Gründe  für 
die  Vermutung,  daß  sie  tatsächlich  weit  wichtiger  als  diejenigen  sind, 
welche  von  der  Reibung  herrühren. 

Schließlich  war  in  den  §§  205  und  216  gezeigt,  daß  die  Gezeiten 
mit  langer  Periode  beträchtlich  von  den  Werten,  die  von  der  Gleich- 
gewichtstheorie gegeben  werden,  abweichen  können,  zufolge  der  Mög- 
lichkeit gewisser  stationärer  Bewegungen  bei  Abwesenheit  der  Störung. 
Es  ist  vou  Lord  Rajleigh1)  auseinandergesetzt,  daß  diese  stationären 
Bewegungen  in  gewissen  Fällen  unmöglich  sein  können,  wo  der  Ozean 
durch  senkrechte  Wände  begrenzt  ist.  Im  Hinblick  auf  Gleichung  (6) 
des  §  213  ergibt  sich,  daß  für  konstante  Tiefe  h  die  Erhebung  £ 
bei  der  stationären  Bewegung  eine  Funktion  der  Poldistanz  6  allein 
sein  muß,  und  daß  deshalb  nach  Gleichung  (4)  desselben  Paragraphen 
die  Geschwindigkeit  nach  Osten  zu  eine  Funktion  der  Breite  sein 
muß.  Dies  ist  mit  dem  Vorhandensein  einer  senkrechten  Grenzwand 
längs  eines  Meridians  nicht  vereinbar.  Dieser  Einwand  gilt  jedoch 
■  nicht  für  den  Fall  eines  Meeres,  dessen  Tiefe  von  den  mittleren 
Teilen  aus  nach  dem  Rand  zu  stetig  abnimmt. 

§  224.  Wir  wollen  die  Untersuchung  des  §  199  durch  einige 
Betrachtungen  über  die  Stabilität  des  Weltmeeres  bei  der  Rotation 
vervollständigen. 

Es  wurde  in  §  204  gezeigt,  daß  die  Bedingung  für  säkulare 
Stabilität  die  ist,  daß  V  —  T„  im  Falle  des  Gleichgewichtes  ein 
Minimum  sein  müßte.  Wenn  wir  die  gegenseitige  Anziehung  des  ge- 
hobenen Wassers  vernachlässigen,  so  ist  die  Anwendung  auf  die  vor 
liegende  Aufgabe  sehr  einfach.  Der  Überschuß  der  Größe  V  —  T0 
über  ihren  Wert  im  ungestörten  Zustand  ist  offenbar 

ff{Av-*«,B">*'}*s.  <>> 

wo  *P  das  Potential  der  Anziehung  der  Erde  bezeichnet,  dS  ein 
Element  der  Meeresoberfläche  ist  und  die  übrigen  Buchstaben  die 
gleiche  Bedeutung  wie  früher  haben.  Da  *P  —  -J-ra'iD1  auf  dem  un- 
gestörten Niveau  (g  =  0)  konstant  ist,  so  kann  angenommen  werden, 
daß  sein  Wert  in  einer  kleinen  Höbe  e  gleich  gs  +  tonst,  ist,  wo, 
wie  in  §  212, 

'-{&<■* -***'].-•  (2> 

1)  „Note  od  the  Theory  of  the  Fortnightly  Tide",  Phil.  Mag.  (6),  6,  S.  186, 1903. 
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Da  wegen  der  Konstanz  des  Volumens 

fftiS-0 

ist,  so  finden  wir  ans  Gleichung  (1),   daß   der  Zuwachs  von  V  —  T0 

iffifiS  (3) 

beträgt.  Dies  ist  wesentlich  positiv,  und  das  Gleichgewicht  ist  dem- 
nach säkular  stabil.1) 

Es  ist  zn  bemerken,  daß  diese  Beweisführung  keiner  Einschrän- 
kung hinsichtlich  der  Tiefe  der  Flüssigkeit  oder  der  Kleinheit  der 
Elliptizität  oder  auch  hinsichtlich  der  Symmetrie  der  ungestörten 
Oberfläche  bezüglich  der  Rotationsachse  unterliegt. 

Wenn  wir  die  gegenseitige  Anziehung  des  Wassers  in  Rechnung 
ziehen  wollen,  so  ist  die  Aufgabe  nur  dann  ohne  Schwierigkeit  zu 
losen,  wenn  die  ungestörte  Oberfläche  nahezu  kugelförmig  iat  und 
wir  die  Änderung  von  g  vernachlässigen.  Die  Frage  nach  der 
säkularen  Stabilität  ist  dann  genau  die  gleiche  wie  in  dem  Falle,  wo 
keine  Rotation  stattfindet.  Die  Rechnung  für  diesen  Fall  wird  passend 
im  nächsten  Kapitel  Platz  finden.  Das  Resultat,  wie  wir  es  nach 
§  199  vorausnehmen  könnten,  lautet  so,  daß  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  für  die  Stabilität  des  Meeres  darin  besteht,  daß 
seine  Dichte  kleiner  als  die  mittlere  Dichte  der  Erde  sein  muß.1) 

$  225.  Hier  bietet  sich  vielleicht  die  passendste  Gelegenheit, 
einige  Bemerkungen  allgemeiner  Art  über  die  Stabilität  dynamischer 
Systeme  anzuschließen.  Wir  haben  im  ganzen  den  gewöhnlichen  Ge- 
brauch befolgt,  welcher  behauptet,  daß  ein  Zustand  des  Gleichgewichts 
oder  der  stationären  Bewegung  stabil  oder  labil  sei,  je  nach  dem 
Charakter  der  Lösung  der  angenäherten  Gleichungen  für  die  gestörte 
Bewegung.  Wenn  die  Lösung  aus  Gliedern  von  der  Form  Ce~ 
besteht,  wo  alle  Werte  von  A  rein  imaginär,  also  von  der  Form  is 
sind,  so  wird  der  ungestörte  Zustand  gewöhnlich  als  stabil  gerechnet; 
wenn  hingegen  irgend  einer  der  Werte  X  reell  ist,  so  wird  der  Zu- 
stand als  labil  bezeichnet.  Im  Falle  des  gestörten  Gleichgewichtes 
führt  dies  mathematisch  zu  dem  gewöhnlichen  Kriterium,  daß  ein 
Minimum  des  Wertes  von  V  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Stabilität  ist. 

Es  ist  neuerdings  bezweifelt  worden,  ob  dieser  Schluß  in  prak- 
tischer Hinsicht  völlig  gerechtfertigt  sei.  Man  hat  aufmerksam  ge- 
macht, daß  unsere  linearen  Gleichungen  weniger  und  weniger  ge- 
nau sind,  je  mehr  die  Abweichung  aus  der  Gleichgewichtslage  zu- 
nimmt,  und   daß    es   also    einer   Prüfung   bedarf,   inwieweit  strenge 


1)  Vergl.  Laplace,  Mieanique  Celeste,  4.  Buch,  §§  IS  und  14. 
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Schlußfolgerungen  betreffs  der  extremen  Abweichung  hieraus  gezogen 
werden  können.1) 

Die  Beweisführung  von  Dirichlet,  welcher  feststellt,  daß  das  Auf 
treten  eines  Minimums  eine  genügende  Bedingung  für  die  Stabilität  in 
jedem  praktischen  Sinne  bildet,  ist  bereits  erwähnt  worden.  Aber 
kein  so  einfacher  Beweis  steht  zur  Verfügung,  um  ohne  Beschränkung 
zu  zeigen,  daß  diese  Bedingung  notwendig  ist.  Wenn  wir  jedoch  das 
Vorhandensein  dissipativer  Kräfte  annehmen,  welche  bei  jeder  be- 
liebigen Bewegung  des  Systemes  auftreten  sollen,  so  kann  der  Schluß 
wie  in  §  204  gezogen  werden. 

Die  geringste  Überlegung  wird  zeigen,  daß  die  Unklarheit,  welche 
hierin  herrscht,  hauptsächlich  von  dem  Mangel  einer  genügend  strengen 
mathematischen  Definition  dessen,  was  man  unter  Stabilität  verstehen 
soll,  herrührt.  Die  Schwierigkeit  wird  erhöht,  wenn  man  zu  der 
Frage  nach  der  Stabilität  der  Bewegung  übergeht.  Die  Definitionen, 
welche  von  verschiedenen  Autoren  vorgeschlagen  worden  sind,  sind 
von  Klein  und  Sommerfeld  in  ihrem  Buche  Ober  die  Theorie  des 
Kreisels  kritisch  geprüft  worden.1)  Indem  sie  die  früheren  Definitionen 
verwerfen,  gründen  sie  ihr  Kriterium  auf  die  Art  der  Veränderungen, 
welche  in  der  Bahn  des  Systeme»  durch  kleine  willkürliche  störende 
Impulse  hervorgebracht  werden.  Wenn  die  ungestörte  Bahn  die 
Grenzform  der  gestörten  Bahn  für  unendlich  kleine  Impulse  ist,  so 
soll  sie  stabil  heißen,  sonst  aber  nicht.  Es  wird  z.  B.  der  vertikale 
Fall  eines  Teilchens  unter  Wirkung  der  Schwere  als  stabil  ange- 
sehen, obwohl  für  eine  gegebene,  wenn  auch  beliebig  kleine  impulsive 
Störung  die  Abweichung  des  Teilchens  zu  einer  Zeit  t  von  der  Lage, 
welche  es  bei  der  ursprünglichen  Bewegung  einnahm,  mit  (  unbegrenzt 
wächst.  Selbst  dieses  Kriterium  ist  nur  eindeutig,  wie  die  genannten 
Autoren  selbst  erkennen,  wenn  der  Ausdruck  „Greneform",  wie  er 
auf  die  Bahn  angewendet  wird,  streng  definiert  ist.  Es  ergibt  sich 
überdies,  daß  eine  mathematisch  strenge  Definition  nicht  in  allen 
Fällen  von  geometrischem  Gesichtspunkt  aus  naturgemäß  erscheint1) 

1}  Siehe  die  Arbeiten  von  Liapounoff  und  Hsdamaid,  Jovrn.  de  math. 
(Liouviüt),  (6),  8,  1897. 

2)  Über  die  Theorie  des  Kreisels,  Leipzig  1897,  S.  342. 

3)  Einige  treffende  Beispiele  bietet  die  Dynamik  des  Masnenpunktes.  So 
wird  ein  Teilchen,  -welches  einen  Kreis  unter  Einfluß  einer  Zsntralkraft  be- 
schreibt, die  dem  Kubus  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  bei  einer 
kleinen  Störung  eich  entweder  nach  dem  Hittelpunkt  oder  nach  dem  Unend- 
lichen zu  bewegen,  indem  es  in  jedem  Falle  eine  Spirale  mit  unendlich  vielen 
Windungen  beschreibt.  Jede  dieser  Spiralen  hat  mathematisch  den  Kreis  als 
Grenzform,  obwohl  die  Bewegung  in  letzterem  naturgemäß  als  labil  zu  betrachten 
wäre.    Vergl.  Korteweg,  Wiener  Ber.,  20.  Mai  1886. 

Eine  engere  Definition  ist  von  Lovc  gegeben  und  von  Bromwich  auf  ver- 
schiedene dynamische  und  hydrodynamische  Aufgaben  angewendet  worden;  siehe 
Proc.  /.onrf.  Math.  Soe-,  38,  S.  325,  1901. 
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Die  vorangehenden  Betrachtangen  beziehen  sich  natürlich  nur  auf 
die  „gewöhnliche"  Stabilität.  Die  wichtigere  Theorie  der  „säkularen" 
Stabilität  (§  204)  wird  nicht  berührt  Wir  werden  dem  Kriterium 
hierfür  in  etwas  veränderter  Form  in  einem  weiteren  Stadium  unseres 
Gegenstandes  begegnen,1) 


Anhang  zum  achten  Kapitel. 
Über  fluterzengende  Kräfte. 

a)  Wenn  0  und  C   in  der   beigefügten  Figur   die  Mittelpunkte 
der  Erde  and  des  störenden  Körpers,  etwa  des  Mondes,  bezeichnen, 


so  wird  das  Potential  der  Anziehung  des  Mondes  für  einen  Funkt  P 
nahe  der  Erdoberfläche  —  *  .,-  sein,  wo  M  die  Masse  des  Mondes  und 
y  die  Gravitationskonstante  bezeichnet.     Wenn  wir 
OC-D,         OP  =  r 

setzen  und  die  Zenithdistanz  des  Mondes  im  Punkte  P,  nämlich  den 
Winkel  POC  mit  fr  bezeichnen,  so  ist  dieses  Potential  gleich 

_  yJf 

(»*  —  2rDcoB#-r-0* 
Wir  suchen  jedoch  nicht  die  absolute  Beschleunigung  für  den  Punkt  P, 
sondern  die  Beschleunigung  in  Bezug  auf  die  Erde.    Nun  erzeugt  der 
Mond  für  die  ganze  Erdmasse  eine  Beschleunigung  -   -,-   parallel  zu 
06"),  und  das  Potential  eines  gleichförmigen  Feldes  einer  Kraft  von 

1)  Diese  Zusammenfassung  stammt  im  wesentlichen  aus  dem  Artikel 
des  Verf.:  „Dynamics,  Anilvtical"  in  der  Encyc.  Brit.,  Bd.  87,  1902. 

2)  Die  Wirkung  derselben  besteht  darin,  eine  monatliche  Schwankung  bei 
der  Bewegung  des  Erdmittelpunktes  um  die  Sonne  hervoranbringen.  Die  Am- 
plitude dieser  Schwankung  in  Besag  auf  den  Radiusvektor  betragt  »000  Heilen; 
die  Schwankung  in  der  Lange  betragt  ungefähr  7";  siehe  Laplace,  Mccaniqnt 
Celeste,  0.  Buch,  g  SO,  und  18.  Buch,  g  10. 

L»n>b,  Hydrodynamik.  Dig  l87rl  ay  LiÜ1 
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dieser  Stärke  tat  offenbar 

-*■  jp  •  rcosfr. 

Ziehen  wir  dies  von  dem  früheren  Resultate  ab,   so  erhalten  wir  für 
das  Potential  der  relativen  Anziehung  in  P 

(Z)'  — SrDcwS  +  r*)*  U 

Diese  Funktion  &  ist  identisch  mit  der  „Störungsfunktion"  der  Planeten 
tbeorie. 

Entwickeln  wir  nach  Potenzen  von  .  ,  was  in  nnserem  Falle 
eine  kleine  Größe  ist,  und  behalten  wir  nur  das  wichtigste  Glied  bei, 
so  finden  wir 

Als  Funktion  der  Lage  von  P  betrachtet  ist  dies  eine  einfache  Kugel- 
funktion  zweiter  Ordnung  mit  OC  als  Achse. 


Der  Leser  kann  leicht  bewei 
Annäherung  dem  Potentiale  zwei 
gleich   jr  M  ist,  und  von  denen 


sen,  daß  fl  bis  zu  diesem  Grad  der 
ier  Massen  gleichkommt,  deren  jede 
Ich  die  eine  in  C  und  die  andere  in 


einem  Punkte  C  auf  der  Verlängerung  von  CO  befindet,  wob« 
OC'=  OC1) 

b)  In  der  Oleichgewichtstheorie  der  Gezeiten  wird  angenommen, 
daß  die  freie  Oberfläche  in  jedem  Augenblick  die  Gleichgewichtsfonn 
annimmt,  welche  erhalten  bliebe,  wenn  der  störende  Körper  ungeändert 
in  seiner  Lage  zur  rotierenden  Erde  verharrte.  Mit  anderen  Worten, 
ea  wird  angenommen,  daß  die  freie  Oberfläche  eine  Niveaufläche  unter 
der  gemeinschaftlichen  Wirkung  von  Schwere,  Zentrifugalkraft  und 
Störungskraft  iBt.     Die  Gleichung  dieser  Niveaufläche  ist 

ip _  |  ra»ai  +  &  _  fconst,  (3) 

wo  m  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation,  tö  der  Abstand  ein« 
Punktes  von  der  Erdachse  ist,  und  V  das  Potential  der  Erdanziehung 
bedeutet  Wenn  wir  eckige  Klammern  gebrauchen,  um  die  Werte 
der  eingeschlossenen  Größen  für  das  ungestörte  Niveau  zu  unter- 
scheiden, und  durch  \  die  Erhebung  des  Wassers  Über  diese  Flüche 
infolge  des  Störungspotentials  bezeichnen,  so  lautet  die  obige  Gleichung 
näherungsweise 

[3»-  Joj'ffl«]  -f  \^(V-  i«i»^]e+  «  -  tonst.,  (4) 


1}  Thomson  und  Tait,  g  804.     Diese   beiden   gedachten  Korper  «erden  il> 
„Mond"  und  „Gegenmond"  bezeichnet. 
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wo  ,  gebraucht  wird,  am  die  Differentiation  längs  der  nach  außen 
gerichteten  Normalen  zu  bezeichnen.  Das  erste  Glied  ist  natürlich 
konstant,  und  wir  haben  deshalb 

t  —  f  +  c,  (5) 

wo,  wie  in  §  212, 

»- [£(*"- i«,D,>]-  ff) 

Eb  ist  klar,  daß  g  den  Wert  der  scheinbaren  Gravitation  bezeichnet; 
dieser  wird  sich  natürlich  mehr  oder  weniger  mit  der  Lage  von  P 
auf  der  Erdoberfläche  verändern. 

Es  ist  jedoch  in  der  Theorie  der  Gezeiten  gebräuchlich,  die 
kleinen  Schwankungen  im  Werte  von  g  und  den  Einfloß  der  Ellip- 
tizität  der  ungestörten  Niveaufläehe  auf  den  Wert  von  &  in  Punkten 
der  Oberfläche  außer  acht  zu  lassen.     Setzen  wir  demnach 

r  =  a,        g^'-^f-, 

wo  E  die  Erdmasse  und  a  den  mittleren  Radius  der  Oberfläche  be- 
zeichnet, so  haben  wir  nach  (2)  und  (5) 

t-ff(oo8'»-«  +  C,  (7) 

WO 

wie  in  §  179.  Darum  ist  die  GleichgewichtBfignr  der  freien  Ober- 
fläche ein  harmonisches  Sphäroid  der  zweiten  Ordnung  vom  zonalen 
Typus,  dessen  Achse  durch  den  störenden  Körper  geht. 

c)  Infolge  der  täglichen  Rotation  und  auch  der  Kreisbewegung 
des  störenden  Körpers  ändert  sich  die  Lage  des  Gezeitensphäroides  in 
Bezug  auf  die  Erde  ständig,  sodaß  das  Niveau  des  Wassers  an  einer 
bestimmten  Stelle  immer  steigt  und  fällt.  Um  die  Art  dieser  Ver- 
änderungen zu  untersuchen,  nehmen  wir  an,  es  sei  6  das  Komple- 
ment der  Breite  und  <p  die  Länge,  nach  Osten  zu  von  einem  festen 
Meridian  aus  gemessen,  an  einem  beliebigen  Orte  P;  es  sei  ferner  A 
der  Abstand  vom  Nordpol  und  a  der  Stundenwinkel,  nach  Westen 
zu  von  dem  gleichen  Meridian  aus  gemessen,  für  den  störenden  Körper. 
Wir  haben  dann 

cos*  —  cos  A  cos  0  +  sin  A  sind  cos  («  +  y),  (9) 

und  folglich  nach  Gleichung  (7) 

S-|fl-(cos*A-i)(cos»e--J)  | 

+  £  .ff  sin  2  A  sin  20  cos  (a  +  y)  •  (10) 

+  i.ffBin,Asin*0coB2(a  +  9>)  +  c) 


21* 


google 
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Jedes  Glied  kann  als  eine  partielle  Flut  angesehen  werden,  wobei  die 
Resultate  snperponiert  werden. 

Das  erste  Glied  ist  nämlich  eine  einfache  Kngelfunktion,  zweiter 
Ordnung  und  gibt  ein  Gezeitensphäroid,  welches  zur  Erdachse  sym- 
metrisch ist  und  als  Knotenlinien  die  Breitenkreise  hat,  für  welche 

om' 0  —  i,    oder    fl  =  90°  ±  35°  16'. 

Die  Fluthöhe  in  jeder  besonderen  Breite  verhält  sich  wie  cos'A  —  ■$-. 
Im  Falle  des  Mondes  besitzt  die  hauptsächlichste  Schwankung  in 
dieser  Größe  eine  Periode  von  ungefähr  vierzehn  Tagen;  wir  haben 
hier  den  Ursprung  der  vierzehntägigen  Mondflut.  Wenn  die  Sonne 
der  störende  Körper  ist,  so  haben  wir  eine  halbjährliche  Sonnenflnt. 
Es  ist  zn  bemerken,  daß  der  Mittelwert  von  Cos*  A  —  ^  bezüglich 
der  Zeit  nicht  verschwindet,  sodafi  die  Neigung  der  Bahn  de«  stören- 
den Körpers  gegen  den  Äquator  eine  ständige  Veränderung  des  mitt- 
leren Niveaus  als  Folge  bat.    Vergleiche  §  182. 

Das  zweite  Glied  in  Gleichung  (10)  ist  eine  Kugelfunktion  der 
Art,  wie  wir  sie  aus  Gleichung  (7)  des  §  86  erhalten,  indem  wir 
n  =  2,  s  =  1  setzen.  Das  entsprechende  Gezeitensphäroid  hat  als 
Knotenlinien  den  Äquator  und  den  Meridian,  welcher  Ton  dem  des 
störenden  Körpers  um  90°  entfernt  ist.  Die  Störung  des  Niveaus  ist 
am  größten  für  den  Meridian  des  störenden  Körpers,  und  zwar  bei 
45°  nördlich  und  südlich  von  dem  Äquator.  Die  Schwingung  an 
irgend  einer  Stelle  geht  gleichzeitig  mit  dem  Stundenwinkel  a  durch 
ihre  Periode,  d.  b.  sie  wird  in  einem  Mond-  oder  Sonnentage  vollendet. 
Die  Amplitude  ist  jedoch  nicht  konstant,  sondern  sie  ändert  sich  lang- 
sam mit  A  und  wechselt  überdies  ihr  Vorzeichen,  wenn  der  störende 
Körper  durch  den  Äquator  geht.  Dieses  Glied  stellt  die  täglichen 
Mond-  und  Sonnenfluten  dar. 

Das  dritte  Glied  ist  eine  sektorielle  Kugelfunktion  (n  -■=  2,  s  =»  2) 
und  gibt  ein  Gezeitensphäroid,  welches  die  Meridiane  als  Knotenlinien 
hat,  die  45°  ostlich  nnd  westlich  von  demjenigen  des  störenden 
Körpers  liegen.  Die  Schwingung  durchlauft  ihre  Periode  mit  2«, 
d.  h.  in  einem  halben  Mond-  oder  Sonnentage,  und  die  Amplitude 
verhält  sich  wie  sin'A,  wonach  sie  am  größten  ist,  wenn  der  störende 
Körper  über  dem  Äquator  steht.  Wir  haben  hier  den  Ursprung  der 
halbtägigen  Mond-  und  Sonnennuten. 

Die  „Konstante"  C  ist  aus  der  Erwägung  zu  bestimmen,  daß 
wegen  der  Unveränderlichkeit  des  Volumens 

fftiS-0  (11) 

sein  muß,  wo  die  Integration  Über  die  Oberfläche  des  Meeres  zu  er- 
strecken  ist.     Wenn   das  Meer  die   ganze  Erde   bedeckt,   haben   wir 
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C  =  0,  gemäß  der  allgemeinen  Eigenschaft  der  Kngelflächenfunktionen, 
von  welcher  in  §  87  die  Bede  war.  Es  folgt  ans  Gleichung  (7), 
daß  die  größte  Erhebung  Aber  das  ungestörte  Niveao  dann  an  den 
Punkten  &  =  0,  &  —  180°  stattfindet,  d.  h.  an  den  Punkten,  wo  der 
störende  Körper  sich  im  Zenith  und  Nadir  befindet,  und  die  Größe 
dieser  Erhebung  ist  -jf  E.  Die  größte  Senkung  findet  dort  statt,  wo 
j>  —  9ÜD  ist,  d.  h.  wo  der  störende  Körper  sich  im  Horizont  befindet, 
und  sie  ist  \  H.    Die  größtmögliche  Schwankung  betragt  deshalb  H. 

Im  Falle  eines  begrenzten  Meeres  verschwindet  C  nicht,  sondern 
hat  in  jedem  Augenblick  einen  bestimmten  Wert,  der  von  der  Lage 
des  störenden  Körpers  in  Bezug  auf  die  Erde  abhängt  Dieser  Wert 
kann  aus  den  Gleichungen  (10)  und  (11)  leicht  hingeschrieben  werden; 
er  ist  eine  Summe  von  Kugelfunktionen  zweiter  Ordnung  in  Bezug 
auf  A  und  «  mit  konstanten  Koeffizienten,  welche  aus  Oberflächen- 
integralen  bestehen,  deren  Werte  von  der  Verteilung  von  Land  und 
Wasser  auf  der  Erdkugel  abhängen.  Die  Schwankungen  im  Werte 
von  C  infolge  der  Relativbewegung  des  störenden  Körpers  geben  ein 
allgemeines  Steigen  und  Fallen  der  freien  Oberfläche  mit  (für  den 
Fall  des  Mondes)  vi  er  zehntägigen,  täglichen  und  halbtägigen  Perioden. 
Diese  Verbesserung  der  Gleichgewichtstheorie,  wie  sie  gewöhnlich 
dargestellt  wird,  ist  zuerst  von  Thomson  und  Tait  vollständig  unter- 
sucht worden.1)  Die  Notwendigkeit  einer  derartigen  Verbesserung 
für  den  Fall  eines  begrenzten  Meeres  ist  jedoch  schon  von  D.  Ber- 
noalli  erkannt  worden.1) 

d)  Wir  haben  bis  hierher  die  gegenseitige  Anziehung  der  Wasser- 
teilchen vernachlässigt.  Um  dieselbe  in  Rechnung  zu  ziehen,  müssen 
wir  zu  dem  Störungspotential  £1  das  Gravitationspotential  des  ge- 
hobenen Wassers  hinzufügen.  Im  Falle  eines  Meeres,  das  die  Erde 
bedeckt,  kann  die  Verbesserung  wie  in  §  199  leicht  ausgeführt  werden. 
Wenn  wir  in  den  Formeln  dieses  Paragraphen  »  =  2  setzen,  so  ist 
der  Wert  von  ß  um  —  i-  ■  g\  zu  vermehren,  und  wir  finden  daraus 
ohne  Schwierigkeit 

6   9t 

1)  Natural  Pkiiosophy,  §  808;  siehe  auch  Prof.  G.  H.  Darwin,  „On  the 
Correclion  to  the  Eqoilibrinm  Theory  of  the  Tides  for  the  Continenta",  Proc. 
Hoy.  ßoc.,  10,  S.  808,  1836.  Es  ergibt  sich  aus  der  numerischen  Rechnung  von 
H.  H.  Turner,  die  dieser  Arbeit  angefügt  ist,  daß  bei  der  wirklichen  Verteilung 
von  Land  und  Wasser  die  Korrektion  ganz  unbedeutend  ist. 

3)  Tratte  sur  le  Flux  et  Meflttx  de  la  Mer,  Kapitel  XL  1710.  Diese  Ab- 
handlung, wie  eine  von  Haelaurin,  die  auf  S.  861  genannt  ist,  und  noch  eine 
Über  denselben  Gegenstand  von  Euler  sind  in  der  Ausgabe  der  NewtouBchan 
Principia  von  Le  Seur  und  Jacquier  abgedruckt. 
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Es  ergibt  sich,  daß  alle  Finten  im  Verhältnis  (1  —  ■ 1       vergrößert 

sind.     Wenn  wir  —  =  0,18  nehmen,  ist  dieses  Verhältnis  1,12. 

e)  Soviel  von  der  Gleichgewichtstheorie.  Für  die  Zwecke  der 
kinetischen  Theorie  der  §§  212 — 223  ist  es  nötig,  anzunehmen,  daß 
der  Wert  (10)  von  £  in  eine  Reihe  von  einfach  harmonischen  Funk- 
tionen der  Zeit  entwickelt  sei.  Die  wirkliche  Entwiekelnng,  wobei 
die  Änderungen  von  A  und  a,  sowie  des  Abstandes  1)  des  störenden 
Körpers,  welcher  im  Werte  von  H  vorkommt,  zu  berücksichtigen 
sind,  bildet  ein  ziemlich  verwickeltes  Problem  der  physikalischen 
Astronomie,  anf  welches  wir  nicht  eingehen  wollen.1) 

Lassen  wir  die  Konstante  C  außer  acht,  welche  ans  den  dyna- 
mischen Gleichungen  (1)  des  §  214  verschwindet,  da  die  Konstanz 
des  Volumens  jetzt  durch  die  Kontinnitätsgleichung  (2)  gesichert  ist, 
so  sieht  man  leicht,  daß  die  fraglichen  Glieder  in  drei  verschiedene 
Gattungen  zerfallen. 

Wir  haben  erstens  die  Gezeiten  mit  langer  Periode,  für  welche 

\  -  W  (cos*  8  -  »  ■  cos  (et  +  $).  (13) 

Die  wichtigsten   Gezeiten  dieser  Art  sind  die  vierzehntägigen  Mond- 
fluten,   für    welche    in    Winkelgraden    pro    mittlere    Sonnenstunde 
a  — 1,098  °,  und  die  halbjährlichen  Sonnenfluten,  für  welche  «  —  0,082°. 
Zweitens  haben  wir  die  täglichen  Gezeiten,  für  welche 

f—  H"  sin  8  cos  8    cos  (<ft  +  <p  +  s),  (14) 

wo  ff  sich  wenig  von  der  Winkelgeschwindigkeit  a  der  Erdrotation 
unterscheidet.  Diese  umfassen  die  täglichen  Mondfluten  (ff  =-13,943°), 
die  täglichen  Sonnenfluten  (ff  —  14,959°),  sowie  die  tägliche  Mond- 
sonnenflut (ff  =  m  =  15,041°). 

Schließlich  haben  wir  die  halbtägigen  Gezeiten,  für  welche 

%  —  E!"  sin1  8  ■  cos  (ff*  +2<p  +  t),  (16) 

wo  ff  sich  wenig  von  2<o  unterscheidet.1)    Diese  umfassen  die  halb- 

1)  Es  mag  auf  Laplaoe,  Mecanique  Celeste,  18.  Buch,  §  2,  verwiesen  werden; 
ferner  auf  die  Untersuchungen  von  Lord  Kelvin  und  Prof.  G.  H.  Darwin  in 
den  Brit.  Ass.  Reports  von  1868,  1872,  1876,  1883  und  1885;  schließlich  auf  die 
Artikel  des  letzteren  Autors  Aber  „Gezeiten"  in  der  Encyc.  Brit,  9,  Aufl., 
Bd.  28  und  SS. 

2)  Es  ist  klar,  daß  auf  einer  kleinen  Flache  nahe  bei  den  Polen,  welche 
fast  als  eben  angesehen  werden  kann,  die  Formeln  (14)  und  (16) 

i=B"  -cos(*(  +  <p  +  t)     und     t=H"r-icoa(at  +  2<p  +  l) 

ergeben,  wo  r  und  a  Polarkoordinaten  der  Ebene  sind.  Ausdrücke  dieser  Form 
sind  bereits  in  den  §§  190  und  S10  gebraucht  worden. 

DigmzedDy  G00gle 


HarmonMshe  Analyse,  423 

tägigen  Fluten,  die  vom  Mond  (<j  —  28,984°),  der  Sonne  (ff  =  30°), 
sowie  von  Mond  und  Sonne  gleichzeitig  (9  =  20  =  30,082°)  herrühren. 

Betreffs  einer  vollständigen  Aufzählung  der  wichtigeren  partiellen 
Fluten  und  betreffs  der  Werte  der  Koeffizienten  H'r  E",  E"'  in  de« 
verschiedenen  Fällen  müssen  wir  auf  die  bereits  zitierten  Arbeiten 
Ton  Lord  Kelvin  und  Pro£  Q.  H.  Darwin  verweisen.  Bei  der  har- 
monischen Analyse  der  Flatbeobachtungen,  welche  den  besonderen 
Zweck  dieser  Untersuchungen  bildet,  besteht  das  einzige  Ergebnis  der 
dynamischen  Theorie,  welches  Anwendung  findet,  in  dem  allgemeinen 
Satz,  daß  die  Fluthöhe  an  einem  Orte  gleich  der  Summe  einer  Reihe 
von  einfach  harmonischen  Funktionen  der  Zeit  sein  muß,  deren 
Perioden  dieselben  sind,  wie  die  der  verschiedenen  Glieder  in  der 
Entwicklung  des  Störungspotentials,  und  die  deshalb  im  voraus  bekannt 
sind.  Die  Amplituden  und  Phasen  der  verschiedenen  partiellen  Fluten 
für  einen  besonderen  Hafen  sind  dann  durch  Vergleich  mit  Beobach- 
tungen zu  bestimmen,  welche  sich  über  einen  hinreichend  langen 
Zeitraum  erstrecken.1)  Wir  erhalten  so  einen  praktisch  vollständigen 
Ausdruck,  welcher  für  die  systematische  Voraussage  der  Gezeiten  in 
dem  fraglichen  Hafen  benutzt  werden  kann. 

f)  Ein  besonders  interessanter  Punkt  bei  der  harmonischen  Ana* 
lyse  ist  die  Bestimmung  der  Gezeiten  von  langer  Periode.  Es  ist 
bereits  erwähnt  worden,  daß  diese  infolge  des  Einflusses  dissipativer 
Kräfte  mehr  oder  weniger  den  Gleichgewichtswerten  nahe  kommen 
müssen.  Ungünstigerweise  ist  die  einzige  Flut  von  langer  Periode, 
deren  Koeffizient  aus  den  Beobachtungen  mit  einiger  Sicherheit  er- 
mittelt werden  kann,  die  vierzehntägige  Mondflut,  und  es  ist  zum 
mindesten  zweifelhaft,  ob  die  dissipativen  Kräfte  hinreichend  sind, 
um  in  diesem  Fall  einen  merkbaren  Einfluß  in  der  genannten  Sich- 
tung auszuüben.  Die  Beobachtungstatsache,  daß  die  vierzehntägige 
Flut  kleiner  als  ihr  Gleichgewichtswert  ausfällt,  berechtigt  uns  daher 
nicht,  Schlüsse  über  etwaige  elastisch«  Nachgiebigkeit  des  festen 
Erdkörpers  infolge  der  fluterregenden  Kräfte  zn  ziehen,  welche  vom 
Monde  ausgeübt  werden.1) 

1)  Eb  ist  im  Zusammenhange  mit  §  185  interessant ,  daß  die  Flatmesser, 
welche  sich  in  ziemlich  seichtem  Wasser  befinden,  durch  gewisse  Finten  von  der 
zweiten  Größenordnung  merklich  beeinflußt  werden,  welche  darum  in  dem  all- 
gemeinen Schema  der  harmonischen  Analyse  in  Rechnung  zu  ziehen  sind. 

3)  Pro£.  G.  H.  Darwin,  l.  c,  8.  SSI;  siehe  jedoch  die  auf  S.  414  genannte 
Arbeit  von  Lord  Rayleigh. 
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OberflächeHwellcn. 

§  886.  Wir  haben  jetzt  nach  Möglichkeit  die  Gesetze  der  Wellen- 
bewegung in  Flüssigkeiten  zu  untersuchen,  wenn  die  vertikale  Be- 
schleunigung nicht  länger  vernachlässigt  werden  kann.  Der  wichtigste 
Fall,  welcher  in  der  vorhergehenden  Theorie  nicht  enthalten  ist,  ist 
der  von  Wellen  auf  verhältnismäßig  tiefem  Wasser,  wo,  wie  wir 
Sehen  werden,  die  Amplitude  von  der  Oberfläche  nach  unten  hin 
rasch  abnimmt;  aber  selbstverständlich  gibt  es  einen  stetigen  Über- 
gang zu  den  Verhältnissen,  die  im  vorangehenden  Kapitel  untersucht 
wurden,  wo  die  horizontale  Bewegung  von  der  Oberfläche  bis  auf  den 
Grund  merklich  die  gleiche  war. 

Wir  beginnen  mit  den  Schwingungen  einer  horizontalen  Wasser- 
schicht, und  wir  wollen  uns  zunächst  auf  Fälle  beschränken,  wo  du 
Bewegung  in  den  zwei  Dimensionen  x  und  y  vor  sich  geht,  wobei 
die  ^-Richtung  horizontal  und  die  (/-Richtung  vertikal  angenommen 
werden  soll.  Die  Erhebungen  und  Senkungen  der  freien  Oberfläche 
werden  dann  das  Aussehen  einer  Reihe  von  parallelen,  geradlinigen 
Kämmen  und  Furchen  darbieten,  welche  senkrecht  zur  xy-Ebene 
verlaufen. 

Es  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Bewegung  ursprünglich  aus  der 
Ruhe  durch  die  Wirkung  gewöhnlicher  Kräfte  erzeugt  sei;  sie  wird 
dann  notwendig  wirbelfrei  sein,  und  das  Geschwindigkeitspotential  <p 
wird  der  Gleichung 

pt  +  8>  -  0  (1) 

dar*     '     tfy*  v   ' 

genügen,  zusammen  mit  der  Bedingung 

Ü-0  <»> 


Um  die  Bedingung  zu  finden,  welche  an  der  freien  Oberfläche 
(»  —  konst.)  erfüllt  werden  muß,  verlegen  wir  den  Koordinatenanfangs- 
punkt 0  in  das  ungestörte  Niveau  und  ziehen  Oy  vertikal  nach 
oben.  Wenn  wir  annehmen,  daß  die  Bewegung  unendlich  klein  ist, 
so  können  wir  in  der  Formel  (4)  des  §  20 

»-« 
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»etzen  und  da«  Quadrat  dar  Geschwindigkeit  q  vernachlässigen;  dann 
finden  wir 

*-$-»  +  *«>.  (S) 

Wenn  also  tj  die  Erhebung  der  Oberfläche  Ober  den  Punkt  ($,  0) 
zur  Zeit  *  bezeichnet,  so  haben  wir,  da  der  Oberfiächendmck  gleich- 
förmig  ist, 

vor  ausgesetzt,  daß  die  willkürliche  Funktion  F(t)  nnd  die  additive 
Konstante  in  den  Wert  von  — ^  eingeschlossen  sind.  Bis  auf  einen 
Fehler  von  der  eben  vernachlässigten  Größenordnung  kann  dies  fol- 
gendermaßen geschrieben  werden: 

i-J-KU  m 

Da  die  Kormale  zur  freien  Oberfläche  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  ^—  mit  der  Vertikalen  macht,  so  wird  die  Bedingung,  daß 
die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  der  FlüBsigkeitsteilohen 
der  Nonnalkompontinte  der  Geschwindigkeit  der  Oberfläche  selbst 
gleich  sein  muß,  mit  genügender  Annäherung  durch 

Ä--KU  » 

ausgedrückt.  Dies  ist  tatsächlich  die  Gestalt,  welche  die  allgemeine 
Oberflächenbedingung  (3)  des  §  10  annimmt,  wenn  wir 

F(x,  yte,t)  =  y  —  ri 

setzen  und  kleine  Größen  zweiter  Ordnung  vernachlässigen. 

Eliminieren  wir  ij  aus  (5)  nnd  (6),  so  erhalten  wir  die  Bedingung 

welche  für  y  —  0  zu  befriedigen  ist. 

Inj  Falle  einer  einfachen  Schwingung,  wo  der  Zeitfaktor  «*(<"  +  «> 
ist,  lautet  diese  Bedingung: 

§  827,  Wir  wollen  dies  auf  die  freien  Schwingungen  einer 
Wasser achicht  oder  eines  geradlinigen  Kanales  von  der  gleichförmigen 
Tiefe  h  anwenden,  nnd  wir  wollen  vorläufig  annehmen,  daß  die  Flüssig- 
keit in  der  z-ßichtung  unbegrenzt  ist,  indem  etwaige  Grenzen  Vertikal- 
ebenen  sein  sollen,  welche  parallel  zur  a;y-Ebene  laufen. 
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Da  die  Bedingungen  in  Bezug  auf  x  gleichmäßig  sind,  so  ist  die 
einfachste  Annahme,  die  wir  machen  können,  die,  daß  ip  eine  einfach 
harmonische  Funktion  von  x  ist;  der  allgemeinste  Fall,  der  mit  den 
obigen  Annahmen  vereinbar  ist,  kann  hieraus  durch  Snperposition 
gemäß  dem  Foorierschen  Satze  abgeleitet  werden. 

Wir  setzen  also 

9>-PcosÄÄ-e'(ot+'),  (1) 

wo  P  eine  Funktion  von  y  allein  ist     Die  Gleichung  (1)  des  §  226 
gibt 

folglich: 

P  =  Aet*  +  Be-i>.  (3) 

Die    Bedingung,   daß    an   dem  Grunde    die    vertikale  Bewegung   ver- 
sehwinden soll,  lautet: 

Z-°  «*»--*■ 

Setzt  man  folglich 

Ae-^~Beti  =  {C, 
so  ergibt  sich 

<p  —  Ccoa}ik(y  +  h)aoBkx-el'"+'K  (4) 

Der  Wert   von   ff   wird   dann    durch   Gleichung  (8)    des    §  226   be- 
stimmt, welche 

0*  _  gh  taogh  kh  (6) 

ergibt. 

Durch  Einsetzen  von  (4)  in  Gleichung  (5)  des  §  226  finden  wir 

i?  -  *y  cosh  kh  cos  kx  ■  «-(■"+'),  (6) 

oder,  wenn  wir 

a  =- cosh  kh 

9 

schreiben  und  nur  den  reellen  Teil  des  Ausdruckes  behalten, 

•q  —  a  cos  ix  •  sin  (at  +  i).  (f) 

Dies  stellt  ein  System  von  „stehenden  Wellen"  mit  der  Wellen- 
länge X  — -  -=-  und  der  vertikalen  Amplitude  a  dar.  Die  Beziehung 
zwischen  der  Periode  --  und  der  Wellenlänge  ist  durch  Gleichung  (5) 
gegeben.  Numerische  Beispiele  dieser  Beziehung  werden,  in  dem 
nächsten  Paragraphen  gegeben  werden. 

Durch  a  ausgedrückt,  haben  wir 

ga  coshfcfv  +  AI  i  /   •   •     \  «n 

,,_-»--  — J,tJ„i,.„(,i+,)1  (8) 
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und  man  ersieht  leicht  uns  §  62,  daß  der  entsprechende  Wert  der 
Stromfnnktion 

lautet. 

Wenn  x,  y  die  Koordinaten  eines  Teilchens  in  Bezug  auf  ihre 
mittlere  Lage  (x,  y)  sind,  so  haben  wir 


dx 

dt  ' 


_  ^* 


(10) 


indem  wir  die  Differenzen  zwischen  den  Geschwindigkeitskomponenten 
in  den  Punkten  (x,  y)  und  (x  +  i,  y  -f-  y)  vernachlässigen,  da  diese 
von  der  zweiten  Ordnung  klein  sind. 

Setzen  wir  ans  Gleichung  (8)  ein  und  integrieren  in  Bezug  auf  t, 
so  finden  wir 

_  cosh  *  (y  -}  ■  h)    .     ,         .     ..   ,     . 

1  =  -  °  - SEiA       8U1  kx  "  8in  (*'  +  *) 


rinn  >(»  +  ») 
sinhifi 


cos  /iz  ■  sin  (öf  +  e) 


(ii) 


wo  eine  geringfügige  Reduktion  mit  Hilfe  der  Gleichung  (5)  aus- 
geführt worden  ist.  Die  Bewegung  jedes  Teilchens  ist  geradlinig  und 
einfach  harmonisch;  die  Richtung  der  Bewegung  schwankt  zwischen 
einer  vertikalen,  nämlich  in  den  Kämmen  und  Furchen  [kx  —  mit], 
und  einer  horizontalen,  nämlich  in  den  Knoten  [kx  =-  (m  +  £)«]. 
Von  der  Oberfläche  nach  dem  Grunde  hinab  fällt  die  Amplitude  der 
vertikalen  Bewegung  von 
a  cob/c x bis  zuO,  während  j 
diejenige  der  horizontalen  j 
Bewegung  in  dem  Ver- 
hältnisse cosh  kh  :  1  ab-  | 
nimmt. 

Wenn    die   Wellen- 
länge im  Vergleich  zur  Tiefe  sehr  klein  ist,  so  ist  kh  groß  und  deshalb 
tangh  kh  —  l.1)     Die  Formeln  (11)  reduzieren  sich  dann  auf 

X  =  —  oe*»  sin  kx  ■  um  (at  --}-  e)l 

y  —      ae*» cos  kx  •  sin  (fit  +  c)\ 
zugleich  mit 

ö*  =-<?*-  (13) 

Die  Bewegung  nimmt  jetzt  von  der  Oberfläche  nach  dem  Grande  hin 


(12) 


1)  Dieser  Fall  kann  natürlich  leichter  unabhängig  untersucht  werden. 
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rasch  ab ;  in  einer  Tiefe  von  einer  Wellenlänge  ist  da*  Verhältnis 
für  die  Verkleinerung  der  Amplitude  e~*n  oder  1  :  536.  Die  Formen 
der  Stromlinien  p  —  konst  für  diesen  Fall  sind  in  der  voranstellenden 
Figur  gezeichnet 

In  der  obigen  Untersuchung  ist  angenommen,  daß  die  Flüssig- 
keit sieh  in  der  x-ßjchtnng  bis  in  das  Unendliche  erstreckt,  und 
demgemäß  unterliegt  der  Wert  von  k  keiner  Einschränkung.  Die 
Formeln  geben  jedoch  auch  die  longitudinalen  Schwingungen  in 
einem  Kanal  von  endlicher  Länge,  Torausgesetzt,  daß  k  die  passenden 
Werte  hat.     Wenn  die  Flüssigkeit  durch  die  vertikalen  Ebenen 

x  —  0,     x  —  l 
begrenzt  wird,  so  wird  die  Bedingung  ?p  —  0  an  beiden  Enden  erfüllt,  wenn 

ein  kl  — 0    oder    kl  —  mxt 
wo    m  =  1,  2,  3,  . . . .     Die  Wellenlängen    der   Normalschwingungen 
werden  deshalb  durch  die  Formel  X  —  —  gegeben.    Vergleiche  §  177. 

§  238.  Die  Untersuchung  des  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
zieht sich  auf  den  Fall  stehender  Wellen;  sie  beansprucht  natürlicher- 
weise die  erste  Stelle  als  eine  direkte  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Methode,  die  freien  Schwingungen  eines  Systemes  um  eine  Gleich- 
gewichtslage zu  behandeln. 

Im  Falle  einer  Wasserschicht  oder  eines  Kanales  von  gleich- 
förmiger Tiefe,  der  in  beiden  horizontalen  Richtungen  unbegrenzt  ist, 
können  wir  durch  Snperposition  von  zwei  Systemen  stehender  Wellen 
von  der  gleichen  Wellenlänge  ein  System  fortschreitender  Wellen 
bilden,  welches  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  anverändert  vor- 
wärts bewegt  Hierbei  ist  es  nötig,  daß  die  Kämme  und  Täler  des 
einen  Systeme«  mit  den  Knoten  des  andern  zusammenfallen,  daß  die 
Amplituden  beider  Systeme  gleich  sind  und  daß  ihre  Phasen  sich 
um  eine  Viertoiperiode  unterscheiden. 

Wenn  wir  nämlich 

V  —  %  ±  Vi  '      (1) 

setzen,  wo 

%  —  a  sin  kx  cos  et  | 
)jj  —  a  cos  kx  sin  et  }' 
■o  erbalten  wir 

ij  =  osin  (kx±  tft),  (S) 

was  einen  Zug  von  Wellen  darstellt,  die  sieb  in  der  negativen  bzw. 
positiven  x-  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  c  fortpflanzen,  die  durch 

*-;-(*  ""«fr**)*  (4) 

Dtuny  Google 


(2) 


Fortschreitende  Wellen.  429 

gegeben  ist,  wobei  der  Wert  fflr  a  ans  Gleichung  (5)  de»  §  227  ein- 
gesetzt ist.     Dnreh  die  Wellenlänge  X  ausgedrückt,  haben  wir 

.-fäm+ipf.  (6) 

Wenn  die  Wellenlänge  kleiner  als  die  doppelte  Tiefe  ist,  so 
haben  wir  ziemlich  genau 

tangh  hh=-l, 
und  deshalb1) 

Wenn  andererseits  X  im  Vergleich  zu  h  verhältnismäßig  groS 
ist,  so  ist  nahezu  tangh  kh  —  kh,  sodaß  die  Wellengeschwindigksit 
ron  der  Wellenlänge  unabhängig  ist  und  durch 

C-Vjh,  (7) 

wie  in  §  169,  gegeben  wird.  Dieses  Resultat  ist  hier  auf  Grund  der 
Annahme  erhalten  worden,  daß  das  Wellenprofil  eine  Sinuaknrve  ist, 
aber  der  Fouriersche  Sab  zeigt,  daß  die  Einschränkung  jetzt  un- 
nötig iat. 

Zieht  man  die  Kurve  y  —  ^5?—*  oder  aberblickt  man  die  nume- 
rischen Werte,  die  sogleich  gegeben  werden,  so  erhellt,  daß  für  eine 
gegebene  Tiefe  h  die  Wellengeschwindigkeit  mit  der  Wellenlänge 
von  tf  bis  zu  dem  Grenzwert  (7)  beständig  wachst. 

Wir  wollen  jetzt  unsere  Aufmerksamkeit  auf  einen  Zug  einfach 
harmonischer  Wellen  richten,  welche  sich  in  der  positiven  Richtung 
fortpflanzen,  d.  h.  wir  wollen  das  untere  Vorzeichen  in  den  Glei- 
chungen (1)  und  (3)  nehmen.  Es  folgt  durch  Vergleich  mit  §  227  (7), 
daß  der  Wert  von  ij,  abgeleitet  wird,  wenn  man  e  =  \x  setzt  und 
£*  von  dem  Werte  fflr  kx  abzieht*),  and  derjenige  von  ij,,  wenn 
man  einfach  e  =  0  setzt  Dies  beweist  die  Angaben,  welche  oben 
hinsichtlich  der  Beziehung  zwischen  den  zwei  Systemen  von  stehenden 
Wellen  gemacht  wurden,  und  gestattet  uns,  auch  die  entsprechenden 
Veränderungen  der  übrigen  Formeln  des  vorangebenden  Paragraphen 
sogleich  hinzuschreiben. 

Wir  finden  nämlich  für  die  Verschiebungskomponenten  eines 
Teilchens 

i-%-*-.=3KF<«<».-«0| 


y-r.-y,-«^-' ««(**-. 9 


(X) 


1)  Green,  „Note  on  the  Motion  of  Waren  in  Canals",  Comb.  Trans.,  7,  1889 
(Math.  Paper»,  S.  979). 

S)  Dies  ist  bloß  einer  Veränderung  de«  Anfangspunkt«!  gleichwertig,  von 
dem  aus  x  gemessen  wird. 
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Dies  zeigt,  daß  jedes  Teilchen  eine  elliptische  Schwingung  aus- 
führt, deren  Periode  —  —  —  diejenige  ist,  innerhalb  welcher  die 
Störung  Ober  die  Strecke  einer  Wellenlänge  fortschreitet.  Die  hori- 
zontalen and  vertikalen  Halbachsen  der  elliptischen  Bahnen  sind 

coeh  k  (y  -j-  k) 
°        gmhXfc 
bzw. 

gab,  i  (y  +  h) 

Diese  nehmen  beide  von  der  Oberfläche  nach  dem  Grunde  zu  ab,  wo 
die  letztere  verschwindet  Die  Entfernung  zwischen  den  Brennpunkten 
ist  für  alle  Ellipsen  dieselbe,  nämlich  gleich  a  cosech  kh.  Durch 
Vergleich  der  Gleichung  (8)  mit  (3)  ergibt  sich  leicht,  daß  ein  Ober- 
nachenteilchen sich  in  der  Fortpäanzungsrichtnng  der  Welle  bowegt, 
wenn  es  sich  auf  einem  Kamm  befindet,  und  im  entgegengesetzten 
Sinne,  wenn  es  in  einem  Tal  ist.1) 

Wenn  die  Tiefe  eine  halbe  Wellenlänge  Übersteigt,  so  ist  e-** 
sehr  klein,  und  die  Formeln  (8)  reduzieren  sich  anf 

i  —  ae*»  cos  (ix  —  et)  | 

y  —  ae*r  sin  (fcs  -  ff*)/'  ( 

es  beschreibt  also  jedes  Teilchen  einen  Kreis  mit  der  konstanten 
Winkelgeschwindigkeit  ff  —  1/ --,---•*)  Die  Radien  dieser  Kreise  sind 
durch  die  Formel  ae*'  gegeben  und  nehmen  deshalb  nach  unten  zu 
rasch  ab. 

In  der  ersten  der  folgenden  Tabellen  gibt  die  zweite  Spalte  die 
Werte  von  sechM,  welche  den  verschiedenen  Werten  des  Verhält- 
nisses -r-  entsprechen.  Diese  Größe  drückt  das  Verhältnis  der  hori- 
zontalen Bewegung  am  Grunde  zu  derjenigen  an  der  Oberfläche  aus. 
Die  dritte  Spalte  gibt  das  Verhältnis  des  vertikalen  Durchmessers  zn 
dem  horizontalen  bei  der  elliptischen  Bahn  eines  Oberfiächenteüchens. 
Die  vierte  und  fünfte  Spalte  geben  die  Verhältnisse  der  Wellen- 
geschwindigkeit zu  derjenigen  von  Wellen  gleicher  Länge  in  Wasser 
von  unbegrenzter  Tiefe,  bzw.  zu  derjenigen  „lauger"  Wellen  in  Wasser 
von  der  wirklichen  Tiefe. 

Die  Tabellen  der  absoluten  Werte  der  Perioden  und  Wellen- 
geschwindigkeiten,  welche  ebenfalls  beigefügt  siud,  sind  der  Abhand- 


1}  Di«  Ergebnisse  der  gg  337  und  228  für  den  Fall  endlicher  Tiefe  sind 
im  wesentlichen  von  Airy  gegeben,  „Tides  and  Waves",  §§  160  ff.,  1846. 
3)  Green,  l.  c,  8.  «39. 
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Fortschreiten  do  Wellen. 


long    von  Airy    entnommen.1)     Der   von   ihm    für 
Wert  ist  32,16  englische  Faß  pro  Sekunde. 
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5,667 
19,88 
22,62 
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I  6.671 

I  HiW 
68,89 
71,64 

I       71,64 


17,98 
66,71 

179,8 
667,1 


Die    Möglichkeit    fortschreitender   Wellen,    welche    sich    ohne 
Wechsel  der  Gestalt  vorwärts  bewegen,  ist  theoretisch  auf  den  Fall 


1)  „Tides  and   Waves",  §g  169  und  170. 
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gleichförmiger  Tiefe  beschränkt;  aber  die  numerischen  Resultate  zeigen, 
daß  eine  Veränderung  in  der  Tiefe  keinen  merklichen  Einfluß,  hat; 
vorausgesetzt,  daß  letztere  überall  die  halbe  Wellenlänge  fibersteigt. 
Wir  bemerken  schließlich,  daß  die  Theorie  der  fortschreitenden 
Wellen  ohne  die  Zwischenstufe  der  stehenden  Wellen  erhalten  werden 
kann,  wenn  man  an  Stelle  von  Gleichung  (1)  d«  §  227  sogleich  an- 
nimmt, daß 

y-JEVO"-»».  (10) 

Die  Bedingungen,  denen  P  genügen  muß,  Bind  genau  dieselben  wie 
vorher,  und  wir  erhalten  leicht  in  reeller  Form 

ij=a  sin  Qex  -<ft),  (11) 

bei  derselben  Bedeutung  von  e  wie  vorher.  Ans  Gleichung  (12) 
können  alle  vorangehenden  Resultate  hinsichtlich  der  Bewegung  der 
einzelnen  Teilchen  ohne  Schwierigkeit  abgeleitet  werden. 

g  339.  Die  Energie  eines  Systemes  stehender  Wellen  von  der 
einfach  harmonischen  Form  ist  leicht  zu  berechnen.  Wenn  wir  ans 
zwei  vertikale  Ebenen  in  der  Entfernung  1  voneinander  parallel  zur 
xy  Ebene  gezogen  denken,  so  ist  die  potentielle  Energie  der  Flüssig- 
keit zwischen  diesen  Ebenen  pro  Wellenlange,  wie  in  §  173, 


ifftf^dx. 


Setzen  wir  den  Wert  von  17  aus  Gleichung  (7)  des  §  297  ein,  so  er- 
halten wir 

\g9an  ■  Bin' (st +  s).  (1) 

Die  kinetische  Energie  ist  nach  Formel  (1)  des  §  61 

♦•/[•EL*- 

Durch  Einsetzen   aus    Gleichung  (8)    des   §  227   und   unter  Berück 
sichtignng  der  Relation  zwischen  0  und  fc  erhalten  wir 

ig^a'X  ■  cos*(«(  +  e),  (2) 

Die  gesamte  Energie,  welche  die  Summe  von  (1)  und  (2)  ist,  ist 
konstant  und  gleich  igga1?..  Wir  können  dies  ausdrücken,  indem 
wir  sagen,  daß  die  gesamte  Energie  pro  Einheit  der  Wasseroberfläche 


(1) 


433 

Eine  ähnliche  Rechnung  kann  für  den  Fall  fortschreitender 
Wellen  angestellt  werden,  oder  wir  können  die  allgemeinere  Methode 
anwenden,  die  in  §  173  auseinandergesetzt  wurde.  Auf  jede  Weise 
finden  wir,  daß  die  Energie  in  jedem  Augenblick  zur  Hälfte  kinetisch 
und  zur  Hälfte  potentiell,  und  daß  ihr  gesamter  Betrag  pro  Flächen- 
einheit igga*  ist.  Mit  anderen  Worten,  die  Energie  eines  Systeme» 
fortschreitender  Wellen  von  der  Amplitude  a  ist  gleich  der  Arbeit, 
welche  erforderlich  wäre,  um  eine  Flüssigkeitsschicht  von  der  Dicke  a 
um  die  Höhe  \a  zu  heben. 

§  330.  Die  Theorie  fortschreitender  Wellen  kann  auch  auf  sehr 
händige  Weige  vermittels  der  Methode  des  §  174  untersucht  werden.1) 

Es  seien  tp  und  ip  die  Geschwindigkeits-  und  Stromfunktion, 
wenn  das  Problem  auf  ein  solches  der  stationären  Bewegung  zurück- 
geführt ist;  wir  nehmen  an,  daß 

£±**  =  -  0  +  iy)  +  tae"^"!  +  iße-'*<*+'*>, 
folglich 

£  _  -  x  -  (ae-**  -  ß<*>)  sin  kx   | 

■J y  +  (ae-*'  +  ßt?')  cos  kx  | 

Dies  stellt  eine  gleichförmige  Strömung  mit  der  Geschwindigkeit  c 
dar,  welcher  eine  Störung,  die  in  Bezug  auf  x  periodisch  ist,  super- 
poniert  wird.  Wir  wollen  annehmen,  daß  ku  und  kß  kleine  Größen 
lind;  mit  anderen  Worten,  die  Amplitude  der  Störung  soll  gegen  die 
Wellenlänge  klein  sein. 

Das  Profil  der  freien  Oberfläche  muß  eine  Stromlinie  bilden;  es 
•ei  die  Linie  ip  =  0.  Seine  Form  ist  dann  durch  Gleichung  (1)  ge- 
geben, d.  h.  wir  haben  in  erster  Annäherung 

y~(a  +  ß)coekx,  (2) 

«w  zeigt,  daß  der  TJrsprungspnnkt  auf  dem  mittleren  Niveau  der 
Oberfläche  liegt.  Auf  dem  Grunde  (y  =  —  k)  müssen  wir  ferner 
*>  —  konst.  haben;  dies  erfordert,  daß 

««**  +  ße-kh  =  0. 

Die  Gleichungen  (1)  können  deshalb  in  die  Formen 

-  —  —  x  +  Ccoshi(y  +  h)amkx  1 

-  —  —  y  +  C  sinn  k  (y  +  A)  cos  kx  | 
gebracht  werden. 


(3) 


i)  Lord  Rayleigh,  J.  c,  S.  806. 

Link,  Hrdcodjsamlk. 
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Die  Formel  fflr  den  Druck  lautet 

—  könnt.  -  g y  -  -J  { 1  -  -  2  k  C  coah  k  (y  +  A)  co»  kx } , 

wenn   wir  Jc'G*   rernachlaaBigan.     Da   die  (Heichung   der  Stromloue 

^  —  0  it  ähero  ngs  weise 

y  —  CrinhkhcoBkx  (4) 

lautet,  so  haben  wir  längs  dieser  Linie 

—  —  konst.  +  (ftc1  eoth  kh  —  g)  y. 

Die  Bedingung   fflr   eine  freie  Oberfläche   wird   deshalb   erföllt, 

Dies  bestimmt  die  Wellenlänge  -j-  der  möglichen  stationären  Wellen 
auf  einem  Strome  von  gegebener  gleichförmiger  Tiefe  h  and  Ge- 
schwindigkeit c.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  der  Wert  von  kh  reell 
oder  imaginär  ist,  je  nachdem  c  kleiner  oder  größer  als  \gh  ist 

Wenn  wir  fiberall  die  Geschwindigkeit  —  e  parallel  zur  x-Acbw 
hinzufügen,  erhalten  wir  fortschreitende  Wellen  anf  ruhigem  Wasser, 
und  Gleichung  (5)  ist  dann  die  Formel  für  die  Wellengeechwindigkeit 
wie  in  §  228. 

Wenn  das  Verhältnis  der  Tiefe  zur  Wellenlänge  genügend  grw 
ist,  so  lauten  die  Formeln  (1) 

*«._*) +  00»»  an  fcp  | 

«  '  (6) 

2  —  —  y-f  ßc*'Cosix  | 

was 

p-  -  konst  -W-J|l-  2*0e*'cos*a;  +  V0V*».}  (7) 

ergibt  Wenn  wir  £*jS*  vernachlässigen,  so  kann  die  letztere  Gleichung 
in  der  Form 

£  -  konst.  +  (fce»  — j)y  +  ifcc*>  (8) 

geschrieben  werden.    Wenn  daher 

so  wird  der  Druck  nicht  nur  auf  der  freien  Oberfläche,  sonders  «et 


(1) 
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lang»  jeder  Stromlinie  V  "■  tonet,  gleichförmig  sein.1)  Dieser  Um- 
stand ist  von  einiger  Wichtigkeit;  denn  er  zeigt,  daß  die  durch  (6) 
und  (9)  ausgedrückte  Lösung  anf  den  Fall  einer  Anzahl  von  Flüssig- 
keiten mit  verschiedenen  Dichten  ausgedehnt  werden  kann,  welche 
übereinander  in  horizontalen  Schichten  angeordnet  sind,  vorausgesetzt, 
daß  die  oberste  Fläche  frei  und  die  gesamte  Tiefe  unendlich  ist.  Und 
da  die  Dicke  der  Schichten  keiner  Einschränkung  unterliegt,  so  können 
wir  auch  den  Fall  einer  inhomogenen  inkompressiblen  Flüssigkeit  ein- 
schließen, deren  Dichte  sich  stetig  mit  der  Tiefe  ändert. 

§  SSL  Die  Methode  des  vorangehenden  Paragraphen  kann 
leicht  anf  eine  Anzahl  anderer  Probleme  angewendet  werden. 

1.  Um  z.  B.  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Wellen  auf 
der  gemeinschaftlichen  horizontalen  Grenzfläche  zweier  Flüssigkeits- 
massen zu  finden,  welche  sonst  unbegrenzt  sind,  nehmen  wir  an,  daß 

i y  +  /Je"  cos  kx 

4. y  +  ße-k"coBkx 

wo  der  Akzent  sich  auf  die  obere  Flüssigkeit  bezieht.  Diese 
Gleichungen  erfüllen  die  Bedingung  der  wirbelfreien  Bewegung  Ai/>  =  0, 
und  sie  ergeben  eine  gleichförmige  Geschwindigkeit  c  in  einer  großen 
Entfernung  oberhalb  und  unterhalb  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche, 
an  welcher  wir  <!>  =  V'—  0  und  deshalb  näherungsweise 

y  —  ß  cos  kx 
haben. 

Die  Gleichungen  für  den  Druck  sind 

2-  -  konst- yy  —  £(1-  2jfepV cos fcs) 

K  —  konst.—  gy  —  £(1  +  2Äpe-*'co8&2:) 

welche  an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche 

—  =.  konst.  ~-(ß  —  Äc*)  y 

~  —  konst.  —  {g  +  ftc1)  y 

ergeben,  wo  die  gewöhnlichen  Annäherungen  gebraucht  sind.  Die 
Bedingung  p  -*  p   ergibt  somit 

C  *      9  +  9"  W 

ein  Resultat,  welches  zuerst  von  Stokes  erhalten  wurde. 

1)  Et  Ut  zu  beachten,  daß  dieser  Schluß  anf  den  Fall  unendlicher  Tiefe 
betchrlnkt  ist.     Er  wurde  zuerst  von  Poision  ausgesprochen,  I.  e.,  S.  447. 


(2) 


(3) 


IX.  Oberflächen  wellen. 


Das  Vorhandensein  der  oberen  Flüssigkeit  bewirkt  deshalb  eine 
Verminderung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Wellen  vor- 
geschriebener Länge  in  dem  Verhältnis 


wo  s  das  Verhältnis  der  Dichte  der  oberen  zn  derjenigen  der  unteren 
Flüssigkeit  ist.  Diese  Verminderung  hat  eine  zweifache  Ursache;  die 
potentielle  Energie  einer  gegebenen  Deformation  der  gemeinschaft- 
lichen Grenzfläche  wird  im  Verhältnis  1  —  s  vermindert,  während  die 
Trägheit  im  Verhältnis  l  -\-  s  vergrößert  wird.1)  Als  ein  numerisches 
Beispiel  mag  angeführt  werden,  daß  im  Falle  von  Wasser  über  Queck- 
silber (s  =  0,0735)  die  Wellengeschwindigkeit  in  dem  Verhältnisse  0,929 
vermindert  wird. 

Es  ist  bei  dieser  und  anderen  derartigen  Aufgaben  zu  bemerken, 
daß  an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche  eine  Unstetigkeit  der  Be- 
wegung stattfindet.  Die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit 
s-  ist  natürlich  stetig,  aber  die  Tangentialkomponente  —  jp  geht  von 
c(l  —  kßcoshx)  zn  c(l  +  kßcoskx)  Über,  wenn  wir  die  Flache 
durchschreiten;  mit  anderen  Worten:  wir  haben  eine  Wirbelschicht 
von  der  Stärke  —  2kcßcoskx  (§151).  Dies  steht  mit  einer  Be- 
merkung, die  in  §  17  gemacht  wurde,  im  Einklang,  daß  nämlich  die 
freien  Schwingungen  einer  inhomogenen  Flüssigkeit  nicht  notwendig 
wirbelfrei  sind. 

Wenn  p  <  p',  so  ist  der  Wert  von  c  imaginär.  Der  ungestörte 
Gleichgewichtszustand  ist  dann  labil. 

2.  Der  Fall,  wo  die  beiden  Flüssigkeiten  zwischen  zwei  starre 
horizontale  Ebenen  y  =  —  h,  y  =  h'  eingeschlossen  sind,  ist  fast  eben- 
so einfach.     An  Stelle  von  (1)  haben  wir 

1)  Dies  erklärt,  weshalb  die  natürlichen  Schwingungsperioden  der  gemein- 
schaftlichen Grenzfläche  zweier  Flüssigkeiten  von  nahezu  gleicher  Dichte  gegen 
diejenigen  einer  freien  Oberfläche  von  ähnlicher  Ausdehnung  sehr  lang  sind. 
Diese  Tatsache  wurde  von  Benjamin  Franklin  im  Falle  von  Ol  auf  Wasser  be- 
merkt; siehe  einen  Brief,  welcher  von  176S  datiert  ist  (Complete  Work»,  London, 
o.  J-,  Bd.  II,  S.  143). 

Noch  ein  Beispiel  mag  erwähnt  werden.  Nahe  bei  den  Mündungen  einiger 
Norwegischer  Fjorde  befindet  sich  eine  Schicht  von  Süßwasser  über  Salzwasser. 
Zufolge  der  verhältnismäßig  kleinen  potentiellen  Energie,  welche  durch  eine 
gegebene  Deformation  der  gemeinsamen  Grenzfläche  bedingt  ist,  werden  an 
dieser  Fläche  leicht  Wellen  von  beträchtlicher  Hohe  erzengt.  Dieser  Ursache 
wird  der  anomale  Widerstand  zugeschrieben,  den  Schiffe  gelegentlich  in  diesen 
Gewässern  erfahren.  Siehe  Ekman,  „On  Dead-Water",  Scientific  BetuÜa  of  Ute 
Noncegian  A'orth  Polar  Expedition,  14.  Teil,  Christiania  1904.  Femer  Ekman, 
„Über  Totwasser",  Ann.  d.  Hydrographie,  82,  3.  662,  1904. 

Difi  I  --<!  V       '  ^ 
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K>'  „  »inh  jfc  fw  —  V)         ,  '  *■   ' 

f— i-J-jÄr'«»h 


t     o  coth  fcft  -j-  p'cotb  fcfi' 


ergibt.  Wenn  fcA  und  AA'  beide  sehr  groß  sind,  so  reduziert  sieb 
dies  auf  die  Gleichung  (4).  Wenn  kh'  groß  and  kh  klein  ist, 
haben  wir 

Die  Folge  des  Vorhandenseins  der  oberen  Flüssigkeit  besteht  dann 
hauptsächlich  darin,  daß  die  potentielle  Energie  einer  gegebenen 
Deformation  vermindert  wird. 

3.  Wenn  die  obere  Fläche   der   oberen   Flüssigkeit   frei   ist,   so 
können  wir  annehmen,  daß 

ti>  ,    -  sinn  k  (y  +  h)         ,  i 

T--»  +  P—EbirJ°°>'"  \ 

-j  —  —  jr  +  (ßeoahky  +  ysinhiy)coHÄa:J 

die  Bedingungen,  denen  an  der  Grenzfläche  und  an  der  freien  Ober- 
fläche genügt  werden  muß,  ergeben  dann  die  Gleichung 

c*((»  coth  kh  coth  kh'+  p)  —  c'(/{eoihkh'+  coth&A)?- 

+  (»-»•)  !<-o 

Da  dies  eine  quadratische  Gleichung  in  c*  ist,  so  gibt  sie  zwei  mög- 
liche Wellensysteme  mit  der  vorgeschriebenen  Länge  -p-  Dies  war 
zu  erwarten.  Wenn  die  Wellenlänge  Torgeschrieben  ist,  so  besitzt 
das  System  noch  zwei  Freiheitsgrade,  sodaß  zwei  unabhängige 
Schwingungsformen  um  die  Gleichgewichtslage  möglich  sind.  In  dem 
extremen  Fall  z.  B.,  wo  ~  klein  ist,  besteht  die  eine  Form  haupt- 
sächlich in  einer  Schwingung  der  oberen  Flüssigkeit,  welche  fast  die 
gleiche  ist,  als  wenn  die  untere  Flüssigkeit  durch  einen  festen  Körper 
ersetzt  wäre,  während  die  andere  Form  als  eine  Schwingung  der 
unteren  Flüssigkeit  angesehen  werden  kann,  welche  fast  die  gleiche 
ist,  ah  wenn  deren  obere  Fläche  frei  wäre. 

Für  das  Verhältnis  der  Amplituden  an  den  oberen  und  unteren 
Flächen  findet  man 


(8) 


(9) 


je"  cosh  kh' —  g  sinh  kh' 


L,0 


£%k 
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Unter  den  besonderen  Fällen,  die  betrachtet  werden  können,  ist 
der  interessanteste  der,  wo  kh  groß  ist,  d.  h.  wo  die  Tiefe  der  unteren 
Flüssigkeit  groß  gegen  die  Wellenlänge  ist.  Setzen  wir  cothfcÄ  =  l, 
so  sehen  wir,  daß  eine  Wurzel  der  Gleichung  (9)  jetzt 

*-i  (u) 

lautet,  genau  wie  in  dem  Falle  einer  einzigen  Flüssigkeit  von  nn- 
begrenzter  Tiefe,  and  daß  das  Verhältnis  der  Amplituden  e**'  ist. 
Dies  ist  nur  ein  besonderer  Fall  von  dem  allgemeinen  Resultat, 
welches  am  Ende  von  §  230  aufgestellt  wurde;  es  wird  in  der  Tat 
leicht  bewiesen,  daß  jetzt  kein  Gleiten  an  der  gemeinschaftlichen 
Grenzfläche  der  beiden  Flüssigkeiten  stattfindet.  Die  zweite  Wurzel 
der  Gleichung  (9)  lautet 

*  ""  ecothjth'-rY  '  t '  t12) 

dementsprechend  erhält  das  Verhältnis  (10)  den  Wert 

-(?-!)«-"•■  (13) 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (12)  und  (13)  kh'-—ao  setzen,  so 
kommen  wir  auf  einen  früheren  Fall  zurück;  wenn  wir  hingegen  kh' 
klein  machen,  so  finden  wir 

*_(l_  £),»■,  (14) 

und  das  Verhältnis  der  Amplituden  ist 

-(,'-!)■  (15) 

Diese  Aufgaben  wurden  zuerst  von  Stokes  untersucht1)  Der 
Fall  einer  Anzahl  von  übereinander  gelagerten  Schichten  verschiedener 
Dichten  ist  von  Webb*)  und  Greenhill3)  behandelt  worden.  Betreffs 
Untersuchungen  über  die  möglichen  rotationdien  Schwingungen  in 
einer  heterogenen  Flüssigkeit  mag  auf  die  unten  genannten  Arbeiten 
verwiesen  werden.*) 

1)  „Ob  the  Theory  of  OBcillatory  Wavea",  Camb.  Trans.,  8,  1847  (Math, 
and  Phya.  Popen,  Bd.  I,  S.  212). 

8)  Math.  TripoB  Paper*,  1884. 

3i  „Wttve  Motion  in  Hydiodynamicg",  Amer.  Journ.   Math.,  8,  1881. 

4)  Lord  Rayleigh,  „Investigation  of  the  Character  of  the  Equilibrnm  of  an 
Incompreaaible  Heavy  Flnid  of  Variable  Density",  Proc.  Land.  Matli.  Soc.,  14, 
S.  170,  1883  (Sc.  Papers,  Bd.  II,  S.  300);  Bnrniide,  „On  the  »muH  Wave-Uotious 
of  a  HeterogeneouB  Fluid  ander  Gravi ty",  Proc.  Land.  Math.  Soc.,  SO,  B.  392, 
188B;  Love,  „Wave-Motion  in  a  Heterogeneons  Heavy  Liquid'1,  Proc.  Land.  Math. 
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§  332.  Als  ein  weiteres  Beispiel  der  Methode  des  §  230  wollon 
wir  annehmen,  daß  zwei  Flüssigkeiten  mit  den  Dichten  p  und  p',  die 
eine  unter  der  anderen,  sich  parallel  zur  z-Achse  mit  den  Geschwin- 
digkeiten U  bzw.  ü'  bewegen,  wobei  die  gemeinschaftliche  Grenz- 
fläche im  ungestörten  Zustand  natürlich  eben  and  horizontal  ist  Dies 
bietet  ein  Beispiel  kleiner  Schwingungen  um  einen  Zustand  der 
stationären  Bewegung  dar. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  Flüssigkeiten  in  vertikaler  Richtung 
unbegrenzt  seien;  dementsprechend  setzen  wir  für  die  untere  Flüssigkeit 

t)_  _  ü{y  —  ßtt'coBkx},  (1) 

und  für  die  obere  Flüssigkeit 

1>' ü'\y  —  /Je-*'  costa;),  (2) 

wobei  der  Koordinatenanfangapunkt  in  dem  mittleren  Niveau  der  ge- 
meinschaftlichen Grenzfläche  liegt,  welche  beständig  die  Form 

y  —  /Jcoafca;  (3) 

haben  soll. 

Die  Druckgleichungen  geben 

£  -  konst.  —  gy  -  \ü*(l  —  2kße** co&kx) 

K  =  ioiat,- gy  -  *fr»(l  +  2kße-t*coakx) 

folglich  an  der  gemeinschaftlichen  Grenze 

-?-  —  konst.  +  (hU'  —  g)y  } 

l  •  w 

£■- konst. -(W"  +  o)jfJ 

Da  wir  an  dieser  Fläche  p  —  p'  haben  müssen,  so  erhalten  wir 

„P  +  nT/'-Ko  -,r  (6) 

Dies  ist  die  Bedingung  für  stationäre  Wellen  an  der  gemein- 
schaftlichen Grenze  der  beiden  Strome  V  und  V.  Sie  kann  in  die 
Form 

\    9  +  9'    }       t     e  +  e'       (e  +  c-)'^       v>  W 

gebracht  werden.    Die  Größe 

QÜ+Sü- 

e  +  p' 

mag  als   die  mittlere  Geschwindigkeit  der  beiden  Ströme  bezeichnet 

werden;  es  folgt,  daß  die  Wellen  in  Bezug  auf  diese  die  Geschwindig- 
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keiten  +  c  und  —  c  haben,  welche  durch 

*—•'-*&?(" -w  (8) 

gegeben  sind,  wo  c0  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  der 
Strömungen  bezeichnet  (§  231). 

Wenn  die  relative  Geschwindigkeit  \U  —  TJ'\  der  beides  Ströme 
eine  bestimmte  Grenze  übersteigt,  welche  durch 

gegeben  ist,  so  wird  der  Wert  von  c  imaginär,  was  auf  Instabilität 
deutet.  Diese  obere  Grenze  nimmt  mit  der  Wellenlänge  unbe- 
grenzt ab. 

Falls  keine  störenden  Einflüsse  vorbanden  wären,  so  würde  dieses 
Resultat  anzeigen,  daß  der  geringste  Wind  genügen  würde,  um  auf 
einer  Wasseroberfläche  Kräuselungen  zu  erzeugen.  Wir  werden  später 
eine  vollständigere  Untersuchung  dieses  Problems  unternehmen,  welche 
die  Kapillarkräfte  berücksichtigt,  die  auf  Stabilität  hinwirken. 

Ans  Gleichung  (7)  ergibt  sich,  daß  für  q  =  p'  oder  g  =  0  die 
ebene  Form  der  Fläche  für  alle  Wellenlängen  labil  wäre.  Dieses 
Resultat  erläutert  einen  in  §  79  erwähnten  Satz  über  die  Labilität 
von  Diekontinuitätsflächen.1) 

Wenn  die  Ströme  zwischen  die  festen  horizontalen  Ebenen 
y  =  —  h,  y  ■=-  &'  eingeschlossen  sind,  so  nehmen  wir  an,  daß 


(10) 


Die  Bedingung  für  stationäre  Wellen  an  der  gemeinschaftlichen 
Fläche  ist  demnach 

fÜ'coÜikh  +  fWceOilh'-  f  0  -  p').  (11)*> 

Eine    genaue   Erörterung   zeigt,    daß   die    ungestörte   Bewegung 
stabil  oder  labil  ist,  je  nachdem 

\u-ü'\<  ?_«*"» +»'«*"y .  -  (12) 

■^  (pp'cothAAcoUiJfcÄ')* 

wo  c0  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  der  Strömungen 
ist  Wenn  A  und  h'  beide  die  halbe  Wellenlänge  übersteigen,  redu- 
ziert sich  dies  praktisch  anf  das  frühere  Resultat  (9). 


1)  Die  Labilität  wurde  zuerst  von  Heimholte  bemerkt,  I.  c,  S.  26. 
8)  Qreenhm,  l  c,  S.  488. 
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%  338.  Diese  StabUitätsfragen  sind  so  wichtig,  daß  es  aioh 
empfiehlt,  dieselben  auf  eine  mehr  direkte  Weise  zu  behandeln.1) 

Wenn  tp  das  Geschwindigkeitspotential  einer  gestörten  Strömung 
ist,  welche  die  allgemeine  Geschwindigkeit  U  parallel  zur  x-  Achse 
besitzt,  so  können  wir 

tp Ux  +  tp1  (1) 

sehreiben,  wo  a>,  klein  ist.    Die  Formel  für  den  Druck  ist  bis  auf 
die  erste  Größenordnung: 

die  Bedingung,   welche   an    der  Grenzfläche   y  —  t},  wo  i\   klein  ist, 
erfüllt  werden  muß,  lautet: 

Ä+ *&--%■  » 

Dm  dies  auf  das  Problem  anzuwenden,  welches  am  Anfang  des 
§  232  aufgestellt  wurde,  setzen  wir  für  die  untere  bzw.  obere 
Flüssigkeit 

„   =  GV+"**-°"      | 
bzw.  ,  (4) 

9,1'_C'e-**+«**-'">J 

und  für  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche 

n  -  tu!»— "".  (5) 

Die  Stetigkeit  des  Druckes  an  dieser  Fläche  erfordert  nach  Glei- 
chung (2),  daß 

0[i(g-kü)C  +  ffa)-»'{i(a-kU')C'+ga),  (6) 

während  die  Oherflächenbedingung  (3) 

i(g-kU)a-kC,    i(a-kU')a kC  (7) 

gibt 

Eliminieren  wir  o,  C,  C,  so  erhalten  wir 

p  (*  -  k  U)'  +  9'  (tf  -  ft  U')1  -  gk  (p  -  p*),  (8) 

folgheh 

t  -  ijm^  ±  yiHfFs^  <*-  *$•  » 

was  zu  denselben  Schlüssen  wie  in  §  232  führt.     Wenn 

(U-üy>'^4^c0t,  (10) 

1}  Sil  W.  Thomson,  „Hydrokinetic  Solutions  and  Übsorvatioaa",  Phil.  Mag. 
(*),  *I,  1871  {Baltimore  Lecivre»,  8.  690);  Lord  Rnyleigh,  „Ud  tbe  Instability  of 
J*1*,  Proc  Land.  Math.  Soe.,  10,  S.  4,  1876  (Sc.  Paper»,  Bd.  I,  3.  S61). 


Google 


442  IX.  Oberä&chenwellen. 

wobei  ca  die  Wellengesohwindigkeit  bei  Abwesenheit  der  Strömungen 
ist,  ho  wird  <r  imaginär  von  der  Form  a  ±  iß.  Die  vollständige 
Lösung  enthält  dann  ein  Glied  mit  0"  als  Faktor,  was  anzeigt,  daß 
die  Amplitude  unbegrenzt  wachet 

Wenn  p  =  p',  bo  ist  nach  Gleichung  (8)  klar,  daß  tf  für  alle 
Werte  von  k  imaginär  ist.     Setzen  wir 

TT  -  -  U, 
so  erhalten  wir 

a-±ikU.  (11) 

Nehmen  wir  den  reellen  Teil  von  (5),  so  finden  wir  folglich 

■y  —  ae-kU'  cos  kx.  (12) 

Das  obere  Vorzeichen  gibt  ein  System  stehender  Wellen,  deren  Höhe 
mit  der  Zeit  beständig  wächst,  und  zwar  am  so  mehr,  je  kleiner  die 
Wellenlänge  ist. 

Der  Fall  p  —  p'  zugleich  mit  U—U'  iBt  von  Interesse,  da  er 
das  Flattern  der  Segel  und  Fahnen  erläutert.1)  Die  Sache  wird  etwas 
vereinfacht,  wenn  wir  U—  V  =  Q  setzen,  da  irgend  eine  gemein- 
schaftliche Geschwindigkeit  nötigenfalls  hinterher  superponiert  werden 
kann.  Zufolge  dieser  Annahmen  reduziert  sich  Gleichung  (8)  auf 
e*1  —  0.  Wegen  der  doppelten  Wurzel  ist  die  Lösung  durch  die  ge- 
wöhnliche Methode  zu  vervollständigen,  welche  in  den  Lehrbüchern 
über  Differentialgleichungen  dargelegt  ist  Auf  diesem  Wege  er- 
halten wir  die  beiden  unabhängigen  Lösungen 

i)  —  oi"'**,     tp1  —  0,     ajj'  =  0,  (13) 

und 

iJ-BW",     ¥>, --£■*"- *"*      n'-Jr»».«"'.  (14) 

Die  erstere  Lösung  stellt  einen  Zustand  des  Gleichgewichts  dar;  die 
letztere  gibt  ein  System  stationärer  Wellen,  deren  Amplitude  pro- 
portional zur  Zeit  wächst.  Bei  dieser  Form  der  Aufgabe  gibt  es 
ursprünglich  keine  physikalische  Tretinungsfläche;  aber  wenn  künst- 
lich eine  kleine  TJnstetigkeit  der  Bewegung  erzeugt  wird,  z.  B.  wenn 
Impulse  auf  eine  dünne  Membran  wirken,  welche  nachher  zerlöst 
wird,  so  wird  die  TJnstetigkeit  bleiben  und,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  Höhe  der  Riffelungen  wird  beständig  wachsen. 

Wenn  die  obige  Methode  auf  den  Fall  angewendet  wird,  daß  die 
Flüssigkeiten  zwischen  zwei  starre  horizontale  Ebenen  y=— A,  y  =  h' 
eingeschlossen  sind,  so  ergibt  sich 

p  (s  —  kUf  coth  kh  +  p'(*  —  Wy  cot0  **'  —  9H9  —  &')>     (15) 
was  der  Gleichung  (11)  des  §  232  äquivalent  ist. 
1)  Lord  Ravleigh,  1.  c. 
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§  334.  Die  Untersuchungen  der  vorangehenden  Paragraphen 
beziehen  eich  anf  Wellen  tob  einem  besonderen  Typua;  das  Profil 
ist  nämlich  einfach  harmonisch,  und  der  Wellenzug  erstreckt  sich  nach 
beiden  Richtungen  bis  in  das  Unendliche.  Aber  da  alle  unsere  Glei- 
ehungen  in  erster  Annäherung  linear  sind,  so  können  wir  mit  Hilfe 
des  Fonrierschen  Satzes  durch  Superposition  eine  Lösung  bilden, 
welche  den  Einfluß  willkürlicher  Anfangsbedingungen  darstellen  soll. 
Da  die  resultierende  Bewegung  im  allgemeinen  aus  Systemen  von 
Wellen  mit  allen  möglichen  Längen  besteht,  welche  sich  nach  beiden 
Richtungen  fortpflanzen,  jedes  mit  der  Geschwindigkeit,  welche  seiner 
eigenen  Wellenlänge  zukommt,  so  wird  die  Form  der  freien  Ober- 
fläche sich  beständig  ändern.  Die  einzige  Ausnahme  ist  die,  daß  die 
Wellenlänge  jedes  Systeme»,  welches  eine  merkliche  Amplitude  besitzt, 
groß  gegen  die  Tiefe  der  Flüssigkeit  ist.  Die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit Ygh  ist  dann  von  der  Wellenlänge  unabhängig,  sodaß  im  Falle 
Ton  Wellen,  welche  sich  nur  in  einer  Richtung  fortbewegen,  das 
Wellenprofil  der  Form  nach  unverändert  bleibt,  indem  es  sich  vor- 
warf« bewegt  (§  169). 

Die  Wirkung  einer  lokalen  Oberflächenstörung  im  Falle  unbe- 
grenzter Tiefe  soll  sogleich  erörtert  werden;  aber  es  empfiehlt  sieh, 
zunächst  den  wichtigen  Begriff  der  „GruppemjeschwindigfceiiP  einzu- 
fahren, welcher  nicht  nur  auf  Wasserwellen,  sondern  auf  jeden  Fall 
von  Wellenbewegung  Anwendung  findet,  wo  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit eines  einfach  harmonischen  Zages  sich  mit  der 
Wellenlänge  ändert. 

Es  ist  oft  bemerkt  worden,  daß  für  eine  isolierte  Gruppe  von 
Wellen  mit  merklich  gleicher  Länge,  welche  Aber  verhältnismäßig 
tiefem  Wasser  fortschreitet,  die  Geschwindigkeit  der  Gruppe  als 
Ganges  kleiner  als  diejenige  der  einzelnen  Wellen  ist  Wenn  wir 
unsere  Aufmerksamkeit  auf  eine  einzelne  Welle  richten,  so  bemerken 
wir,  daß  sie  durch  die  Gruppe  fortschreitet,  wobei  sie  allmählich  an 
Höhe  abnimmt,  indem  sie  sich  der  Vorderseite  nähert,  wahrend  ihre 
frühere  Stellung  in  der  Gruppe  der  Reihe  nach  von  anderen  Wellen 
eingenommen  wird,  welche  von  der  Hinterseite  nach  vorn  gekommen 
sind.1) 

Die  einfachste  mathematische  Darstellung  einer  solchen  Gruppe 
wird  durch  Superposition  von  zwei  Wellensystemen  mit  gleicher 
Amplitude  nnd  mit  nahezu,  aber  nicht  genau  gleicher  Wellenlänge 
erhalten.  Die  entsprechende  Gleichung  der  freien  Oberfläche  wird 
die  folgende  Form  haben: 

1~aan(kx  —  <l()  +  aBm(k'x—e't)  1     .  . 

~2anoB{^(k-h')x-^(9-ilr)t)^ii[\(k  +  kr)x~\(a  +  (r)t}}'  *  J 

1)  Scott  Busen,  „Report  on  Wut«",  Brü.  Asm.  Bep.,  18«,  8.  869. 
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Wenn  k  und  k'  nahezu  gleich  sind,  bo  variiert  der  Kosinus  in  diesem 
Ausdruck  nur  langsam  mit  x;  das  Wellenprofil  in  irgend  einem 
Zeitpunkt  wird  demnach  die  Form  einer  Sinuskurve  haben,  wobei 
die  Amplitude  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  a  schwankt  Die  Ober- 
fläche bietet  darum  das  Aussehen  einer  Reihe  von  Wellengruppen, 
welche  in  gleichen  Abstanden  durch  Streifen  von  nahezu  glattem 
Wasser  getrennt  sind.  Die  Bewegung  jeder  Gruppe  ist  dann  von 
der  Gegenwart  der  anderen  ziemlich  unbeeinflußt.  Da  der  Abstand 
zwischen  den  Mittelpunkten  zweier  aufeinanderfolgender  Gruppen 
^— -£,-  lautet,  und  da  die  Zeit,  welche  das  System  braucht,  um  sich 
durch  diese  Strecke  zu  verschieben,  -■_  -,  ist,  so  hat  die  Gruppen- 
geschwindigkeit  U  den  Wert 


oder  schließlich 

Durch  die  Wellenlänge  l  -=  -r-  ausgedrückt,  haben  wir 

u      dk      c     *Si»  W 

wo  e  die  Wellen gasen windigkeit  ist. 

Dieses  Resultat  gilt  für  jeden  Fall  von  Wellen,  die  sich  in  einem 
gleichförmigen  Medium  fortbewegen.  Bei  unserem  Gegenstand  haben 
wir 

«-(ftonghM)1  (4) 

und  deshalb  für  die  Gruppengeschwindigkeit 

Das  Verhältnis,  in  welchem  diese  zur  Wellengeschwindigkeit  c  steht, 
wächst,  wenn  kh  abnimmt;  es  ist  gleich  £,  wenn  die  Tiefe  sehr  groß, 
und  gleich  1,  wenn  sie  gegen  die  Wellenlänge  sehr  klein  ist. 

Die  obige  Darlegung  scheint  zuerst  von  Stokes  gegeben  zu 
sein.1)  Die  Erweiterung  auf  eine  allgemeinere  Form  der  Gruppe  ist 
von  Rayleigh*)  und  von  Gouy8)  gemacht  worden.    Die  Beweisführung 

1)  Smiih't  Pride  Examimtion,  1876  (Math,  and  Phya.  Papere,  Bd.  V,  S.  383). 
Siehe  auch  Lord  Ravleigh,  Theory  of  Sound,  §  191. 

2)  Natwe,  25,  S.  52,  1881  (Sc.  Paper»,  Bd.  I,  S.  540). 

3)  „Snr  la  viteue  de  la  lumier«",  Ann.  dt  Chim.  et  de  l'hys.,  16,  S.  362,  1BS9. 
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dieser  Autoren  läßt  sich   sehr  kurz   wiedergeben.     Nehmen  wir  eine 

f  -  SC  cos  (<Jt  -kx  +  e)  (6) 

an,  wo  die  Summation,  welche  natürlich  durch  eine  Integration  er- 
setzt werden  kann,  sich  über  eine  Reihe  von  Gliedern  erstreckt,  wobei 
die  Werte  von  0  und  deshalb  auch  von  k  sich  wenig  unterscheiden, 
so  bemerken  wir,  daß  die  Phase  des  typischen  Gliedes  znr  Zeit 
t -f  At  und  an  der  Stelle  x  +  Ax  sich  von  der  Phase  zur  Zeit  t  und 
an  der  Stelle  x  um  den  Betrag  cAt  —  kAx  unterscheidet.  Wenn 
also  die  Veränderungen  von  O"  and  k  von  Glied  zu  Glied  durch  Sa 
und  dk  bezeichnet  werden,  so  wird  die  Veränderung  der  Phase  für 
alle  Glieder  merklich  dieselbe  sein,  vorausgesetzt,  daß 

doAt-dkAx-O.  (7) 

Die  Gruppe  als  Ganzes  bewegt  sich  also  mit  der  Geschwindigkeit 

Es  kann  auch  eine  andere  Ableitung  der  Gleichung  (3)  gegeben 
werden,  welche  vielleicht  anschaulicher  ist.  In  einem  Medium,  wie 
wir  es  betrachten,  wo  die  Wellengeach windigkeit  mit  der  Frequenz 
veränderlich  ist,  erzeugt  eine  konzentrierte  anfängliche  Störung  im 
allgemeinen  ein  Wellensystem,  bei  welchem  die  verschiedenen  Wellen- 
längen, die  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  fortschreiten,  sich 
allmählich  voneinander  absondern  (§§  236  und  237).  Wenn  wir  die 
Wellenlänge  l  als  eine  Funktion  von  x  und  t  betrachten,  so  haben  wir 

%+v'n-o.  W 

da  X  sich  in  der  Nachbarschaft  eines  geometrischen  Punktes  nicht 
ändert,  welcher  sich  mit  der  Geschwindigkeit  U  bewegt;  dies  ist  eben 
die  Definition  von  U.  Wenn  wir  uns  ferner  einen  anderen  geometri- 
schen Punkt  vorstellen,  der  sich  mit  den  Walen  bewegt,  so  haben  wir 

wo  der  zweite  Ausdruck  die  Geschwindigkeit  angibt,  mit  welcher  sich 
zwei  aufeinanderfolgende  Kämme  von  einander  trennen.  Vereinigen 
wir  die  Gleichungen  (9)  und  (10),  so  erhalten  wir  die  Formel  (3).1) 
Die  Formel  (3)  gestattet  eine  einfache  geometrische  Darstellung.11) 
Wenn  eine  Kurve  mit  X  als  Abszisse  und  c  als  Ordinate  gezeichnet 

1)  Lamb,  „On  Groop-Velocity",  Proc.  Land.  Matii.  Soc.  (2),  1,  S.  *73,  190*. 

2)  Lamb,  Manch   Met».,  44,  Nr.  6,  1900. 
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wird,  so  wird  die  Grnppengeschwindigkeit  durch  die  Strecke  darge- 
stellt, die  die  Tangente  auf  der  c-- Achse  abschneidet.  In  der  Figur 
stellt  PN  die  Wellengeschwindigkeit  für 
die  Wellenlänge  ON,  und  OT  die  Gruppen 
gesell  windigkeit  dar.  Die  Frequenz  der 
Schwingung  wird,  wie  bemerkt  werden  mag, 
durch  die  Tangente  des  Winkels  PON  an- 
gegeben. 

Im  Falle  von  Wellen  auf  tiefem  Wasser 
unter  Einfluß  der  Schwere  ist  c  mit  \X 
proportional;  die  Kurte  hat  dann  die  Form 
der  Parabel  y%  —  4  ax,  und  es  ist  OT  —  \PJf, 
d.  h.  die  Grnppengeschwindigkeit  ist  die 
Hälfte  der  Wellengeschwindigkeit. 

§  335.  Die  GruppengeBchwindigkeit  hat  überdies  eine  dyna- 
mische Bedeutung.  Dies  wurde  zuerst  von  Prof.  0.  Reynolds")  in  dem 
Falle  von  Wellen  auf  tiefem  Wasser  gezeigt,  nämlich  durch  eine  Be- 
rechnung der  Energie,  die  durch  eine  vertikale  Ebene  fortgepflanzt 
wird.    Im  Falle  unbegrenzter  Tiefe  ist  für  einen  einfach  harmonischen 

nß  i}  —  a  Bin  k  (x  —  et)  (11) 

das  Geschwindigkeitspotential 

<p  =  ac&*  cos  k  (x  —  ef),  (12) 

was  sofort  durch  die  Erwägung  bestätigt  wird,  daß  wir  -£  «-  —  yr- 
fttr  y  =■  0  haben  müssen.  Wenn  wir  Größen  zweiter  Ordnung  ver- 
nachlässsigen,  so  ist  der  veränderliche  Teil  des  Druckes  ji  -—,  sodaß 
die  Arbeit,  welche  auf  die  Flüssigkeit,  die  rechts  von  der  Stelle  * 
liegt,  geleistet  wird, 


(13) 


-fp  ||  dy  =  po'tV  sin»  fc  (a>  -  cf)je*k'dy 
—  iSQ^'e  sin'  k  (x  —  et) 
beträgt,  da  c1  =■  g,-  ■     Der  Mittelwert  dieses  Ausdruckes  ist  igiia'e 


1)  „On  tbe  Bäte  of  Progression  of  Gronps  of  Warn,  and  the  Rate  at  which 
Energy  is  transmitted  by  Waves",  Nature,  16,  S.  343,  1877  (Sc.  Paper»,  Bd.  I, 
S.  198).  Prof.  Reynolds  bat  auch  ein  Modell  konstruiert,  welche«  in  sehr  treffender 
Weise  den  Unterschied  zwischen  Wellengesch windigkeit  und  Grapp enges ch windig 
keit  fflr  den  Fall  der  transversalen  Schwingungen  einer  Reihe  von  Pendeln 
zeigt,  deren  Engeln  durch  einen  Faden  verbunden  sind. 
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Es  ergibt  eich  im  Hinblick  auf  §  229,  daß  dies  genau  die  Hälfte  der 
Energie  der  Wellen  ist,  welche  die  fragliche  Ebene  in  der  Zeit  1 
durchkreuzen.  Im  Falle  einer  isolierten  Gruppe  ist  demnach  die 
Energiezufnhr  nur  dann  genügend,  wenn  die  Gruppe  mit  der  halben 
Geschwindigkeit  der  einzelnen  Wellen  vorwärts  schreitet. 

In  gleicher  Weise  wird  leicht  bewiesen,  daß,  falls  die  Tiefe  & 
endlich  ist,  die  mittlere  Energie,  die  pro  Zeiteinheit  Übertragen  wird, 

■*»»■*  ('  +  30™)  ("> 

lautet1),  was  nach  Gleichung  (4)  mit 

Hf'^jr  <16> 

gleichwertig  ist.  Daher  ist  das  Maß  für  das  Durchlassen  der  Energie 
gleich  der  Gruppengeschwindigkeit  -\i.  ,  wie  sie  unabhängig  durch 
den  früheren  Gedankengang  gefunden  wurde. 

Dieses  Gleichsetzen  der  kinematischen  Gruppengeschwindigkeit 
mit  dem  Betrage  der  durchgelassenen  Energie  ist  von  Lord  Ravleigh 
auf  alle  Arten  von  Wellen  ausgedehnt  worden  (l.  c). 

Von  physikalischem  Standpunkt  ans  ist  die  Gruppengeschwindig- 
keit vielleicht  noch  wichtiger  als  die  Wellengeschwindigkeit.  Die 
letztere  kann  größer  oder  kleiner  als  die  entere  sein,  und  es  ist 
sogar  möglich,  sich  Medien  vorzustellen,  in  denen  sie  entgegengesetzten 
Sinn  hat;  d.  h.  eine  Störung  könnte  von  einem  Mittelpunkt  nach 
außen  in  der  Form  einer  Gruppe  fortgepflanzt  werden,  während  die 
einzelnen  Wellen,  welche  die  Gruppe  bilden,  sich  selbst  nach  hinten 
bewegen,  indem  sie  an  der  Vorderseite  entstehen,  und  erlöschen,  wenn 
sie  sich  der  Rückseite  nähern.1)  Es  mag  überdies  darauf  hingewiesen 
werden,  daß  selbst  bei  den  vertrauteren  Erscheinungen  der  Akustik  und 
Optik  die  Wellengeschwindigkeit  hauptsächlich  insoweit  von  Bedeutung 
ist,  als  sie  mit  der  Gruppengeschwindigkeit  zusammenfällt. 

§  336.  Die  Theorie  der  Wellen  auf  tiefem  Wasser,  welche 
durch  eine  lokale  Störung  der  Oberfläche  erzeugt  werden,  wurde  von 
Cauchy8)  und  Poisson*)  in  zwei  klassischen  Arbeiten  untersucht  Die 
Lösung  wurde  lange  Zeit  als  schwierig  und  sogar  als  bedenklich  be- 
trachtet, aber  in  ihrer  zweidimensionalen  Gestalt  wenigstens  läßt 
sie  sich  in  verhältnismäßig  einfacher  Form  darlegen. 

1)  Lord  Rayleigh,  „On  Progressive  Waves",  Proe.  Land.  Math.  Soc.,  9, 
8.  21,  18TT  (Sc.  Papen,  Bd.  I,  S.  8!2);  Theory  of  Sound,  Bd.  I,  Anhang. 

2)  Lamb,  Proe.  Lond.  Math.  So«,  (2),  1,  3.  478. 
8)  I.  c,  8.  IB. 

4)  „Memoire  bot  lt.  theoria  des  ondea",   Mim.  de  VAead.  Roy.  des  Sciences, 
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Es  ergibt  sich  aus  den  §§  40  und  41,  daß  der  Anfangszustand 
«ler  Flüssigkeit  bestimmt  ist,  wenn  wir  die  Form  der  Grenzfläche  und 
die  Werte  des  GeschwindigkeitspoteutialB  tp  oder  der  Normalkomponente 
■der  Geschwindigkeit  -^-  an  der  Grenzfläche  kennen.  Demnach  bieten 
sich  naturgemäß  zwei  Formen  des  Problems;  wir  können  von  einer 
anfänglichen  Erhebung  der  freien  Oberfläche  ohne  Anfangsgeschwindig- 
keit ausgehen,  oder  wir  können  mit  einer  anfänglichen  Verteilung 
eines  impulsiven  Drucks  (og?0)  auf  der  Oberfläche  beginnen,  welche 
selbst  als  ungestört  und  deshalb  als  horizontal  angenommen  wird. 

Wenn  der  Ursprungspunkt  in  der  ungestörten  Oberfläche  liegt 
und  die  y-  Achse  senkrecht  nach  oben  gezogen  wird,  so  ist  die  typische 
Lösung  für  den  Fall  anfänglicher  Ruhe: 

■q  =  cos  et  cos  Itx,  (1) 

<p  =■  g e*»  cos  kx,  (2) 

vorausgesetzt,  daß 

ö'-gk,  (3) 

gemäß  der  gewöhnlichen  Theorie  stehender  Wellen  von  einfach  har- 
monischem Profil  (§  227). 

Wenn  wir  dies  nach  dem  Fourierschen  Satze 

f(x)  =  ~  fdk  ff(a)  coak(x-  a)  da  (4) 


(5) 


verallgemeinern,  dann  haben  wir,  den  Anfangsbedingungen 

9>o  =  0      I 

entsprechend,  wo  der  Index  0  den  Wert  an  der  Oberfläche  (y  —  0) 
bezeichnet, 

r}  —  ~  j  cos  etdk  J  f(a)  coek(x  —  a)  da,  (6) 

p  -  jf^j»rillff(«)  cos  k  (x  -  a)da.  (7) 

Wenn  die  anfängliche  Erhebung  sich  auf  die  unmittelbare  Nach- 
barschaft des  EoordinatenanfangBponktes  beschränkt,  sodafi  /"(«)  für 
alle,  außer  für  die  unendlich  kleinen  Werte  von  a  verschwindet,  und 
wenn  wir  ferner  a 

ff(.)d.-l  (8) 

«tag  Google 
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sttaen,  so  haben  wir 

«,  _  ±f^2l  **'  cos  hxdk.  (9) 

Dies  kann  in  der  Form 

v-'jf{l-£t  +  &°fW-r-.-}*co.kxik  (10) 

entwickelt  werden,  wobei  Gleichung  (3)  verwendet  ist.     Wenn  wir 


/' 


sehreiben,  so  haben. wir,  falls  y  negativ  ist1), 

I  e**  cos  hztedlt  —  ^~  cos  (n  +  l)fl,  (12) 

■odaß  Gleichung  (10)  jetet 

laatet,  ein  Resultat,  das  leicht  zu  bestätigen  wäre.    Hieraus  wird  der 
Wert  von  ij  nach  Gleichung  (5)  des  §  226  erhalten,  wenn  man 

»etet.    AI»  für  x>0 

'-ilC-rie'+r^ij©'— l        M 

Es  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  jede  besondere  Phase  der  Ober- 
Bscbenstörnng,  z.  B.  ein  Nullwert  oder  ein  Maximum  oder  ein  Mi- 
nimum von  ij,  mit  einem  besonderen  Wert  von  ^—  verknöpft  ist, 
und  daß  die  fragliche  Phase  deshalb  auf  der  Oberfläche  mit  einer 
konstanten  Beschleunigung  fortschreitet.  Die  Bedeutung  dieses  ziem- 
lich merkwürdigen  Resultates  wird  sich  sogleich  ergaben  (g  238). 

Die  Entwickelnng  in  Gleichung  (14)  ist  ihrem  Wesen  nach  mit 
einer  Reihe  identisch,  die  in  der  Theorie  der  Fresnalschen  Beugungs- 
integrale  auftritt  und  gewöhnlich  mit  M%)  bezeichnet  wird.     In  der 

1}  Diese  Formel  ist  jedoch  nicht  unentbehrlich  E»  würde  genügen,  den 
Veit  von  q>  mi  Punkte  der  vertikalen  Symmetrieachse  su  berechnen;  der  Wert 
1i  andere  Punkte  kann  sogleich  gem&S  einer  Eigenschaft  der  harmonischen 
Funktionen  hingeschrieben  werden  (vergl.  Thomson  und  Tait,  §  198). 

S)  Vergl.  Bajleigh,  St.  Papers,  Bd.  HI,  S.  189. 
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vorliegenden  Form  ist  sie  nur  dann  brauchbar,  wenn  wir  uns  mit  den 
Anfangsstadien  der  Störung  beschäftigen;  denn  sie  konvergiert  nbi 
langsam,  wenn  |  -  nicht  mehr  klein  ist.  Die  Reihe  kann  jedoch  fol- 
gendermaßen summiert  werden.  Mit  einer  kleinen  Abweichung  tdd 
der  gewöhnlichen  Schreibweise  wollen  wir 


M-a 


86  T  B-6-7-9 


W-£-.- 


1-8       l-»-«.7~  l<S-5-7-9-ll 
and 


(15) 


,_Uf-2f-^  +  LJL  +  3lii  +  rL^  +  ...      (16) 


setzen;  dann  finden  wir 
oder 

£&)-*'(*)-£■  <"> 

Unter  der  Bedingung,  daß  ^  für  kleines  <b  sich  schließlich  wie  a  ver- 
halten soll,  lautet  die  Lösung  dieser  Differentialgleichung: 

x-\i^-f^-du.  (18) 

Bei  Trennung  der  imaginären  und  reellen  Teile  erhalten  wir 

M—  -J-  "|/o  J  cos  \a  f  cos  £  u  -^  +  sin  £  m  i  sin^tt-^ 


ff"—  JVo)  {Bin  \e>  j  cos  ■$■«  —  —  cor  ^m  f  sin  ^u  -=i 


,  c») 


was  bekannte  Resultate  sind.1) 
Die  Formel  (14)  ist  also  mit 

*  =  *h[***mJ* 0M+I,S  +  sini«»J  «ni»p|J         W 

gleichbedeutend,  wo 

■  _£.  (21) 

1)  VogL  B.jl»gl..  1.  c. 
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Dies  stimmt  mit  einem  Resultat  überein,  welches  von  Poisson  ge- 
geben ist  Die  bestimmten  Integrale  sind  praktisch  von  der  Fresnel 
sehen  Form  und  dürfen  daher  als  bekannte  Funktionen  betrachtet 
werden,  sodaß  man  vorliegende  Aufgabe  als  völlig  gelöst  ansehen 
kann.  Überdies  hat  Lommel  in  seinen  theoretischen  Untersuchungen 
über  Bengnngserscheinungen  eine  Tafel  der  Funktion  —  gegeben.1) 
Wir  sind  darum  in  der  Lage,  die  ersten  neun  oder  zehn  Wellen  mit 
großer  Leichtigkeit  darzustellen.     Die  folgende  Figur  zeigt  die  Ter- 


UUm  MiBitab«  In  -5-,   im  «   die  JUcl*  doi   IJnnuchntttet  da 
uiprtagUGb  gehobenen  FlOulgkelt  bu«lo)u)«t. 

inderang  von  i\  mit  der  Zeit  für  eine  bestimmte  Stelle;  für  ver- 
schiedene Stellen  verhalten  sich  die  Zeitintervalle  zwischen  je  zwei 
besonderen  Phasen  wie  Yx,  während  die  entsprechenden  Erhebungen 
umgekehrt  proportional  zu  x  sind.  Die  Figuren  auf  S.  452  anderer- 
seits zeigen  das  Wellenprofil  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt;  für 
verschiedene  Zeiten  verhalten  sich  die  horizontalen  Abstände  zwischen 
entsprechenden  Punkten  wie  das  Quadrat  der  Zeit,  welche  seit  dem 
Beginn  der  Störung  verflossen  ist,  während  die  entsprechenden  Er- 
hebungen sich  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Zeit  verhalten. 

Wenn  -|—  groß  ist,   so  nähern  sich  die  bestimmten  Integrale  in 
(19)  der  Grenze  Yx  *),  und  wir  haben  dann 

»-afo(-£+*0  (22) 

hi  Übereinstimmung  mit  einem  Resultat  von  Poisson  und  Cauchy. 

1)  „Die   BengungBOTBchoinongen    geradlinig    begrenzter   Schirme",   Abh.  d. 
K.  Bayer.  Akad.  d.  Witt.,  3.  Kl.,  15,  1886. 
S)  Z.  B. 


/-t-jB-'*/— *-  ^ 
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Ol*  BtnMl  der  bortMntelta  lUiitlb*  IC  ±9  f.    rmjwige  d*r  ™- 
tlkklra  IlMtt«  IM   -!&■ 

Ausdrücke  für  den  Rest  sind  ebenfalls   ron   diesen  Autoren  ge- 
geben   worden.     So  erhält  Poiaion  die  semikonvergente  Entwicklung 


„,      t,/7—\/        .       ,     ■    ,     \      |1       l'M,  M-t-7'l 
M  —  %y(x(o)  (cob  \m  +  ein  \to)  —  I  — ^  H 


_...].  (23) 


Die«   wird   leicht   ans  Gleichung  (18)   abgeleitet     Wir  finden  näm- 
lich durch  eine  Reihe  partieller  Integrationen 


(Ml 


Da  Jtf  der  reelle  Teil  von  —  ig  ist,  so  ergibt  sich  das  Resultat  (2 


Wirkung  einet  anfänglichen  Impulses. 
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§  237.  Im  Falle  eines  impulsiven  Drucks  auf  die  Oberfläche, 
welche  anfangs  als  horizontal  angenommen  werden  soll,  ist  die 
typische  Lösung 

Qip  —  coa<st(*»coakx,  (25) 

ij  —  —  —  a  sin  ateoskx,  (26) 

wobei  tf*  —  ffk  wie  Torher.    Wenn  die  AnfangsbedingungeD 


(27) 


lauten,  so  haben  wir 


<p  =  ^CcQB<ftJ*dkJF{a)cQBk(x  -  tt)d«,  (28) 

17  —  —  ~  I  e  sin  etdk  I  F(a)  cos  k(x—a)  da.  (29) 

Für  einen  Impuls,  der  auf  den  Punkt  x  =■  0  der  Oberfläche  kon- 
zentriert ist,  setzen  wir 

fF{a)da-l,  (30) 


nnd  haben  demnach 


>-hf> 


cos  et  e**  cos  kx  dk. 


(31) 


Dieses    Integral    kann    in    derselben  Weise    wie    (9)    behandelt 
werden;  aber  es  ist  klar,  das  man  die  Resultate  unmittelbar  ableiten 


Dia   Einheit  du  horlira 


mUlsn    H>aiUben    llt   \  —  ■       Diejenige    in!    Ter- 
gei4mtan  knffcngllcheD  Impnli 


-,Vl-' 


:,giz„i,,C.OOg[e 
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kann,  wenn  man  die  Bechnnngsoperation 77  auf  diejenigen  des 

§  236    anwendet.     Wir    leiten    somit    ans    (13)   und   (14)    folgende 
Formeln  ab: 

r-hVr-f'iP+rilWV*—-}.     <W 


Dia  Einhalt  der   hoiitonUlei 


HuBltlb*    llt  J-pC.    Diejenige  der  vcrtikmlen 
die   obere   Kons  verlängert  wflids,  «Bide 


}  kann  auch  in  der  Form 
t     dM 


n L,"  •(!  +  !?_  jrt  (34) 
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geschrieben  Werden,  wo  M  und  JV  durch  Gleichung  (15)  definiert 
werden,  und  a>  —  -|—  wie  vorher.  Die  Funktion  —  ist  auch  von 
Lonunel  tabuliert  worden,  sodaß  die  Gestalt  der  ersten  Wellen  ohne 
Schwierigkeit  gezeichnet  werden  kann.  Die  Figur  auf  S.  453 
zeigt  das  Fallen  und  Steigen  der  Oberfläche  an  einer  bestimmten 
Stelle;  für  verschiedene  Funkte  verhalten  sich  die  Zeitintervalle 
zwischen  je  zwei  besonderen  Phasen  wie  yx,  gerade  wie  in  dem 
früheren  Falle,  aber  die  entsprechenden  Erhebungen  verhalten  sich 
jetzt  umgekehrt  wie  x%.  Die  beiden  letzteren  Figuren  geben  ein 
Bild  des  augenblicklichen  Wellenprofils,  wobei  die  horizontalen  Ent- 
fernungen zwischen  entsprechenden  Punkten  sieh  wie  das  Quadrat  der 
Zeit  verhalten,  während  entsprechende  Ordinaten  dem  Kubus  der  Zeit 
umgekehrt  proportional  sind. 

Für  große  Werte  von  -|—  wenden  wir  die  Reohnungsoperation 
j-.  auf  Formel  (22)  an;  wir  rinden  somit  näherungsweise 


■£-■*£)■  w 


§  238.  Es  erübrigt  sich,  noch  die  Bedeutung  und  die  Folgen 
der  oben  erhaltenen  Resultate  zu  erörtern.  Es  wird  genügen,  haupt- 
sächlich den  Fall  des  §  236  zu  betrachten,  wo  angenommen  wurde, 
daß  eine  anfängliche  Erhebung  auf  eine  Oberflächenlinie  be- 
schränkt war. 

Zu  irgend  einer  nachfolgenden  Zeit  t  wird  die  Oberfläche  von 
einem  Wellensyeteme  eingenommen,  dessen  vorangehende  Teile  in  den 
Figuren  der  S.  452  gezeichnet  sind.  Für  genügend  kleine  Werte 
von  x  wird  die  Form  der  Wellen  durch  Gleichung  (22)  gegeben. 
Wenn  wir  uns  daher  dem  Ursprungspunkt  nahem,  so  finden  wir,  daß 
die  Wellen  beständig  an  Länge  abnehmen  und  beständig  an  Höhe 
wachsen,  und  zwar  beides  unbegrenzt. 

Wenn  t  wächst,  so  wird  das  Wellensystem  in  horizontaler 
Richtung  im  Verhältnis  des  Quadrates  der  Zeit  auseinander  ge- 
zogen, während  die  Ordinaten  entsprechend  vermindert  werden,  und 
zwar  derart,  daß  der  Flächeninhalt 

fiäx 

konstant  ist,  welcher  zwischen  das  Wellenprofil,  die  x-Achse  und  die 
Ordinaten    eingeschlossen    ist,    die    irgend    zwei    besonderen    Phasen 

Dfrtizedoy  G00gle 
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(d.  h.  zwei  besonderen  Werten  von  ro)  entsprechen.1)  Letzterer  Satz 
läßt  sich  unmittelbar  aus  der  bloßen  Form  von  (14)  oder  (20)  be- 
stätigen. 

Die  Niveauschwankungen  für  eine  bestimmte  Stelle  andererseits 
sind  in  der  Figur  anf  Seite  451  dargestellt.  Diese  folgen  einander 
immer  rascher  mit  immer  wachsender  Amplitude.  Für  genügend  große 
Werte  von  t  wird  der  Verlauf  dieser  Schwankungen  durch  Gleichung  (22) 
gegeben. 

In  dem  Gebiet,  wo  diese  Formel  für  eine  bestimmte  Epoche  gilt, 
geschehen  die  Veränderungen  der  Länge  und  Höhe  von  Welle  »u 
Welle  sehr  allmählich,  sodaß  eine  beträchtliche  Anzahl  aufeinander- 
folgender Wellen  näherungsweise  durch  eine  Sinuskurve  dargestellt 
werden  kann.  Die  Verhältnisse  werden  in  der  Tat  alle  näherungs- 
weise  wiedergegeben,  wenn 

Af£_2*.  (36) 

Wenn  wir   daher  t   allein  verändern,    so   erhalten  wir,    indem   wir 

A  t  =  %  setzen,  die  Schwingungsperiode 


ixx 

'"TT' 

(37) 

Wenn  wir  hingegen  x  allein  verändern  und  Ai- 
die  Wellenlänge  bedeutet,  so  finden  wir 

-  1  setzen,  wo  X 

s/t' 

(38) 

Die  Wollengesoli  windigkoit  wird  durch 

Ag-0  (39) 

bestimmt;  die«  gibt 

b-t-VE.  (4°) 

nach  Gleichung  (38),  wie  in  dem  Falle  eines  unendlich  langen  Zuges 
von  einfach  harmonischen  Wellen  mit  der  Länge  l. 

Wir  können  uns  nun  gewissermaßen  klar  machen,  warum  jede 
Welle  beständig  beschleunigt  wird.  Die  Wellen,  die  vorausgehen, 
sind  länger  als  diejenigen,  die  nachfolgen,  und  bewegen  sich  dem- 
gemäß schneller.     Die  Folge  davon  ist,  daß  alle  Wellen  beständig 


1)  Dieser  Satz   gilt  nicht  für   den  Fall   eines   anfänglichen   Impulses.     Die 

entsprechende  Behauptung  lautet  dann  ho,  daß 


lOmmen,  konstant  se 

google 


zwischen  vorgeschriebenen  Werten  von  m  genommen,  konstant  sei.    Dies  erhellt 

aus  Gleichung  (83). 
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ihrer  Länge  nach  auseinandergezogen  werden,  sodaß  ihre  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten beständig  wachsen,  indem  sie  fortschreiten. 
Aber  je  höber  der  Rang  einer  Welle  in  der  Aufeinanderfolge  ist,  um 
so  kleiner  ist  ihre  Beschleunigung. 

BSb  hierher  haben  wir  de*  Fortsehreiten  von  einzelnen  Wellen 
betrachtet,  wenn  wir  aber  unsere  Aufmerksamkeit  auf  eine  Gruppe 
yon  Wellen  richten,  welche  ungefähr  durch  eine  gegebene  Wellen- 
länge i.  ausgezeichnet  sind,  so  ist  die  Lage  dieser  Gruppe  gemäß 
Gleichung  (40)  durch  die  Formel 

j-iYU  <4I> 

bestimmt,  d.  h.  die  Gruppe  bewegt  rieh  mit  einer  konstanten  Ge- 
schwindigkeit vorwärts,  welche  die  Hälfte  derjenigen  der  einzelnen 
Wellen  ist.  Die  Gruppe  behält  jedoch  keine  konstante  Amplitude 
bei  der  Fortbewegung;  man  sieht  ja  leicht  aus  Gleichung  (22),  daß 
für  einen  gegebenen  Wert  von  X.  die  Amplitude  sich  umgekehrt  wie 
Yx  verhalt. 

Es  scheint,  als  wäre  das  Gebiet  in  unmittelbarer  Nähe  des 
Ursprungspnnktes  als  eine  Art  Quelle  zu  betrachten,  welche  nach 
jeder  Seite  eine  endlose  Reihe  von  Wellen  aussendet,  deren  Amplitude 
und  Frequenz  beständig  wachsen,  und  deren  Verlauf  in  der  Folge 
durch  die  oben  erörterten  Gesetze  bestimmt  wird.  Diese  beständige 
Wirksamkeit  der  Quelle  ist  keineswegs  widersinnig,  denn  unsere  Vor- 
stellung einer  anfänglichen  Aufhäufung  eines  endlichen  Volumens  ge- 
hobener Flüssigkeit  auf  einer  unendlich  schmalen  Basis  bedingt  einen 
unbegrenzten  Vorrat  an  Energie. 

In  jedem  praktischen  Falle  aber  ist  die  anfängliche  Erhebung 
aber  einen  Streifen  von  endlicher  Breite  verteilt;  wir  wollen  diese 
Breit«  mit  l  bezeichnen.  Die  Störung  in  einem  Punkte  P  besteht 
aus  den  Bestandteilen,  welche  von  den  verschiedenen  Elementen,  etwa 
Sa,  der  Breite  l  herrühren;  diese  sind  durch  die  vorangehenden 
Formeln  zu  berechnen,  und  es  ist  schließlich  über  die  Breite  des 
Streifens  zu  integrieren.  In  dem  Resultat  verschwinden  sowohl  die 
mathematische  Unendlichkeit  wie  andere  auffallende  Besonderheiten, 
welche  der  Annahme  einer  konzentrierten  Linienquelle  anhaften.  Es 
wäre  leicht,  die  zugehörigen  Formeln  hinzuschreiben,  aber  da  sie  nicht 
sehr  handlich  sind  und  nichts  enthalten,  was  nicht  schon  im  Voraus- 
gehenden eingeschlossen  ist,  so  mögen  sie  übergangen  werden.  Es  ist 
lehrreicher,  auf  allgemeine  Weise  zu  erörtern,  wie  die  vorstehenden 
Ergebnisse  zu  ergänzen  sind. 

Die  Anfangsstadien  der  Störung  in  einer  Entfernung  x,  welche 
in  Bezug  auf  l  groß  ist,  sind  offenbar  im  ganzen  dieselben  wie 
bei  unserer  früheren  Annahme;  die  Bestandteile,  welche  von  den  ver- 

Dinlz^XiOO^IC 
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echiedenen  Elementen  da  herrühren,  werden  sich  einfach  gegenseitig 
verstärken,  und  das  Resultat  wird  in  genügender  Weise  durch 
Gleichung  (14)  oder  (22)  dargestellt,  wenn  wir  mit 

d.  h.  mit  dem  Flächeninhalt  des  Querschnittes  der  ursprünglich  ge- 
hobenen Flüssigkeit,  multiplizieren.  Die  Formel  (22)  insbesondere 
wird  gelten,  wenn  |—  groß  ist,  solange  ab  die  Wellenlänge  X  in  dem 
betrachteten  Punkte  groß  gegen  l  ist,  d.  h.  nach  Gleichung  (38),  so- 
lange -~  -  —  klein  ist.  Aber  wenn  mit  wachsendem  (  die  Länge  der 
Wellen  im  Punkte  x  vergleichbar  mit  l  oder  kleiner  als  dasselbe 
wird,  so  werden  die  Anteile,  die  von  den  verschiedenen  Elementen 
von  l  herrühren,  nicht  länger  in  derselben  Phase  sein,  und  ea  tritt 
eine  Erscheinung  auf,  welche  der  „Interferenz  im  Sinne  der  Optik 
ähnlich  ist.  Das  Resultat  wird  natürlich  von  der  besonderen  Art  der 
anfänglichen  Verteilung  der  Werte  f(a)  über  die  Strecke  l  abhängen1), 
aber  es  ist  klar,  daß  das  Anwachsen  der  Amplitude  endlich  aufhören 
muß,  und  daß  schließlich  die  Störung  allmählich  erlischt 

Es  gibt  eine  Eigentümlichkeit,  welche  gewöhnlich  die  späteren 
Stadien  begleitet,  und  welche  eingehender  betrachtet  werden  soll,  da 
sie  Veranlassung  zu  Mißverständnissen  gegeben  hat,  nämlich  eine 
Schwankung  in  der  Amplitude  der  Wellen.  Dies  läßt  sich  aus  des 
Prinzipien  der  „Interferenz"  leicht  erklären.  Als  genügendes  Bei- 
spiel wollen  wir  uns  den  Fall  vorstellen,  daß  die  anfängliche  Er- 
hebung gleichmäßig  über  die  Breite  l  verteilt  sei,  und  daß  wir  ein  so 
spätes  Stadium  der  Störung  betrachten,  daß  der  Wert  von  X  in  der 
Nachbarschaft  des  Punktes  x  als  klein  gegen  l  angenommen  «erden 
kann.  Wir  werden  offenbar  eine  Reihe  von  Wellengruppen  haben, 
die  durch  Streifen  von  verhältnismäßig  ruhigem  Wasser  getrennt  sind, 
wobei  die  Mittelpunkte  dieser  Streifen  dort  liegen,  wo  l  gerade  ein 
Vielfaches  von  X  ist,  etwa  =  nX.  Setzen  wir  in  Gleichung  (38)  ein, 
so  finden  wir  r— r 

d.  h.  die  fraglichen  Streifen  bewegen  sich  mit  einer  konstanten  Ge- 
schwindigkeit vorwärts,  welche  in  der  Tat  die  Gruppengeschwindig- 
keit  ist,  die  der  mittleren  Wellenlänge  in  der  Nachbarschaft  ent- 
spricht.1) 

1)  Vergl.  Buranide,  „On  Deep-Water  Wavea  resulting  from  a  Limited 
Original  Disturbance",  Proc.  Land.  MaA   Soe.,  20,  S.  22,  1888. 

2)  Auf  diese  Schwankung  wurde  zuerst  von  Poiseon  in  dem  besonderen 
Falle  aufmerksam  gemacht,  wo  die  anfängliche  Erhebung  (oder  richtiger  Senkung) 
einen  parabolischen  Umriß  hat. 
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Die  ideale  Lösung  des  §  236  gibt  uns  notwendigerweise  keinen 
Aufschluß  aber  die  Verhältnisse  im  Ursprungspunkt  selbst  Um  dies 
in  einem  besonderen  Falle  zu  erörtern,  wollen  wir  annehmen,  daß 

die  Formel  (6)  gibt  dann 

y-lSy^tW-HcMteA.  (44) 

Die  Erhebung  der  Oberfläche  im  Ursprungspunkt  ist 

ij  —  -^  /  cos«(e-*6dA  —  — -  /  &Mtste     *  ade.  (45) 

Das  bestimmte  Integral  kann  nicht  durch  einen  endlichen  Ausdruck 
ersetzt  werden,  aber  seine  Form  zeigt,  daß  tj  immer  kleiner  als  der 
anfängliche  Wert  ■-—  bleibt  und  mit  wachsendem  t  der  Grenze  0  zu- 
strebt. Es  kann  ohne  Schwierigkeit  bewiesen  werden,  daß  tj  einmal 
und  nur  einmal  durch  den  Wert  0  hindurchgeht,  und  daß  sein 
asymptotischer  Wert 

lautet.1)  *** 

§  230.  Ton  den  Wirkungen  eines  momentanen  Impulses 
können  wir  durch  Superposition  auf  den  Fall  eines  Druckes  an  der 
Oberfläche  übergehen,  welcher  sich  mit  der  Zeit  nach  irgend  einem 
bestimmten  Gesetz  ändert.  Der  Fall  eines  periodischen,  einfach  har- 
monischen Druckes  besitzt  ein  gewisses  Interesse,  wird  aber  zweck- 
mäßiger auf  andere  Weise  behandelt,  wie  folgt 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  Aufgabe  in  gewissem  Grade  unbe- 
stimmt ist,  denn  auf  jede  Bewegung,  welche  die  vorgeschriebenen 
Bedingungen  für  den  Druck  erfüllt,  können  wir  ein  beliebiges  System 
freier  Wellen  superponieren.  Um  den  Teil  der  Lösung  gesondert  zu 
erhalten,  welcher  der  störenden  Kraft  allein  zuzuschreiben  ist,  wollen 
wir  einen  Kunstgriff  anwenden,  der  von  Lord  Rayleigh  herrührt.  Wir 
führen   nämlich   eine  kleine  Reibungskraft   ein,  welche   proportional 

1)  Die  voran  steh  enden  Untersuchungen  besitzen  ein  Interesse,  das  Über  den 
vorliegenden  Gegenstand  hinaus  reicht,  indem  sie  zeigen,  wie  weit  die  Wirkungen 
eines  einzelnen  anfänglichen  Impulses  in  einem  dispergierendcn  Medium  fd.  h. 
eines  solchen,  wo  die  W el lengeech windigkeit  von  der  Wellenlänge  abhängig  ist) 
sich  von  denjenigen  unterscheiden,  welche  unter  ähnlichen  Bedingungen  hei  den 
Schallwellen    oder  bei   den  Schwingungen   eines   elastischen   festen   Körpers   zu- 

"**'■"•  „„„„„Google 
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der  Geschwindigkeit  ist.  Dieses  Widerstandsgesetz  soll  nicht  als  ganz 
naturgetreu  gelten;  es  dient  aber  dazu,  auf  eine  rohe  Weise  die 
Wirkung  kleiner  disaipativer  Kräfte  darzustellen,  und  es  bietet  vom 
mathematischen  Standpunkt  aus  die  große  Bequemlichkeit,  daß  es  den 
wirbelfreien  Charakter  der  Bewegung  nicht  stört.  Denn  wenn  wir  in 
den  Gleichungen  des  §  6 

X  =  —  (iu 

Y g-f.  (1) 

Z  —  —  pw 

setzen,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Untersuchung  des  §  33  auf  eine 
geschlossene  Kurve  anwenden, 

{m  +  *•)  J  (udx  +  vd*  +  wd*)  ~  °»  t2) 

folglich 

f(udx  +  vdy  +  wda)  —  Ce-f.  (3) 

Also  ist  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve,  die  sich  mit 
der  Flüssigkeit  bewegt,  immer  0,  wenn  sie  einmal  0  war. 

Wenn    91    das    Geschwindigkeitspotential   ist,   so   haben   die   Be- 
wegungsgleichungen jetzt  das  Integral 

*-»(Sj-»»+m)i  m 

dies  gibt 

wo  die  Suffixe,  wie  früher,  Oberflachenwerte  andeuten.     Die  kinema- 
tische Beziehung  (6)  des  §  226  gilt  wie  immer. 
Einem  vorgeschriebenen  Oberflächendruck 

p0  —  e"'1"  cos  k  (x  —  a)  (6) 

entsprechend,  finden  wir 

99n  -  -  ^F=rj£fi;s  *"'«>■*(*-  «)i  0) 

oder  wenn  wir 

.-£      ft-f  w 

schreiben, 

9QV jfc-(«-t)llj^*'eM*(ar  _  *)■  (9) 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  —  die  Länge  freier  Wellen  ist,  welche 
die  eingeprägte  Periode  —  haben. 

Dfrtizedoy  G00gle 
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Verallgemeinern  wir  Gleichung  (9)  nach  der  Fourierscheu 
Methode,  bo  finden  wir,  daß  ein  Oberflächendruck 

A-rt*)«"'  (10) 

eine  Erhebung  der  Oberfläche  bewirkt,  welche  durch 

gegeben  ist,  oder  wie  man  passend  achreiben  kann, 

Wir  werden  meistenteils  annehmen,  daß  /*(«)  nur  für  Werte  von 
«  auftritt,  welche  zwischen  bestimmten  endlichen  Grenzen  liegen. 
Für  Punkte  der  Oberfläche,  welche  jenseits  dieser  Grenzen  liegen, 
oad  zwar  rechts  vom  Ursprungspunkte,  wird  x  —  a  positiv  sein,  und 
wir  haben  dann 


(13) 


(14, 


wie    sogleich    (§  241)    im    Zusammenhang    mit   einem    verwandten 
Problem  gezeigt  werden  soll. 

Setzen  wir  ftt —  0,  da  das  Reibimgeglied  in  Gleichung  (4)  jetzt 
seinen  Zweck  erfüllt  hat,  so  finden  wir  ans  (12) 

»n  -  -  «""i|./V""*""'  -  if'~"J+!-d~}  ««)'■■    <16) 

In  Entfernungen  vom  Angriflsgebicte  des  Druckes,  welche  gegen 
—  groß  sind,  ist  das  bestimmte'  Integral  nach  m  zu  vernachlässigen, 
und  wir  haben 

99V  -  ix  f<*f"—(*—nf{a)du  -  i{A  +  *B)c""'-"',        (16) 

ronusgeaetzt,  daß 

A  —  xf  f(tc)  cos  na  da,      B—  x  j  f(a)  sin  xada.  (17) 

-i  -i 
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Nahmen  wir  die  reellen  Teile  unserer  Ausdrücke,  so  finden  wir  also, 
daß  die  von  einem  Oberflächendruck 

p„  -  fix)  cos  et  (18) 

erzeugten  Wellen  in  genügend  großer  Entfernung  auf  der  positiven 
Seite  vom  Koordinatenanfangspunkt  durch 

gpij  —  —  A  sin  (fit  —  xx)  —  B  cos  (fit  —  xx)  (19) 

auegedrückt  werden.  Dies  stellt  einen  Zug  fortschreitender  Wellen 
dar,  deren  Länge  and  Geschwindigkeit  auf  die  gewöhnliehe  Weise 
mit  der  Torgeschriebenen  Periode  verknüpft  sind.  Wenn  der  Druck  p, 
symmetrisch  in  Bezog  auf  den  Ursprungspunkt  ist,  so  ist  B  —  0. 

Wenn  der  Oberflächendruck  (18)  auf  den  Koordinatenanfangf- 
punkt  konzentriert  wird,  sodaß  f(a)  für  alle,  außer  die  anendlich 
kleinen,  Werte  von  a  verschwindet,  so  schreiben  wir 


/ 


f(a)dx  =  P, 


und  erhalten  ans  Gleichung  (15) 
%Ptf°t 


p-r,iJ-ixiV<"- 


J     " 


,  CT 


wo  die  in   {  }   stehende  Reihe  semikonvergent  isi 

Im  Falle  eines  Druckes  JVD',  der  gleichförmig  Aber  die  Strecb 
zwischen  x  =  ±  a  verteilt  ist,  wurden  wir 

gp7]~tP #v>*-*m  —  —  g<itl  t — dm      (») 

erhalten.  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  daß  x  positiv  and  größer  ab  a 
ist.  Wenn  X  zwischen  0  and  a  liegt,  so  erfordern  die  Einzelheiten 
der  Rechnung  eine  Umänderung;  man  findet,  daß 


■■ eat  I  — — i-; — s — am. 

na         J        »*  +  ** 


Im  Punkte  x  «■  «  unterscheiden  sich  die  Werte  von  -q,  die  durch 
(22)  und  (23)  gegeben  sind,  um 


,y  Google 
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Die  Amplitude    dieser  Diskontinuität    ist    genau    gleich    derjenigen, 
welche  durch  eine  statische  Druckdifferenz   --  veranlaßt  würde. 
Im  Falle  der  Druckverteilung 


Es  bietet  einiges  Interesse,  die  mittlere  Arbeit  zu  berechnen, 
welche  ein  Gesamtdruck  Pcostf*  bei  Erzeugung  der  Wellen  pro 
Zeiteinheit  leistet.  Im  Falle  eines  konzentrierten  Druckes  nehmen 
wir  den  reellen  Teil  von  (21);  dann  haben  wir  im  Ursprangspunkte 
Or-0): 

_  °£  _  ItSS  cob  at  +  ein  Güed  mit  sin  at.  (26) 

dt        99  K     ' 

Der  gesuchte  Mittelwert  ist  deshalb 

^*    oder    ££.  (27) 

der  sich  wie  der  Kubus  der  Frequenz  ändert.  Der  Umstand,  dab  das 
unwirksame  Glied  in  Gleichung  (26),  welches  sin  et  enthält,  unendlich 
ist,  braucht  kein  Bedenken  zu  verursachen.  Die  Schwierigkeit  tritt 
nicht  auf,  wenn  der  Druck  ausgebreitet  ist.  So  finden  wir  in  dem 
Falle  eines  gleichförmigen  Druckes,  der  Aber  die  Strecke  zwischen 
x  =  ±a  verbreitet  ist,  leicht  aus  Gleichung  (23),  daß  der  Mittelwert 
der  Arbeit 

ist.  Dies  stimmt  mit  der  Formel  (27)  überein,  wenn  xa  unendlich 
klein  ist.1) 

§  240.  Wir  gehen  dazu  Über,  die  Wirkung  eines  willkürlichen, 
jedoch  ständigen  Druckes  auf  die  Oberfläche  eines  Stromes  zu  be- 
rechnen. Wir  wollen  nur  den  Zustand  stationärer  Bewegung  be- 
trachten, welcher  unter  der  Wirkung  dissipativer  Kräfte,  wie  klein 
sie  auch  sein  mögen,  schließlich  eintritt.1) 


1)  Der  Inhalt  der  g§  336—239  ist  einer  Abhandlang  von  L&mb,  „Od  Deep- 
Water  WaTes"  entnommen,  Proe.  Lond.  Math.  8oe.  (2),  2,  S.  371,  1901. 

2)  Die  ersten  Schritte  der  folgenden  Untersuchung  entstammen  einer 
Arbeit  von  Lord  Bajleigh,  „The  Form  of  Standing  Waves  on  the  Sorface  of 
Running  Water",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  16,  S.  60,  1883  {Sc.  Papers,  Bd.  II, 
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Bei  Abwesenheit  solcher  Kraft«  ist  das  Problem  gerade  wie  das- 
jenige des  §  239  unbestimmt,  denn  wir  können  immer  einen  Zug 
freier  Wellen  von  willkürlicher  Amplitude  superponieren,  welche  so 
gewählt  wird,  daß  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Geschwindig- 
keit des  Stromes  gleich  und  entgegengesetzt  ist-  unter  diesen  Um- 
ständen werden  nie  eine  feste  Stellung  im  Raum  bewahren. 

Um  diese  Unbestimmtheit  zu  vermeiden,  wollen  wir  roraussetien, 
daß  die  Abweichung  eines  Flfissigkeitsteilchens  aus  dem  Zustande  der 
gleichförmigen  Strömung  durch  eine  Kraft  gehemmt  wird,  welche  der 
RelatiTgesohwindigkeit  proportional  ist,  aodaß 

x— ,(.-«)!  (1) 

7-—g-pv    ) 

wo  c  die  Geschwindigkeit  des  Stromes  in  der  Richtung  der  posiÜTM 

x- Achse  bezeichnet.     Wir  haben  demnach 

£-  konst,  -  gy  +  p  (ex  +  9)  -  iff»,  (2) 

was  in  der  Tat  die  Gestalt  ist,  die  Gleichung  (2)  des  §  21  annimmt, 
wenn  wir 

& — 9  y  —  **  Cc*  +  v)  t8) 

schreiben,  in  Übereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (1)  oben. 

Um  zunächst  die  Wirkung  einer  einfach  harmonischen  Druck- 
Verteilung  zu  berechnen,  nehmen  wir  an,  daß 

~  —  —  x  +  ße**  ain  kx\ 

.  ■  w 

™  —  —  y  +  fit*»  eoakx] 

Vernachlässigen  wir  das  Quadrat  von  kß,  so  lautet  Gleichung  (2): 

—  — gy  +  ß^*  (k<?  cob]cx  +  wceinAs).  (5) 

Der  veränderliche  Teil  des  Druckes  an  der  Oberfläche,  wo  #-H 
wäre  also 

Po  ~ ff/MC*0*- ff)*w kx  +  ncmnkx\,  (6) 


S.  268).  Die  bestimmten  Integrale  werden  jedoch  anf  etwas  allgemeinere  Webe 
behandelt,  nnd  die  Diskussion  der  Ergebnisse  geschieht  anf  verschiedene  Art 
Die  Aufgabe  wnrde  schon  von  Popoff  behandelt:  „Solution  d'un  ptohlbce 
snr  les  ondes  permanentes",  Jottrn.  d.  math.  (Liouviüe)  (2),  I,  8.  261,  1868;  die 
mathematische  Ausführung  ist  korrekt,  aber  es  ist  anf  die  Unbestimmtheit  da 
Problems  (bei  Abwesenheit  der  Reibung)  keine  Bücksicht  genommen,  und  die 
Ergebnisse  erhalten  demnach  keine  praktische  Deutung. 
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was  dem  reellen  Teile  von 

(>ß  (ic*  —  g  —  i(ic)  »**■ 
gleich  ist.    Wenn  wir  den  Koeffizienten  gleich  C  setzen,  so  können 
wir  sagen,  daß  dem  Druck 

JH-W"  (7) 

die  Oberflächengestalt 

Mo-i^hiK™"  (8) 

entspricht,  wo  x  für  ,  geschrieben  ist,  sodaß  —  die  Wellenlänge 
der  freien  Wellen  ist,  welche  ihre  Lage  im  Raum  gegen  die  Strömung 
behalten  könnten.  Wir  haben  femer  der  Kürze  wegen  —  —  ^  gesetzt 
Nehmen  wir  die  reellen  Teile,  so  finden  wir,  daß  der  Ober- 
nachendruch 

^-CcosÄ*  (9) 

eine  Wellenform 

sts-'C-K- — »_,)■+£■ —  (10) 

erzengt. 

Dies  zeigt,  daß  für  kleines  p  die  Wellenkämme  der  Lage  nach 
mit  den  Maximis  und  die  Täler  mit  den  Minimis  des  Oberflächen- 
drnckes  zusammenfallen,  wenn  die  Wellenlänge  kleiner  als  —  istj 
das  umgekehrte  gilt  im  entgegengesetzten  Falle.  Dies  steht  mit 
einem  allgemeinen  Prinzip  im  Einklang.  Wenn  man  nämlich  eine 
allgemeine  Geschwindigkeit  —  c  parallel  zur  a;- Achse  hinzufügt,  so 
sieht  man,  daß  das  eben  erhaltene  Resultat  nur  ein  besonderer  Fall 
von  Gleichung  (13)  des  §  167  ist. 

In  dem  kritischen  Falle  Jc=-x  haben  wir 

"'"""k"  Bin  kX'  ^ 

was  zeigt,  daß  der  Drucküberschuß  sich  jetzt  auf  den  Neigungen  be- 
findet, welche  stromabwärts  liegen.  Dies  gibt  ein  ungefähres  Bild, 
wie  ein  System  fortschreitender  Wellen  gegen  unsere  angenommenen 
dissipativen  Kräfte  durch  eine  geeignete  Druckverteilung  auf  den 
Neigungen  aufrecht  erhalten  werden  kann. 

§  341.  Die  Lösung,  die  durch  Gleichung  (10)  ausgedrückt  wird, 
mag  zunächst  durch  Hinzufügung  einer  willkürlichen  Konstanten  zu  x, 
und  zweitens  durch  eine  Summation  in  Bezug  auf  k  verallgemeinert 
werden.  Auf  diese  Weise  können  wir  die  Wirkung  einer  beliebigen 
Druckverteimng 
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mit    Hilfe    des    Fourierschen    Satzes    (§    236,    Gleichtuig    (4)),   dir- 
stellen. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  f{x)  für  alle  Werte  von  x, 
mit  Ausnahme  der  unendlich  kleinen,  verschwindet,  wobei  es  jedoch 
filr  letztere  in  der  Weise  unendlich  werden  soll,  daß 


/ 


f(x)dx-P.  (13) 

Dies  gibt  uns  die  Wirkung  eines  Druckes  P,  der  auf  einen  unend- 
lich schmalen  Oberflächenstreifen  beim  Ursprungspunkte  konzentriert 
ist  Ersetzen  wir  C  in  Gleichung  (10)  durch  —  6*Ä  and  integrieren 
in  Bezug  auf  k  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo,  so  erhalten  wir 

xP      Afe  —  ")cMiaj  —  fi.makx  ,,  ,.,\ 

"-TV1      »-.)'  +  £ "*•  (M) 

■  Wenn  wir  £  =  k  +  im  setzen,  wo  jfc  und  m  rechtwinklige  Koor- 
dinaten eines  variablen  Punktes  in  einer  Ebene  sein  sollen,  so  sind 
die  Eigenschaften  des  Ausdruckes  (14)  in  denjenigen  des  komplexen 
Integrales 

/£«  <1S> 

enthalten. 

Nach  einem  bekannten  Satze  verschwindet  dieses  Integral,  wein 
es  Ober  die  Begrenzung  eines  Gebietes  genommen  wird,  welche  den 
singnlären  Punkt  (£  —  c)  nicht  einschließt.  Im  vorliegenden  Falle 
haben  wir 

e-x  +  ifr, 

wo  x  und  p,  beide  positiv  sind. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  x  positiv  ist,  und  wir  wollen 
den  obigen  Satz  auf  das  Gebiet  anwenden,  welches  nach  außen  tob 
der  Linie  m  —  0  und  von  einem  unendlich  großen  Halbkreis  begrawt 
wird,  welcher  mit  dem  Ursprungspunkt  als  Zentrum  auf  der  positiv» 
Seite  dieser  Linie  beschrieben  ist,  während  die  innere  Begrenzung  w 
einem  kleinen  Kreis  besteht,  welcher  den  Punkt  (%,  j^)  umgibt  D«r 
Teil  des  Integrals,  welcher  von  dem  unendlichen  Halbkreis  herrührt, 
verschwindet  offenbar,  und  wenn  man  £ —  c  —  rtf*  setzt,  so  sieht 
man  leicht,  daß  der  Teil,  der  von  dem  kleinen  Kreis  herrührt,  gleit* 

-  2**V<* +(">* 

ist,  wenn  die  Integrationsrichtung  gemäß  der  Regel  des  §  32  gewählt 

wird.     Wir  erhalten  so 
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0  » 

/*.     /"*.  .  dft  +  fr—f^_,  »  <»  -  2**e,<-+'"J-  -  0, 

/*— <*  +  *m>         /*  — (*  +  *f.)  ' 

— ■>  0 

was  mit 

f^&iß'"-^ j-+/m™**      <16> 

gleichbedeutend  ist. 

Wenn  dagegen  z  negativ  ist,  so  können  wir  daa  Integral  (15) 
Über  die  Umriß linie  erstrecken,  welche  von  der  Linie  m  —  0  and 
einem  unendlich  großen  Halbkreis  gebildet  wird,  welcher  auf  der 
Seite  liegt,  für  welche  m  negativ  ist.  Dies  gibt  dasselbe  Resultat 
wie  vorher,  nur  daß  das  Glied  wegfallt,  welches  von  dem  singulären 
Punkte  herrührt,  da  dieser  jetzt  außerhalb  der  Begrenzung  liegt  Für 
negatives  x  ist  also 

Eine  andere  Form  des  lotsten  Gliedes  in  (16)  wird  erhalten, 
wenn  man  über  den  Umriß  integriert,  welcher  aus  dem  negativen 
Teüe  der  A-Achse  und  dem  positiven  Teile  der  m-Aehse  zusammen 
mit  einem  unendlich  großen  Viertelkreis  besteht.     Wir  finden 


0, 


.,       ...Jt-f  t  •  dm  (18) 

gleichbedeutend  ist 

Dies  gilt,  wenn  x  positiv  ist.  Für  negatives  x  müssen  wir  als 
Umriß  die  negativen  Teile  der  k-  und  m- Achse,  sowie  einen  unend- 
lich großen  Viertelkrois  nehmen.     Dies  ergibt 


fx  i  !  T-   yäk-  f     ,*"    -dm  (19) 

zweiten  Gliec 
len  Untersuch 
das  Integral 


■b  die  Umformung  des  zweiten  Gliedes  der  Gleichung  (17). 

In  der  vorausgehenden  Untersuchung  ist  p,  positiv.    Die  entspre- 
chenden Ergebnisse  für  das  Integral 


(22) 
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Bind  für  den  unmittelbaren  Zweck  nicht  nötig,  aber  sie  mSgen  in 
Rücksicht  auf  spätere  Erörterungen  Platz  finden.  Für  positives  x 
erhalten  wir 

/  T—i- — r-r  dk-  f  ~ =~r  dk-  I     4      ,  .   dm.   (21) 

für  negatives  x  hingegen 

*-(«  —  *H)  jl  *  +  (»  —  *(*») 

-  -  2*.V("-,ft)-  +  f — ?— ^.  dm 

Die  Bestätigung  mag  dem  Leser  fiberlassen  werden.1) 

Wenn  wir  die   reellen  Teile   der  Formeln  (16)  und  (18),  bzw. 

(17)  und  (19)  nehmen,   erhalten  wir  die  folgenden  Resultate. 
Die  Formel  (14)  ist  für  positives  x  mit 

%go  a         um    ■  /*{fc  +  *)  ooi  fc*  —  u,  äakx  ,, 

J  • ,  —  2»«-».'  m  .,  +  J     f  jppypgi <** 

0 

gleichbedeutend,  und  für  negatives  x  mit 

(24) 


(23) 


+  »• 


Die  Deutung  dieser  Resultate  ist  einfach.  Dos  erste  Glied  von 
(23)  stellt  einen  Zug  einfach  harmonischer  Wellen  dar,  welcher  sich 
stromabwärts  vom  Ursprungspunkto  erstreckt,  wobei  die  Wellenlänge 
ist,  and  die  Amplituden  allmählich  nach  dem  Gesetze  e~ft*  ab- 
nehmen. Der  übrige  Teil  der  Deformation  der  freien  Oberfläche,  der 
durch  die  bestimmten  Integrale  in  (23)  und  (24)  ausgedrückt  wird, 
ist  für  kleine  Werte  von  x  sehr  groß,  aber  er  nimmt  sehr  rasch  ab, 
wenn  x  wachst,  wie  klein  auch  der  Wert  des  Reibungskoeffizienten 
/*,  sein  mag. 

1)  Eins  andere  Behandlung  dieser  Integral«  findet  rieb  bei  Diriehlet,  Vor- 
legungen Über  die  haare  von  den  einfaelien  und  mehrfachen  bestimmten  Integralen 
(herautgegeben  von  Arendt),  Braun  schweig  1904,  S.  170. 
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Wenn  ^  unendlich  klein  ist,  so  lauten  unsere  Resultate  einfacher: 


■  y  —  —  2«  Bin  xx  +  /  ^7—  di 
0 


— i  —  a  *  Bin  xs  -( 


(25) 


für  positives  x,  und 


/eoaifcir  ,,  C  mem"    , 


wenn  x  negativ  ist  Der  Teil  der  NiveauBtörung,  der  durch  die 
bestimmten  Integrale  in  diesen  Ausdrücken  dargestellt  wird,  ist  jetzt 
in  Bezug  auf  den  Ursprungspunkt  symmetrisch  und  nimmt  beständig 
ab,  wenn  die  Entfernung  von  dem  Uraprungspunkte  wachet.  Wenn 
xx  verhältnismäßig  groß  ist,  so  haben  wir,  wie  in  §  239,  die  semi- 
konvergente Elitwickelung 


fme-m' 


(27) 


Es  folgt,  daß  in  einer  Entfernung  von  ungefähr  einer  halben  Wellen- 
länge vom  Anfangspunkt  stromabwärts  das  einfach  harmonische 
Wellenprofil  vollständig  entwickelt  ist. 

Die  bestimmten  Integrale  in  (25)  und  (26)  können  auf  bekannte 
Funktionen  zurückgeführt  werden.     Wenn  wir 


(Ä  +  x)  X  —  « 

1  haben  wir  für  positives  x 

'FF¥     J     * — 

—  —  Ci  xx  cob  xx  -f  ($■»  —  Si  xx)  sin  xx 
)  der  gewöhnlichen  Schreibweise  gemäß 


fi 


/Job«   ,  r,.  fänu 

-—  au,     Si  «  —  /  — 
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Di»  Funktionen  Ciu  und  Siu  sind  von  Glaishor  tabuliort  worden.1) 
£a  ergibt  sich,  daß  sie  sich  ihren  Grenzwerten  0  bzw.  \ic  sehr 
rasch  nahern,  wenn  u  von  0  an  wächst.  Für  kleine  Werte  von  u 
haben  wir 


Ci  u  — ■  y  +  log  m  - 


(30) 


wo  y  —  0,5772  . . .  (die  Eolersche  Konstante). 

Ans  (23)  und  (24)  findet  man  leicht,  daß  für  unendlich  kleines 
ft,  die  Gesamtsenkung  der  Oberfläche  den  Wert 


-f. 


besitzt,  genau  als  wenn  die  Flüssigkeit  in  Buhe  wäre. 

§  343.  Die  Formeln  (23),  (24)  und  (25),  (26)  ergeben  alle 
eine  unendlich  große  Erhebung  im  Ursprungspunkt,  aber  diese 
Schwierigkeit  fällt  weg,  wenn  der  Druck  über  einen  Streifen  von 
endlicher  Breite  verteilt  wird,  anstatt  auf  eine  mathematische  Linie 
der  Oberfläche  konzentriert  zu  sein. 

Um  die  Wirkung  einer  Druck  Verteilung 

ft-rt«)  ('2) 

zu  berechnen,  ist  es  nur  nötig,  in  (25)  und  (26)  X — a  für  x  zu 
schreiben,  P  durch  f(a)da  zu  ersetzen,  und  den  resultierenden  Wert 
von  y  zwischen  passenden  Grenzen  von  a  zu  integrieren.  Wenn  pt 
endlich  ist,  so  folgt  aus  bekannten  Prinzipien  der  Integralrechnung, 
daß  die  Integrale  für  alle  Werte  von  x  endlich  sein  werden. 

Im  Falle  eines  gleichförmigen  Druckes  pQ,  der  auf  den  Teil  der 
Oberfläche  wirkt,  welcher  sich  von  —  oo  bis  zum  Ursprungspunkte 
erstreckt,  finden  wir  sofort  durch  Integration  von  (23),  daß  für 
*>0: 


1)  „Tablei  of  the  Numerical  Values  of  the  Sine-Iutegral ,  Cosine  Integral , 
and  Exponent*  al-Integral",  Phil.  Trans.,  1870.  Die  Auswertung  des  letzten  In- 
tegrals   in   (36)    durch   Sinns-   und   Koeinus  -Integrale    wurde    auf   andere  Weise 


f_de 


von  Schlümilch  vollzogen,   „8iir  l'integrale  döfinie 

Journ.,   88,   1846;    siehe  auch  De  Morgan,   Differential   and  Integral   Calculux, 
London  1842,  S.  664,  und  Dirichlet,   Vorlesungen,  S.  208. 
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m__aftco.w  +  ^/£^"  (33) 

wo  f^  gleich  0  gesetzt  ist  Wenn  dagegen  der  Druck  pö  auf  den 
Teil  der  Oberfläche  wirkt,  welcher  sieh  von  0  bis  zu  ■■}-  oo  erstreckt, 
so  finden  wir  für  x  <  0: 

• 
Aas  diesen  Ergebnissen  können  wir  leicht  die  geeigneten  Formeln 
für  den  Fall  eines  gleichförmigen  Druckes  ableiten,  der  auf  einen 
Streifen  von  endlicher  Breite  wirkt  Das  bestimmte  Integral  in  (38) 
und  (34)  kann  durch  die  Funktionen  Ci  u  and  Si  u  ausgedrückt 
werden;  so  lautet  z.  B.  dasjenige  in  (33): 

x  I  -^rx~i" "™  /  T-j^dfc  — (^*  —  Siaca:)cos%a:  +  Cix;Esinx:r.  (36) 

Auf  diese  Weise  wurde  die  Figur  gezeichnet;  sie  stellt  den  Fall 
dar,  wo  der  Streifen  AB  die  Breite  x-1,  d.  h.  den  0,159™  Teil  der 
Länge  einer  stehenden  Welle,  besitzt. 


Die  Verhältnisse  in  einem  solchen  Falle  können  näherungsweise 
verwirklicht  werden,  indem  man  die  Kante  eines  etwas  geneigten 
Brettes  in  die  Oberfläche  eines  Stromes  eintaucht,  nur  daß  der  Druck 
auf  die  benetzte  Fläche  des  Brettes  eben  nicht  gleichförmig  ist,  son- 
dern von  den  mittleren  Teilen  nach  den  Rändern  zu  abnimmt.  Um 
einen  gleichförmigen  Druck  zu  stände  zu  bringen,  müßte  das  Brett 
nach  den  Rändern  gekrümmt  sein,  und  zwar  in  der  Form  des  Teiles 
des  Wellenprofiles,  das  zwischen  den  Punkten  A  und  B  der  Figur  liegt 

Wenn  die  Breite  des  Streifens  ein  genaues  Vielfaches  der  Wellen- 
länge (-— )  beträgt,  so  besteht  keine  merkliche  Erhebung  der  Ober- 
fläche   in   einiger  Entfernung   stromabwärts    wie   stromaufwärts   von 

der  Störungsquelle. 

DigmzedDy      >  ^ 


472  IX.  Oberflachenwellen. 

Die  Figur  zeigt  einige  Besonderheiten  in  den  Punkten  A  und  B, 
welche  der  Unstetigkeit  des  angewandten  Druckes  zuzuschreiben  sind. 
Eine  natürlichere  Darstellung  eines  örtlichen  Druckes  wird  erhalten, 
wenn  um  annimmt,  daß 

Dies  kann  in  der  Form 

»-fra-'A""1"«  <37> 

vorausgesetzt,  daß  zuletzt  nur  der  reelle  Teil  be- 
Hinblick  auf  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  de« 
aß   die  entsprechende  Erhebung  der  freien  Ober- 

0 

gegeben  ist. 

Durch  die  Methode  des  §  241  erkennen  wir,  daß  dies  für  i  >  0 
mit 

Sf,-'-?{2xi^*"M--»+f^^din}  (39) 

und  für  x  <  0  mit 

gleichwertig  ist 

Nehmen  wir   die  reellen  Teile  und  setzen  wir  n^  —  0,  so  finden 


geschrieben  werden,  vorausgesetzt,  daß  zuletzt  nur  der  reelle  Teil  be- 
halten bleibt.  Im  Hinblick  auf  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  dei 
§  240  sehen  wir,  daß  die  entsprechende  Erhebung  der  freien  Ober- 
fläche durch 


g9y 2xPer*''smx%  +  —j  — -^iy*rm 


"dm,    [*>0],(41) 


>-y- 


-jrp «"*  flfm,       E*  <  0].       (42) 


Der  Faktor  e~'*  in  dem  ersten  Gliede  von  (41)  zeigt  die  Wirkung 
der  Ausbreitung  des  Druckes.  Es  läßt  sich  leicht  beweisen,  daß  die 
Werte  von  y  und   -j    ,    ^°  durch  diese   Formeln   gegeben   sind,  für 

x  —  0  übereinstimmen.1) 

1)  Eine  andere  Behandlung  des  Problems  der  g§  141  und  948  iit  von  Lud 
Kelvin  in  einer  neueren  Arbeit  gegeben:  „Deep  Water  Ship-Wave*",  JVoe.  R  S. 

Edin.,  86,  S.  668,  1B06  (Phil.  Mag.  (6),  9,  S.  738). 
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§  243.  Wenn  wir  in  dem  Problem  des  §  240  die  Tiefe  endlich 
und  gleich  A  nehmen,  so  wird  bei  Abwesenheit  von  Dissipation  Un- 
bestimmtheit eintreten  oder  nicht,  je  nachdem  die  Geschwindigkeit  c 
des  Stromes  kleiner  oder  größer  als  Ygh,  der  maximalen  Wellen- 
geschwindigkeit für  die  gegebene  Tiefe,  ist;  siehe  §  230.  Die  Schwierig- 
keit, welche  sich  im  ersteren  Falle  darbietet,  kann  durch  Einführung 
kleiner  Reibungskräfte  vermieden  werden;  aber  es  mag  gemäß  der 
vorausgehenden  Untersuchung  vorweggenommen  werden,  daß  deren 
hauptsächlichste  Wirkung  darin  besteht,  die  Erhebung  der  Oberfläche 
in  einiger  Entfernung  stromaufwärts  von  dem  störenden  Druck  zu 
annullieren,  und  wenn  wir  dies  von  Anfang  an  voraussetzen,  so  haben 
wir  nicht  nötig,  unsere  Gleichungen  durch  Beibehaltung  der  Reibungs- 
glieder  zu  Überlasten.1) 

Im  Fall  einer  einfach  harmonischen  Druckverteilung  setzen  wir 
voraus,  daß 

—  —  —  x  +  ß  cosh  k  (y  +  A)  sin  kx  1 

—  —  —  y  +  ß  sinh  k  (y  +  ä)  cos  Jcxj 
wie  in  Gleichung  (3)  des  §  230.    An  der  Oberfläche 

y  =>  ß  sinh  kh  cos  ~kx  (2) 

haben  wir  folglich 

— 9V  —  *  (a1  —  <?)  —  ß  (*«*  "osb  kh  —  g  sinh  kh)  coa  lex,     (3) 

sodaß  dem  eingeprägten  Druck 

Pn  —  C  cos  kx  (4) 

die  Form 

y  ■"■  -  ■  i-i — m ■  .  ,.  cos  kx  (o) 

der  Oberfläche  entspricht.  Wie  in  §  240  ist  der  Druck  an  den  Wellen- 
tälern am  größten  und  an  den  Bergen  am  kleinsten,  oder  umgekehrt, 
je  nachdem  die  Wellenlänge  größer  oder  kleiner  als  die  ist,  welche 
der  Geschwindigkeit  c  entspricht,  was  mit  der  allgemeinen  Theorie 
im  Einklang  steht. 

Die  Verallgemeinerung  der  Gleichung  (5)  nach  Fooriers  Methode 
gibt 

[**»  (6) 


'"*/= 


ftc"  oosh  kh  —  g  sinh  kh 


1)  Ei  ist  jedoch  nicht  basondexs  mühsam,  die  Reibungskräfte  ausdrücklich 
i  Rochnang  zu  bringen,  falls  diese  sehr  klein  sind. 
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was  die  Wirkung  eines  Drucken  vom  Gesamtbeträge  P  darstellt,  wel- 
cher auf  einen  schmalen  Oberflächenatreifen  beim  UrspnmgipBBkte 
wirkt.     Dies  kann  man  in  der  Form 


■-£,-[- 

J    «c 


schreiben. 

Wir  betrachten  jetzt  das  komplexe  Integral 


f- 


rät, 


wo  £  —  m  +  i«.  Die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  bat  «■ 
singulären  Punkt  J  —  T  ioo,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist, 
und  die  übrigen  singulären  Punkte  sind  als  die  Wurzeln  der  Gleichung 

*?*-£  "» 

gegeben.  Da  (6)  eine  gerade  Funktion  von  X  ist,  so  wird  es  ge- 
nügen, den  Fall  eines  positiven  x  zu  betrachten. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  daß  c1  >  gh  iBt  Die  Wurzeln  tob 
(9)  sind  dann  alle  rein  imaginär,  d.  h.  sie  sind  von  der  Form  ±iß, 
wo  ß  eine  Wurzel  von 

ist.  Die  kleinste  positive  Wurzel  hiervon  liegt  zwischen  0  und  Tx, 
und  die  höheren  streben  mit  immer  wachsender  Annäherung  nach 
den  Werten  (s  +  i)  x,  wo  s  eine  ganze  Zahl  iBt  Wir  wollen  dien 
Wurzeln  der  Reihe  nach  mit  ßai  ßt,  ß%,  ■  •  ■  bezeichnen.  Nun  nehmen 
wir  als  Integrationsweg  in  (8)  die  Linie  an,  welche  aus  der  u-Acbse, 
aus  einem  unendlich  großen  Halbkreis  auf  der  positiven  Seite  dieser 
Achse,  und  ans  einer  Reihe  von  kleinen  Kreisen  besteht,  welche  die 
singulären  Punkte  £  —  ißQ,  ißlr  ißt,  ■  ■  •  umschließen.  Der  Teil,  wel- 
cher von  dem  unendlich  großen  Halbkreis  herrührt,  verschwind«* 
offenbar.  Es  ist  femer  bekannt,  daß,  wenn  a  eise  einfache  Wuntel 
von  /"(£)  =  0  ist,  der  Wert  des  Integrals 

in  positiver  Richtung  um  einen  kleinen  Kreis  genommen,  welcher 
den  Punkt  £  —  a  einschließt,  gleich ') 


J  t< 


1)  Forsyth,  Thtory  of  Function;  §  U. 


»Google 
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2"m  (») 

ist    Im  Falle  ron  (8)  haben  wir 

f  («)  -  coth  o  -  a (coth'  «  -  1)  _  i-  [^ (l  -  ^)  +  «•  j;    (12) 
»etsen  wir  also  a  —  iß„  so  nimmt  der  Aasdruck  (11)  die  Form 

2xB,e    »  (13) 

4M,   WO 

h (M) 


'     **-$(»-Ä 

Der  fragliche  Satz  gibt  dann 


/ — e-—zidu+  I — c>    aii-i«5V  **-o.  (i&) 

/  «ooth«-**  J    uuAu-%  4* 

Wenn  wir  in  dem  ersteren  Integral  —  «  für  w  schreiben,  k  lautet 
dieses: 

J  "«' 


Die  Form  der  Oberfläche  ist  dann  durch 

r  0 

Begeben. 

Eh  folgt,  daß  die  Oberflächenerhebung,  welche  natürlich  in  Bezog 
auf  den  Ursprungspunkt  symmetrisch  ist,  jenseits  einer  gewissen  Ent- 
fernung vom  Störnngszentrnm  unmerklich  wird. 

Wenn  andererseits  c8  <  gh,  so  besitzt  die  Gleichung  (9)  ein  Paar 
reeller  Wurzeln  (±_  a),  indem  die  kleinsten  Wurzeln  (±  fit)  von  (10) 
jetxt  verschwunden  sind.  Das  Integral  (7)  ist  dann  unbestimmt,  da 
die  Funktion  anter  dem  Integralzeichen  innerhalb  des  Integration»- 
gebietes  unendlich  wird.  Einer  von  dessen  Werten,  nämlich  der 
Huptwert  im  Sinne  von  Cauchv,  kann  jedoch  durch  dieselbe  Methode 
wie  vorher  erhalten  werden,  wenn  wir  die  Punkte  £  —  j:  «  von  dem 
Sebiete  ausschließen,  indem  wir  Halbkreise  mit  kleinem  Radius  t  auf 
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der  Seite,  wo  v  positiv  ist>  tun  sie  ziehen.    Die  Teile  des  komplexen 
Integrals  (8),  welche  von  diesen  Halbkreisen  herrühren,  sind 


wo  /"(«)   durch  Gleichung  (12)  gegeben  ist;  deren  Summe  ist  also: 

2*^sin^,  (18) 

wo 

Die  Gleichung,  welche  (16)  entspricht,  erhält  dann  die  Form 


IM- 


-du xABm™  +  x^Bte~  »  -  (20) 


Wenn  wir  also  den  Hanptwert  des  Integrals  in  Gleichung  (7)  nehmen, 
so  ist  die  Oberflächenerhebung  auf  der  Seite  der  positiven  z-Achse: 

t— ■&**"+ '*$bs'*-         <™ 

In  einiger  Entfernung  vom  Ursprungspunkte  besteht  also  die 
Deformation  der  Oberfläche  aus  dem  einfach  harmonischen  Wellen- 
zug, der  durch  das  erste  Glied  dargestellt  ist,  wobei  die  Wellenlänge 
-  —  die  ist,  welche  einer  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  auf  stillem 
Wasser  entspricht. 

Da  die  Funktion  (7)  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  symmetrisch 
ist,  so  lautet  das  Resultat  für  negative  Werte  von  x: 


,-'ii 


.2**- 


Die  allgemeine  Lösung  unseres  unbestimmten  Problems  wird  ver- 
vollständigt, wenn  man  zu  (21)  und  (22)  Glieder  von  der  Form 


addiert.  Die  praktische  Lösung,  welche  den  Einfluß  unendlich  kleiner 
di&sipativer  Kräfte  einschließt,  wird  erhalten,  wenn  man  diese  Zusatz- 
glieder  so  wählt,  daß  sie  die  Deformation  der  Oberfläche  in  einiger 
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Entfernung  stromaufwärts  verschwinden  lassen.     Für  positive  Werte 
von  x  erhalten  wir  also  schließlich 

»— $*  +  ?  +  £$*>-*.  <M 

und  für  negative  Werte  von  x 

*-&$*■'*  Cä5) 

Betreffs  einer  anderen  Methode,  das  bestimmte  Integral  in  dieser 
Aufgabe  zu  behandeln,  müssen  wir  auf  die  unten  genannte  Arbeit 
von  Lord  Kelvin  verweisen. 

§  344.  Dieselbe  Methode  kann  angewendet  werden,  am  die 
Wirkung  kleiner  Unregelmäßigkeiten  im  Bett  eines  Stromes  zu  unter- 
suchen. *) 

Wir  nehmen  zuerst  an,  daß  der  Boden  die  Gestalt 

y  =  _  h  _|-  y  cos  kx  (1) 

hat,   wo   der  Koordinatenanfangspunkt  wie  gewöhnlich  in  der  unge- 
störten Oberflache  liegt.     Dementsprechend  schreiben  wir 

■^  —  —  x  +  (o  cosh  ky  +  ß  sinh  ky)  sin  kx 

-j  ■-  —  y  +  (a  sinh  ky  +  ß  cosh  ky)  cos  ky 

Die  Bedingung,  daß  (1)  eine  Stromlinie  bilden  soll,  lautet  naherungs- 
weise: 

Y  —  —  a  sinh  kh  +  ß  cosh  hh,  (3) 

da   ka,  kß,  ky   als   klein  gedacht  sind.     Die  Formel  für  den  Druck 
ist  näh erungs weise 

2-  —  konst.  —  gy  -f  Je1  («  cosh  ky  ■+-  ß  sinh  ky)  cos  kxf         (4) 

und  deshalb  ist  längs  der  Stromlinie  i>  —  0 

2-  —  konst.  +  (k(?a  —  ^0)  cos  kx, 

sodaß  die  Bedingung  für  eine  freie  Oberfläche 

Wa-gß-Q  (5) 

1)  Bir  W.  Thomson,  „On  Stationär?  Wavee  in  Flowing  Water«,  Phil.  Mag. 
(6),  CS,  8.  368,  446  und  SIT,  1886,  lowic  88,  8.  62,  1887. 


(2) 
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ergibt.    Die  Gleichungen  (3)  tmd  (5)  bestimmen  a  und  ß.   Das  Profil 
der  freien  Oberfläche  wird  also  durch 
y  =  ß  cos  kx 

— - cos  kx  (6) 

coihfcA  —  ^jiinhiÄ 
gegeben. 

Wenn  die  StromgeBchwindigkeit  kleiner  als  diejenige  (s.  Glei- 
chung (4)  des  §  228)  von  Wellen  auf  ruhigem  Wasser  von  gleich- 
formiger  Tiefe  A  ist,  welche  gleiche  Länge  wie  die  Schwankungen 
des  Bodennivtiaus  haben,  so  ist  der  Nenner  negativ,  sodaß  die  Er- 
hebungen und  Senkungen  der  freien  Oberfläche  gegen  diejenigen  des 
Bettes  umgekehrt  sind.  Im  entgegengesetzten  Falle  folgen  die  Schwan- 
kungen der  Oberfläche  denjenigen  des  Bettes,  aber  mit  verschiedenem 
vertikalen  Maßstab.  Wenn  c  genau  den  Wert  hat,  der  durch  Glei- 
chung (4)  des  §  228  gegeben  ist,  so  wird  die  Lösung  unbestimmt, 
wie  zu  erwarten  war,  indem  der  Nenner  verschwindet  Um  in  diesem 
Fall  ein  verständliches  Resultat  zu  erhalten,  würden  wir  gezwungen 
sein,  dissipative  Kräfte  besonders  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Die  obige  Lösung  kann  nach  dem  Fourierschen  Satze  so  verall- 
gemeinert werden,  daß  sie  für  den  Fall  gilt,  wo  die  Unregelmäßig- 
keiten des  Bettes  einem  willkürlichen  Gesetze  folgen.  Wenn  das 
Profil  des  Bettes  durch 

, *+/•(*) *  +  i  IM  /f(£)co.*(*-6)<«      (7) 


-w- 


gegeben  ist,  so  wird  dasjenige  der  freien  Oberfläche  durch  Super 
position  von  Gliedern  von  der  Form  (6)  erhalten,  welche  von  den 
verschiedenen  Elementen  des  Fourierschen  Integrales  herrühren;  also: 


AB  co.i  (*-£)_ 


(8) 


Im  Falle  einer  einzigen  isolierten  Unregelmäßigkeit  in  dem  Punkt 
des  Bettes,  welcher  senkrecht  unter  dem  Ursprung  liegt,  reduziert 
sich  dies  auf 


-'■/, 


coeh  *A  —  =^-.  flinh  kh 


«  / "L^ — t 


(3) 
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wo  Q  den   Flächeninhalt  darstellt,   welcher  von   dem  Profil  der  Un- 
gleichheit  über   dem   allgemeinen   Niveau    des   Bettes   eingeschlossen 
wird.     Fflr  eine  Senkung  wird  Q  natürlich  negativ  sein. 
Die  Diskussion  des  Integrals 


/ 


_&!<$ (10) 

Ecoehf  —  ^4  Mnh£ 

kann  genau  wie  in  §  241  geführt  werden.  Die  zn  integrierende 
Funktion  unterscheidet  sich  nur  durch  den  Faktor  ;.  ;  die  singu- 
lären  Punkte  sind  deshalb  dieselben  wie  vorher,  und  wir  können  die 
Resultate  sofort  hinschreiben. 

Für  <?>gh  finden  wir  also  die  Oberflächengestalt 

«       +&- 


,-i%B. 


wobei  das  untere  oder  obere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
x  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  e*  <  gh,  so  ist  die  praktische  Losung 

für  positives  x,  und 

»-*?*&•*  (») 

für  negatives  x. 

Die  Zeichen  a,  ßlf  A,  Bt  haben  hier  genau  dieselben  Bedeutungen 
wie  in  §  243. ») 

§  245.  Wenn  wir  in  den  Problemen  der  §§  241  und  243  überall 
eine  Geschwindigkeit  —  c  parallel  zur  «-Richtung  hinzufügen,  so  er- 
halten wir  den  Fall  einer  Druckstörung,  welche  auf  der  Oberfläche' 
des  sonst  stillen  Wassers  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  fort- 
schreitet. In  dieser  Form  der  Frage  ist  es  nicht  schwierig,  auf  eine 
allgemeine  Weise  den  Ursprung  des  Wellenzuges  zu  erklären,  welcher 
der  Störung  nachfolgt 


1)  Eine  seht  intereusante  Zeichnung  den  Wellenprofile«,  welches  durch  eine 
LMlierte  Unregelmäßigkeit  im  Bett  hervorgebracht  wird,  ist  in  Lord  Kelvins  Arbeit 
gBReben,  Pfcö.  Mag.  (6),  33,  8.  629,  1986.  Die  Wirkung  einer  plötzlichen  Änderung 
im  Niveau  im  Bett  ist  von  W.  Wien  erörtert  worden,  Hydrodynamik,  Leipsig, 
1»00,  3.  301. 
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Wenn  z.  B.  gleiche  Impulse  nacheinander  auf  eine  Reihe  von 
äquidistanten,  parallelen  Linien  an  der  Oberfläche  in  gleichen  Zeit- 
intervallen wirken,  so  wird  jeder  Impuls  für  sich  ein  Wellensystem 
von  der  Art  hervorbringen,  wie  es  in  §  237  untersucht  worden  ist 
Denken  wir  uns  die  Systeme,  welche  von  den  verschiedenen  Impulsen 
herrühren,  superponiert,  so  fallt  sofort  in  die  Augen,  daß  die  einzelnen 
Bestandteile,  welche  einander  verstärken,  diejenigen  sind,  welche  die 
der  Geschwindigkeit  c  zugehörige  Wellenlänge  haben,  mit  der  die 
Druckstörung  über  die  Oberfläche  fortschreitet,  und  welche  sich  über- 
dies in  demselben  Sinne  bewegen.  Die  Untersuchungen  der  §§  234 
und  238  zeigen  femer,  daß  die  Gruppen  von  Wellen  dieser  besonderen 
Länge,  welche  erzeugt  werden,  beständig  zurückgelassen  werden. 

Diese  Ergebnisse  haben  eine  Bedeutung  für  die  Fragen,  welche 
sich  auf  den  „  W eilenwiderstand"  der  Schiffe  beziehen.  Für  die  zwei- 
dimensionale Form  des  Problems  ergibt  sich  aas  §  243,  daß  eine  ort 
liehe  Druckstörung,  welche  mit  der  Geschwindigkeit  c  <  Ygh  auf 
ruhigem  Wasser  von  der  Tiefe  h  vorwärts  schreitet,  von  einem  ein- 
fach harmonischen  Zug  von  Wellen  von  der  Länge  —  begleitet  wird, 
die  der  Geschwindigkeit  c  entspricht  und  deshalb  durch  Gleichung  (4) 
des  §  228  bestimmt  wird.  Hingegen  ist  das  Wasser  auf  der  Vorder- 
seite der  Störung  fast  in  Ruhe.  Wenn  wir  uns  eine  feste  vertikale 
Ebene  auf  der  Rückseite  der  Störung  gezogen  denken,  so  gewinnt  der 
Raum  auf  der  Vorderseite  dieser  Ebene  in  der  Zeiteinheit  die  Wellen- 
energie \gQa%c,  wo  a  die  Amplitude  der  erzeugten  Wellen  ist.  Die 
Energie,  welche  durch  die  Ebene  hindurchgeführt  wird,  iat  durch 
Gleichung  (14)  des  §  235  gegeben.  Der  Unterschied  stellt  die  Arbeit  dar, 
welche  von  der  störenden  Kraft  geleistet  wird.  Wenn  also  B  den  hori- 
zontalen Widerstand  bezeichnet,  welchen  der  störende  Körper  erfährt,  so 

haben  wir  ,  2*A    \  ... 

R^ig^(l-^^j-  (1) 

Wenn  c  von  0  bis  zu  Ygh  wächst,  so  nimmt  xh  von  oo  bis  zu  0 
ab,  und  S  fällt  deshalb  von  igga*  auf  0.1) 

Wenn  c>ygh,  so  ist  das  Wasser  außerhalb  einer  gewissen 
kleinen  Entfernung  auf  jeder  Seite  fast  ungestört,  und  der  Wellen- 
widerstand E  ist  dann  0.1) 

1)  Es  ist  jedoch  eh  bemerken,  daß  die  Amplitude  a,  welche  von  einer  ge- 
gebenen Störung  herrührt,  sich  auch  mit  c  ändert.  Dies  wird  durch  Gleichimg  (41) 
des  §  242  für  den  Fall  unbegrenzter  Tiefe  erläutert.  Es  ergibt  eich,  daB  a  für 
gegebenes  P  sich  wie  «e-**  verhält,  wo«--^  ist. 

8)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  „On  Ship  Waves",  Proc.  Inst.  JtfeA  JEng., 
3.  August  1SST  {Populär  Lectores  and  Äddrteses,  London  1889—04,  Bd.  III,  8.  450). 
Eine  Formel,  welche  mit  (1)  gleichbedeutend  ist,  wurde  von  demselben  Autor 
(Phü.  Mag.  (5),  23,  S.  461)  gegeben.  ,.;  0  , 

ig   z        y  ^ 
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Eine  interessante  Abänderung  der  Frage  bietet  siob,  wenn  eine 
Flüssigkeit  einer  anderen  von  etwas  größerer  Dichte  überlagert  ist. 
Wenn  o  und  o'  die  Dichten  der  unteren  bzw.  oberen  Flüssigkeit  sind, 
Und  wenn  die  Tiefe  der  oberen  Schicht  h'  ist,  während  diejenige  der 
unteren  Schicht  praktisch  unbegrenzt  ist,  so  zeigen  die  Resultate 
von  Stokes,  von  denen  in  §  231  die  Rede  war,  daß  zwei  Wellen- 
systemc  erzeugt  werden  können,  deren  Längen  —  mit  der  Geschwindig 
keit  c  der  Störung  durch  die  Formeln 

(2) 

verknüpft  sind.    Man  kann  leicht  beweisen,  daß  der  durch  die  zweite 
Gleichung  bestimmte  Wert  von  x  reell  ist,  solange  als 

<?  <>-=£&.  (3) 

Wenn  c  den  hier  angegebenen  Wert  übersteigt,  so  wird  nnr  ein 
System  von  Wellen  erzeugt,  und  wenn  der  Unterschied  der  Dichten 
klein  ist,  so  wird  der  Wellenwiderstand  praktisch  derselbe  sein  wie 
im  Falle  einer  einzigen  Flüssigkeit,  da  die  Verhältnisse  denen  des 
§  241  ähnlich  sind.  Aber  wenn  e  unter  den  kritischen  Wert  fallt, 
so  kann  ein  zweites  System  tou  Wellen  auftreten,  bei  dem  die  Am- 
plitude an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche  diejenige  an  der  oberen 
Fläche  weit  übertrifft;  diesen  Wellen  wird  der  Totwasser-Widerstand 
zugeschrieben,  anf  welchen  in  §  231  hingewiesen  wurde.1) 

Wellen  mit  endlicher  Amplitude. 
§  346.  Die  Beschränkung  auf  unendlich  kleine  Bewegungen  in 
den  Untersuchungen  der  §§  226  usw.  erfordert,  daß  das  Verhältnis  y 
der  maximalen  Erhebung  zur  Wellenlänge  klein  sein  muß.  Die  Be- 
stimmung der  Wellenformen,  die  den  Bedingungen  der  gleichförmigen 
Fortpflanzung  ohne  Gestaltswechsel  genügen,  wenn  diese  Einschränkung 
aufgegeben  wird,  bilden  den  Inhalt  einer  klassischen  Arbeit  von 
Stokes.1) 

1)  Ekinan,  I.  c,  S.  486. 

3)  „Od  the  theory  of  OBcillatory  Waren",  Camb.  Tränt.,  »,  1817  (mit  einer 
Ergänzung  wiederabgedruckt  in  den  Math,  and  Phys.  Papert,  Bd.  I,  8.  197 
nnd  314). 

Die  Umrisse  einer  allgemeineren  Untersuchung,  welche  den  Fall  permanenter 
Wellen  an  der  gemeinschaftlichen  Grenzflache  zweier  horizontaler  Ströme  ein- 
schließt, sind  tou  Helmholtz  gegeben  worden:  „Zur  Theorie  von  Wind  nnd 
Wellen",  Bert.  Monatsber.,  26.  Juli  1889  (Gm.  Abk.,  Bd.  III,  S.  SOfl).  Siehe  auoh 
Wien,  Hydrodynamik,  S.  160. 

'•-"•  ■""*—*.  d?,™jbC 


482  IX-  Oberfi&chenwellen. 

Dieses  Problem  wird  am  bequemsten  als  ein  solches  der  stationären 
Bewegung  behandelt.  Wenn  wir  kleine  Größen  von  der  Ordnung  -tj 
vernachlässigen,  so  wird  die  Lösung  der  Aufgabe  rar  den  Fall  un- 
begrenzter Tiefe  in  den  Formeln 

- ■  -  =  —  x  +  0e**  sin  kx\ 


(i) 

-y  +  ß&*  coBkxj 
enthalten  sein.3) 

Die  Gleichung  des  Wellenpronles  i>  •=  0  wird  durch  stnfenweise 
Annäherang  in  folgender  Form  erhalten: 

y-ßt*fcoshx~ß(].  +  hy  +  \ky  +  ---)coskx  | 

—  \kßt+ß(l  +  %k*ß*)coakx  +  \kß*eOB2kx+%kaß*coa3};x+--y(  ' 
oder  wenn  wir 

setzen, 

y  -  i*a»  -  a  coahx  +  ±ha*  cos  2kx  +  |*V  cos  3kx  +  ■  ■  ■      (3) 

Soweit  wir  dies  entwickelt  haben,  fällt  es  mit  der  Gleichung  einer 
Trochoide  zusammen,  bei  welcher  der  Umfang  des  rollenden  Kreises 
-r-  oder  A  and  die  Länge  des  Armes  des  erzeugenden  Punktes  n  ist 
Wir  haben  noch  zu  zeigen,  daß  die  Bedingung  des  gleichförmigen 
Druckes  längs  dieser  Stromlinie  durch  einen  passend  gewählten  Wert 
von  c  erfüllt  werden  kann.  Ans  Gleichung  (1)  erhalten  wir  ohne 
Annäherung 

p  -  konst  -  gy  -  \?  { 1  -  2kß<*'  cos  hx  +  Ä*/J»e»*»|,  (4) 

und  deshalb  längs  der  Linie  y  —  ß&*  cos  hx 

f  -  konst  +  (W  -  g)y-  t*V0VM 

-  konst  +  (itc*  -g  -  fcV/^y-f  ■■) 

Fjs  wird  also  der  Bedingung  für  eine  freie  Oberfläche  bei   dem  Tor- 
liegenden Grade  der  Annäherung  genügt,  vorausgesetzt,  daß 

*-f+lUf-{p  +*■«■).  (6) 

Dies  bestimmt  die  Geschwindigkeit  eines  fortschreitenden  Wellen- 
systems von  permanentem  Typus  und  zeigt,  daß  diese  mit  der  Am- 
plitude o  etwas  wächst. 


1)  Lord  Rayleigb,  l.  s.,  8.  806. 
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Betreifs  der  Methoden,  eine  größere  Annäherung  zu  gewinnen,  und 
betreffs  der  Behandlung  des  Falles  endlicher  Tiefe  müssen  wir  auf 
die  ursprünglichen  Untersuchungen  von  Stokes  verweisen. 

Die  Figur  zeigt  das  Wellenprofil  in  dem  Falle  ka  =  \  oder 
t-  —  0,0796,  wie  es  durch  Gleichung  (3)  gegeben  ist. 


Die  angenähert  trochoidale  Form  gibt  einen  Umriß,  welcher 
an  den  Kämmen  schärfer  und  in  den  Tälern  flacher  ist  als  in 
dem  Falle  von  einfach  harmonischen  Wellen  mit  unendlich  kleiner 
Amplitude,  der  in  §  228  untersucht  wurde,  und  diese  Eigentümlich- 
keiten werden  noch  ausgeprägter,  wenn  die  Amplitude  wächst.  Wenn 
die  trochoidale  Form  nicht  bloß  eine  angenäherte,  sondern  eine  genaue 
wäre,  so  würde  die  Grenzform  an  den  Kämmen  Spitzen  haben,  wie 
im  Falle  der  Gerstnerschen  Wellen,  die  sogleich  besprochen  werden 
sollen. 

Für  das  vorliegende  Problem,  wo  die  Bewegung  als  wirbelfrei 
vorausgesetzt  ist,  iet  von  Stokes1)  in  einer  sehr  einfachen  Weise 
gezeigt  worden,  daß  die  extreme  Form  scharfe  Winkel  von  120°  be- 
sitzt. Die  Aufgabe  wird  immer  als  eine  solche  der  stationären  Be- 
wegung behandelt,  wobei  die  Bewegung  nahe  bei  dem  Winkel  durch 
die  Formeln  des  §  63  gegeben  sein  wird.  Wenn  wir  also  Polar- 
koordinaten f,  0  mit  dem  Kamme  als  Ursprungspunkt  einführen  und 
die  Anfangslinie  von  B  senkrecht  nach  unten  ziehen,  so  haben  wir 
*  —  Cr"  cos  m&,  (7) 

zugleich  mit  der  Bedingung,  daß  ip  =  0,  wenn  0  =  ±  a,  sodaß 

ma  =  \%. 
Diese  Formel  ergibt 

ä  —  mCr-  \  (8) 

wo  q  die  resultierende  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  ist.  Aber  da 
die  Geschwindigkeit  am  Kamme  verschwindet,  so  wird  ihr  Wert  für 
einen  benachbarten  Punkt  der  freien  Oberfläche  durch 

2S  =*  2gr  cos  a  (9) 

gegeben,  wie  in  Gleichung  (2)  des  §  24.  Vergleichen  wir  (8)  mit 
(9),  so  sehen  wir  ein,  daß  wir  m  =  -|  und  deshalb  a  =  $x  haben 
müssen. ') 

1)  Math,  and  Phys.  Popen,  Bd.  I,  S.  227. 

8)  Das  vollständige  Wellenprofil  ist  von  Miohell  untersucht  und  gezeichnet 
worden,  „The  Higheet  Wave»  in  Water",  Phü.  Mag.  (6),  88,  8.  480,  1888.  Er 
findet,  daß  die  extreme  Höhe  =■  0,142  X  iet,  und  daß  die  Wellengeschwindigkeit 
in  dorn  Verhältnisse  1,2  zu  1  größer  ist  als  in  dem  Falle  unendlich  kleiner  Höhe. 


^'zedoyLiOOgie 
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Im  Falle  von  Wellen,  welche  auf  rnhigem  Wasser  fortschreiten, 
bewegen  sich  die  Teilchen  in  den  Kämmen,  wenn  diese  ihre  extreme 
Gestalt  haben,  mit  genau  der  gleichen  Geschwindigkeit  wie  die 
Welle  vorwärts. 

Ein  anderer  interessanter  Punkt,  welcher  diese  Wellen  von  per- 
manenter Form  betrifft,  ist  der,  daß  sie  in  Bezog  auf  das  ungestörte 
Wasser  ein  gewisses  Beweguugsmoment  in  der  Richtung  der  Wellen- 
fortpflanzung  besitzen.  Das  Moment  der  Flüssigkeit,  welche  zwischen 
der  freien  Oberfläche  and  einer  Tiefe  h  (anter  dem  Niveau  des  Ursprnngs- 
punktee)  enthalten  ist,  wo  letztere  groß  gegen  die  Wellenlänge  l  sein 
soll,  ist  pro  Wellenlänge 

_  v  ff  p.  dxiy  -  qcM,  (10) 

da  an  der  Oberfläche  nach  Voraussetzung  tf>  =.-  0  und  in  großer  Tiefe  A 
nach  Gleichung  (1)  ty  =  ch  sein  soll  Bei  Abwesenheit  der  Wellen  wäre 
nach  (3)  die  Gleichung  der  oberen  Flache  y  —  $ka*,  und  der  ent- 
sprechende Wert  des  Momentes  wäre  deshalb 

9c(h  +  %lia*)X.  (11) 

Der  Unterschied  dieser  Werte  ist  gleich 

TCQCt'c,  (12) 

was  also  pro  Wellenlänge  das  Moment  eines  Systemes  fortschreitender 
Wellen  von  permanenter  Form  angibt,  die  sich  auf  Wasser  bewegen, 
welches  in  großer  Tiefe  ruht. 

Um  die  vertikale  Verteilung  dieses  Momentes  zu  finden,  bemerken 
wir,  daß  die  Gleichung  einer  Stromlinie  $  —  ch'  aus  (2)  gefunden 
wird,  wenn  man  y  +  h'  für  y  und  /Je-**1  für  ß  schreibt.  Das  mitt- 
lere Niveau  dieser  Stromlinie  ist  deshalb  durch 

j, h'  +tfßßer***  (13) 

gegeben.  Folglich  ist  im  Falle  des  ungestörten  Fließens  das  Moment 
der  Fltlssigkeitsschicht,  welche  zwischen  das  Oberflächenprofil  und  die 
fragliche  Stromlinie  eingeschlossen  ist,  pro  Wellenlänge 

«.cMÄ'+wa-«-"*')}-  (w) 

Das  tatsächliche  Moment  ist  gch'X,  wir  haben  also  für  das  Moment 
derselben  Schicht  in  dem  Falle  von  Wellen,  die  auf  rnhigem  Wasser 
vorwärts  schreiten, 

*fa'c(l-tr»").  (15) 

Es  ergibt  sich  also,  daß  bei  diesen  fortschreitenden  Wellen  ton 
permanenter  Form  die  einzelnen  Teilchen  keine  reinen  Schwingung^ 
bewegungen  ausführen,  und  daß  hingegen  im  ganzen  ein  langsames, 
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doch  ständiges  Vorwärtsschreiten  in  der  Richtung  der  Wellenbewegung 
stattfindet.1)  Den  Betrag  dieser  Strömung  in  einer  Tiefe  A'  findet 
man  näherungsweise,  wenn  man  Gleichung  (15)  nach  h'  differenziert 
and  durch  oj.  dividiert,  nämlich 

AVc«""*'.  (16) 

Dies  nimmt  von  der  Oberfläche  aus  nach  unten  zu  rasch  ab. 

§  247.  Ein  System  strenger  Gleichungen,  welche  eine  mögliche 
Form  der  Wellenbewegung  für  unendliche  Tiefe  der  Flüssigkeit  aus- 
drücken, wurde  bereits  vor  langem,  nämlich  um  1802,  von  Gerstner*), 
nnd  später  unabhängig  von  Rankine')  gegeben.  Die  physikalische 
Bedeutung  der  Resultate  wird  jedoch  durch  den  Umstand  beeinträch- 
tigt, daß  die  Bewegung  bei  diesen  Wellen  nicht  wirbelfrei  ist. 

Wenn  die  ar- Achse  horizontal  und  die  (/-Achse  senkrecht  nach 
oben  gezogen  wird,  so  können  die  fraglichen  Formeln  folgendermaßen 
geschrieben  werden: 

x  =  a  +  -j-  e**  sin  k  (o  +  et)  | 


y  —  6  —  -j-  e4*  cos  k  (o  +  cf) ) 


(i) 


wo  die  Bezeichnung  nach  der  Lagrangeschen  Weise  (§  16)  geschieht, 
d.  h  a  nnd  o  sind  zwei  Größen,  welche  dazu  dienen,  ein  Teilchen  zu 
identifizieren,  und  x,  y  sind  die  Koordinaten  dieses  Teilchens  zur 
Zeit  t.  Die  Konstante  k  bestimmt  die  Weltenlänge,  und  c  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Wellen,  welche  sich  in  der  negativen  x  Richtung 
fortpflanzen. 

Um  diese  Lösung  zu  bestätigen,  und  um  den  Wert  von  c  zu  be- 
stimmen, bemerken  wir  zunächst,  daß 

sodaß  die  Lagrangesche  Kontinuitätsgleichung  (2)  des  §  16  erfüllt 
wird.  Setzen  wir  ferner  aus  (1)  in  die  Bewegungsgleiehungen  des 
3  13  ein,  so  finden  wir 


f(f+«) 


+  ss\ 4cV»  cos  *  (a  +  cf)  +  Je"«'" 


(») 


1)  Staket,  I.  c,  S.  481.  Ein  anderer  einfacher  Beweis  dieses  Sataes  ist  von 
Lord  Ravleigh  gegeben  worden,  I.  c,  S.  806. 

S)  Prof.  der  Mathematik  in  Prag,  1789—1823.  Seine  Abhandlung  „Theorie 
der  Wellen"  wurde  in  den  Äbh.  d.  k.  Böhm.  Ges.  d.  FF«s.,  1802,  veröffentlicht 
QObertg  Aimakn  der  Physik,  82,  1809). 

1)  „On  the  Emct  Form  of  Wavee  near  the  Suriace  of  Deep  Water",  Phil. 
Tram.,  1863  (Sc.  Paper»,  S.  481). 
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folglich 

^-konst— g{b-~<*>lcoBh(a  +  ct)}-c,etbco8lc(a  +  ct)  +  ±cte"'K    (4) 

Für  ein  Teilchen  an  der  freien  Oberfläche  muß  der  Druck  kon- 
stant Bein;  dies  erfordert,  daß 

«■-f  (») 

wie  in  §  228.     Dies  ergibt 

*-  -  konst.  -  gb  +  ^eV».  (6) 

Ea  ist  aus  Gleichung  (1)  klar,  daß  die  Bahn  des  Teilchens  (a,  b) 
ein  Kreis  mit  dem  Radius  Ä_1  s*6  ist. 

Die  Figur  zeigt  die  Linien  gleichen  Druckes  b  =  konst.  für  eine 
Reihe  äquidistanter  Werte  von  fr.1)  Die  Kurven  sind  Trochoiden, 
welche  dadurch  erhalten 
werden,  daß  man  Kreise 
mit  den  Radien  k~l  auf 
den  unteren  Seiten  der 
Linien  y— 6+Är1  rollen 
läßt,  wobei  die  Abstände 
der  erzeugten  Punkte 
von  den  entsprechenden 
Zentren  k~ 1  e**  sind.  Jede 
dieser  Linien  kann  als 
eine  Darstellung  einer 
möglichen  freien  Ober- 
fläche betrachtet  werden, 
wobei  die  äußerste  zu- 
lässige Form  diejenige  der  Zykloide  ist.  Die  punktierten  Linien 
stellen  die  aufeinanderfolgenden  Formen  dar,  welche  von  einer  Linie 
von  Teilchen  eingenommen  werden,  die  vertikal  ist,  so  oft  sie  durch 
einen  Kamm  oder  durch  ein  Tal  geht. 

Es  ist  bereits  gesagt  worden,  daß  die  Flüssigkeit  bei  diesen  Wellen  in 
einer  Wirbelbewegung  begriffen  ist.  Um  dies  zu  beweisen,  bemerken  wir, 


—  y  d  {<*b  Bmk(a  +  et)}  +  ce"b öa 


CD 


was  kein  vollständiges  Differential  ist. 


1)  Die  Abbildung  ist  derjenigen  sehr  ähnlich,  welche  ursprünglich  von 
Gera tn er  gezeichnet  and  von  nachfolgenden  Autoren  wiedergegeben  wurde. 
Geratnen  eigene  Beweisführung  beruht  anf  einer  fehlerhaften  Annahme,  welche 
jedoch  verbessert  werden  kann.  Man  sehe  die  zweite  englische  Auflage  dieses 
Buches,  S  88S. 
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Die  Zirkulation  in  der  Begrenzung  des  Parallel  o  gram  mee,  denen 
Ecken  mit  den  Teilchen 

(a,  6),  (a  +  Sa,  b),  (a,  b  4-  Sb),  (a  +  ta,b  +  6b) 
zusammenfallen,  ist  nach  Gleichung  (7) 

-£(«"•»•)». 

und  der  Flächeninhalt  ist 

y^  SafSb  -  (1  -  e"»)  Sadb. 

Folglich  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  a>  eines  Elementes  (a,  b) 
i.ju 

»--rr?»'  W 

Dieser  Wert  ist  an  der  Oberfläche  am  größten  und  nimmt  mit 
wachsender  Tiefe  rasch  ab.  Sein  Sinn  ist  demjenigen  der  Umdrehung 
der  Teilchen  in  ihren  kreisförmigen  Bahnen  entgegengesetzt. 

Ein  System  derartiger  Wellen  kann  deshalb  nicht  durch  die 
Wirkung  solcher  Kräfte  aus  der  Ruhe  heraus  erzeugt  oder  aufgehoben 
werden,  wie  sie  in  den  allgemeinen  Betrachtungen  der  §§  17  und  33 
Torausgesetzt  wurden.  Wir  können  jedoch  annehmen,  daß  durch 
passend  gewählte  Drucke,  welche  auf  die  Oberfläche  der  Wellen 
wirken',  die  Flüssigkeit  allmählich  in  einen  Zustand  des  horizontalen 
Fließens  übergeführt  wird,  wobei  die  Geschwindigkeit  u  eine  Funktion 
der  Ordinate  y  allein  ist.1)  Bei  diesem  Zustand  haben  wir  r-  —  1, 
während  y   eine  Funktion  von  b  ist,  welche,  durch  die  Bedingung 

(») 

(10) 


oder 

3  (o,  6) 

8|«J) 
l-e>" 

zu  bestimmen  ist. 

Dies 

ergibt 

8u' 
db 

8  t.' 

db 

9»,»»' 

■2"jc 

und  deshalb 

(11) 

u'-ce,ki.  (12) 

Fflr  das  Entstehen  dieser  Wellen  durch  gewöhnliche  Kräfte  ist 
also  als  Grundlage  eine  ursprüngliche  horizontale  Bewegung  erforder- 
lich,   welche    der    Fortpflanzungsrichtung    der    schließlich    erzengten 

1)  Betreffs  einer  voll  ständigeren  Darlegung  siehe  Stokes,  Math,  and  Phys. 
P^.Bd.J.S.,«. 
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Wellen  entgegengesetzt  ist,  und  welche  überdies  von  der  Oberfläche 
aus  rasch  nach  unten  zu  gemäß  dem  Gesetze  (12)  abnimmt,  wobei  5 
eine  Funktion  von  y   ist,  welche  durch 

ff-h-yrW  (13) 

bestimmt  wird. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  diese  rotationellen  Wellen,  wenn  sie 
einmal  erzeugt  sind,  das  Bewegungsmoment  0  besitzen.1) 

§  248.  Bei  seinen  interessanten  experimentellen  Untersuchungen 
wurde  Scott  RubboII  dazu  gefuhrt,  einer  besonderen  Form  von  Wellen 
große  Aufmerksamkeit  zu  schenken,  welche  er  als  die  irEinseltcelUi" 
bezeichnet.1)  Dies  ist  eine  Welle,  welche  aus  einer  einzigen  Erhebung 
besteht,  deren  Hohe  nicht  notwendig  klein  gegen  die  Tiefe  der  Flüssig- 
keit ist,  die  aber,  wenn  sie  einmal  erzeugt  ist,  sich  längs  eines  gleich- 
förmigen Kanal  es  mit  nur  kleiner  oder  gar  keiner  Formänderung 
auf  eine  beträchtliche  Strecke  fortpflanzen  kann.  Wellen,  die  nur  aus 
einer  Senkung  von  ähnlichem  Betrag  bestehen,  zeigen,  wie  beobachtet 
wurde,  nicht  dieselbe  Beständigkeit,  sondern  lösen  sich  in  eine  Reihe 
kürzerer  Wellen  auf. 

Die  Einzelwelle  kann  als  eine  Grenzform  der  Stokesschen  Wellen 
von  permanentem  Typus  betrachtet  werden,  wobei  die  Wellenlänge 
groß  gegen  die  Tiefe  des  Kanales  ist,  sodaß  die  weit  gesonderten  Er- 
hebungen von  einander  praktisch  unabhängig  sind.  Die  von  Stokea 
gebrauchten  Naherungsmethoden  werden  jedoch  ungeeignet,  wenn  die 
Wellenlänge  viel  größer  als  die  Tiefe  ist,  und  die  späteren  Unter- 
suchungen über  die  Einzelwelle  sind  deshalb  auf  anderem  Wege  aus- 
geführt worden. 

Die  erste  derselben  wurde  unabhängig  von  Boussinesq*)  und  von 
Lord  Rayleigh*)  gegeben.  Der  letztere  Autor  behandelt  die  Aufgabe 
als  eine  der  stationären  Bewegung,  indem  er  im  wesentlichen  von  der 
Formel 

«  +  *»  -  F(x  +  iy)  -  e  "d'F{x)  (1) 

ausgeht,  wo  F{x)  reell  ist.  Dies  ist  besonders  für  Fälle,  wie  den 
vorliegenden,  geeignet,  wo  eine  aus  der  Schar  der  Stromlinien  gerad- 
linig ist.     Aus  Gleichung  (1)  leiten  wir 

1)  Ein  System  genauer  Formeln,  welche  nach  dem  Oeretnenchen  Vorbild 
den  Fall  stduiukr  Wellen  darrteilen,  irt  von  Gnyon  angegeben,  Comptei  Renduir 
117,  S.  722,  1868. 

»)  „Report  on  Waves",  Brit  Am.  Rep.,  1841. 

8)  CompUt  Bendm,  19.  Juni  1871. 

4)  1.  c,  8.  806. 
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♦  -yr-t f-+£f- — I 

ab,  wo  die  Striche  Differentiationen  nach  x  bezeichnen.  Die  Strom- 
linie i>=-0  bildet  hier  daa  Bett  dea  Kanales,  während  wir  an  der 
freien  Oberfläche  $>  =■  —  ch  haben,  wo  c  die  gleichförmige  Geschwindig- 
keit and  h  die  Tiefe  in  den  Teilen  der  Flüssigkeit,  gleichviel  ob  vorn 
oder  hinten,  bedeute^  welche  von  der  Welle  unberührt  Bind. 

Die   Bedingung    des    gleichförmigen    Druckes    längs    der    freien 
Oberfläche  gibt 

u'  +  J-<*-2g<s-h),  (3) 

oder,  wenn  man  aus  Gleichung  (2)  einsetzt, 

F*-1fF'r"  +  y*F'-*+ <?-2g(y-K).  (4) 

Aber  nach  Gleichung  (2)  haben  wir  längs  derselben  Oberfläche 

fr-f-r"+ eh.  (5> 

Es  bleibt  noch  übrig,  F  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  zu  elimi- 
nieren; das  Ergebnis  wird  eine  Differentialgleichung  sein,  welche  die 
Ordinate  y  der  freien  Oberfläche  zu  bestimmen  gestattet  Wenn  die 
Funktion  F"  (x)  und  ihre  Differentialquotienten,  wie  wir  annehmen 
wollen,  sich  so  langsam  mit  x  ändern,  daß  sie  sich  nur  um  einen  kleinen 
Bruchteil  ihrer  Werte  ändern,  wenn  x  am  einen  Betrag  wächst,  der 
mit  der  Tiefe  h  vergleichbar  ist,  so  werden  die  Glieder  in  (4)  und  (5) 
allmählich  an  Größe  abnehmen,  und  die  fragliche  Elimination  kann 
durch  stufenweise  Annäherungen  ausgeführt  werden. 
Aus  Gleichung  (5)  ergibt  sich 


aus  uieicnung  \dj  ergiDi  sien 

»"— 7  +  T""  + c*(7  +  T»"(7)"+-)i     <6> 

mn  wir  mit  diu  Glieder  von  der  zuletzt  hingeschriebenen  ( 

ät  Gleichung  (4): 


wenn  wir  nur  die  Glieder  von  der  zuletzt  hingeschriebenen  Ordnung 
bewahren,  so  lantet  Gleichung  (4): 


oder  vereinfacht, 


.2.  iL  _  JL  iL    -1 .  _  gg(y-*) . 


(7) 


Wenn  wir  mit  y1  multiplizieren  nnd  integrieren,  ferner  die  will- 
kürliche Eonstante  so  bestimmen,  daß  y  =  0  für  y  =  h  ist,  bo  er- 
halten wir 
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y  "r   8    y  X  "*"     *•  c'A'      ' 

oder 

y'-ä'rffl-f).  (8) 

Folglich  veraeh windet  y  nur  für  y  —  A  lind  </="=,  und  da  der  lebte 
Faktor  positiv  sein  muß,  so  ergibt  sich,  daß  —  ein  TtfftT?ni"ff  ron  y 
ist.  Daher  besteht  die  Welle  ganz  aus  einer  Erhebung,  und  wenn 
wir  die  maximale  Höhe  über  dem  ungestörten  Niveau  mit  a  be- 
zeichnen, so  haben  wir 

c*-9(h  +  a),  (9) 

was  gerade  die  empirische  Formel  für  die  Wellengeschwindigkeit  ist, 
welche  von  Russell  Torgeschlagen  wurde. 

Die  Grenzforin  der  Welle  muß  wie  in  §  246  einen  scharfen 
Kamm  von  120°  haben;  und  da  die  Flüssigkeit  hier  in  Ruhe  ist,  so 
werden  wir 

<*  —  2ga 

haben.     Wenn  die  Formel  (9)  auf  diesen  extremen  Fall  anwendbar 
wäre,  so  würde  a  =•  h  folgen. 
Wenn  wir  der  Kürze  halber 

y-Ä-ij| 

»'»  +  .)       »  (10) 

Sa       ™  "J 

setzen,  so  finden  wir  ans  Gleichung  (8) 

V-±J(i-|)*.  C") 

was  integriert 

,-««*»!?  (1!) 

gibt,  wenn  der  Anfangspunkt  von  x  unter  dem  Kamm  genommen  wird 
Es  gibt  keine  bestimmte  „Länge"  der  Welle,  aber  wir  können 


g  ihrer  Ausdehnung  bemerken,  daß  die  Er- 
ihrea  maximalen  Wertes  ist,  wenn  y  —  3,636. 
re 
y-l  +  tsech»ii 


a 

6 

h 

h 

0,1 

1,916 

0,2 

1,411 

0,8 

1,30! 

0,4 

1,080 

0,6 

1,000 

0,6 

0,948 

0,7 

0,900 

0,8 

0,866 

0,9 

0,839 

1,0 

0,616 
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stellt  das  Wellenpronl  für  den  Fall  a  —  ±h  dar.  Für  niedrigere 
Wellen  muß  der  Maßstab  von  y  verkleinert,  und  der  von  x  vergrößert 
werden,  wie  in  der  beigefügten  Tabelle  angegeben  ist, 
welche  das  Verhältnis  -=-,  das  den  horizontalen  Maßstab 
bestimmt,  für  verschiedene  Werte  von  -r  enthält. 

Wenn  man  die  obigen  Rechnungen  durchsieht,  so 
wird  man  finden,  daß  bei  den  Annäherangen  die  vierte 
Potenz  des  Verhältnisses  — - ,  ■  ■  vernachlässigt  worden  ist 

Wenn  wir  der  Flüssigkeit  eine  Geschwindigkeit  —  c 
parallel  znr  x-  Achse  erteilen,  so  erhalten  wir  den  Fall 
einer  fortschreitenden  Welle  auf  ruhigem  Wasser.  Es 
ließe  sich  dann  leicht  beweisen,  daß,  wenn  das  Ver- 
hältnis -T-  klein  ist,  die  Bahn  jedes  Teilchens  einen  Bogen  einer 
Parabel  bildet,  deren  Achse  vertikal  und  deren  Scheitel  nach  oben 
zu  liegt.1) 

Auf  den  ersten  Anblick  dürfte  es  aussehen,  als  wäre  die  obige 
Theorie  mit  den  Ergebnissen  des  §  185  im  Widerspruch,  wo  be- 
hauptet wurde,  daß  eine  Welle  von  endlicher  Höbe,  deren  Länge 
groß  gegen  die  Tiefe  ist,  notwendig  eine  beständige  Formänderung 
beim  Vorwärtsschreiten  erfahren  muß,  und  daß  ferner  die  Veränderungen 
um  so  rascher  vor  sich  gehen  sollen,  je  größer  die  Erhebung  über 
das  ungestörte  Niveau  ist.  Die  genannte  Untersuchung  erfordert  jedoch 
eine  so  große  Wellenlänge,  daß  die  vertikale  Beschleunigung  vernach- 
lässigt werden  kann,  woraus  folgt,  daß  die  horizontale  Geschwindig- 
keit nahezu  gleichförmig  von  der  Oberfläche  bis  auf  den  Grund  ist 
{§  171).  Die  eben  gegebene  Tabelle  zeigt  andererseits,  daß  die  Einzel- 
welle um  so  flacher  ist,  je  länger  sie  ist.  Mit  anderen  Worten,  je 
mehr  sie  sich  dem  Charakter  einer  langen  Welle  im  Sinne  von  §  171 
nähert,  um  so  leichter  wird  die  Formänderung  durch  eine  geringe  An- 
passung der  Geschwindigkeiten  der  Teilchen  abgewendet.1) 

Die  Bewegung  an  den  Grenzen  der  Einzelwelle  kann  durch  eine 
sehr  einfache  Formel  dargestellt  werden.  Indem  wir  eine  Einzelwelle, 
welche  sich  in  der  positiven  ^-Richtung  fortpflanzt,  betrachten  und 
den  Ursprung  in  einen  Punkt  des  Grundes  auf  der  Vorderseite  der 
Welle  verlegen,  nehmen  wir  an,  daß 

tp  m-Ae~mi-*~tt>  cos  my.  (13) 

Dies  erfüllt  die  Gleichung 
,  Ay  =  0, 

1)  BouBBinesq,  I.  e. 

2)  Stokea,  „On  tho  Higheat  Wavn  of  Uniform  Piopagation",  Proc.  Comb. 
PMl.  Soc,  4,  8.  871,  188S  (Math,  attd  Phya.  Paper»,  Bd.  V,  S.  140). 
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und  die  Oberflächenbedingung 


wird  auch  für  y  —  h  befriedigt,  wenn 

Wie  man  findet,  stimmt  dies  nahezu  mit  Lord  Rayleighs  Untersuchung 
überein,  wenn  man  m  =—  6-1  setzt. 

Die  obige  Bemerkung,  welche  dem  Verfasser  von  dem  verstorbenen 
Sir  George  Stokee1)  gütigst  mitgeteilt  wurde,  war  durch  eine  Unter- 
suchung von  McCowan1)  veranlaßt  worden,  welcher  zeigte,  daß  die 
Formel 

E±i*  _  _  (ß  +  ig)  +  u  tangh  *»(«  +  iy)  (16) 

die  Bedingungen  bis  auf  einen  hohen  Grad  der  Annäherung  erfüllt, 
wenn 

<?  -  i  tang  mh  (17) 

und 

««-*«»■<•(*+»«))  (18) 

a  =-  a  tang  $m  (h  +  a)J* 

wobei  a  die  maximale  Erhebung  über  das  mittlere  Niveau  und  a  eine 
Hilfskonstante  bezeichnet  In  einer  späteren  Abhandlung  wurde  die 
extreme  Form  der  Welle  geprüft,  wobei  der  Kamm  einen  scharfen 
Winkel  von  120°  bildet8)  Für  den  extremen  Wert  des  Verhält- 
nisses -  wurde  0,78  gefunden,  in  welchem  Falle  die  Wellengeschwindig- 
keit  durch  c*  =■=  1,56  gh  gegeben  ist 

§  240.  Die  Untersuchung  von  Lord  Rayleigh  und  Boussinesq 
läßt  sich  so  umändern,  daß  sie  die  Theorie  eines  Wellenzngs  von 
endlicher  Höhe  in  einem  Kanal  von  begrenzter  Tiefe  gibt*)    Bei  der 

1)  Yei-gl.  Beine  Math,  and  Phys.  l'apers,  Od.  V,  S.  162. 

2}  „Oii  the  Solitary  Wave",  Phil.' Mag.  (6),  82,  S.  46,  1801. 

3)  „On  the  Highest  Wave  of  Permanent  Type",  Pfcil.  Mag.  (6),  38,  3.  SGI,  1804. 

4)  Eorteweg  und  De  Fries,  „On  the  Change  of  Form  of  Long  Waves  advan- 
cing  in  a  Reetangular  Canal ,  and  on  a  New  Type  of  Long  Stationary  Wavea", 
I'hii.  Mag.  (6),  39,  S.  422,  1896.  Die  Methode  dieser  Autoren  ist  etwas  anders. 
Wie  der  Titel  anzeigt,  enthalt  die  Arbeit  überdies  eine  Untersuchung  darüber, 
wie  das  Wellenprofil  sich  in  jedem  Augenblick  ändert,  wenn  die  Bedingungen 
für  die  Permanenz  der  Form  nicht  erfüllt  sind. 

Betreffs  anderer  Umarbeitungen  der  Methode  von  Lord  Rayleigh  verweisen 
wir  auf  Gwyther,  Phü.  Mag.  (6),  60,  S.  218,  308  und  349,  1900. 
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als  stationär  gedachten  Bewegung  wird  das  Moment  pro  Wellen- 
länge  k  durch 

jßudxdy  -  -  ojj^  dxdy  =  -  q^X  (19) 

dargestellt,  wo  ip,  der  freien  Oberfläche  entspricht.  Wenn  h  die  mitt- 
lere Tiefe  ist,  so  kann  dieses  Moment  gleich  pcAA  gesetzt  werden, 
wo  e  die  mittlere  Stromgeschwindigkeit  bezeichnet  Unter  dieser 
Voraussetzung  haben  wir  an  der  Oberfläche  wie  vorher  qfrj  =  —  eh. 
Die  willkürliche  Konstante  in  Gleichung  (3)  hingegen  muß  vorläufig 
unbestimmt  bleiben,  sodaß  wir  folgendermaßen  schreiben: 

v*  +  v>-C-2gy.  (20) 

An  Stelle  von  Gleichung  (8)  finden  wir  dann 

<f-^,(3i-i)^-»)<y-K),  (äi) 

wo  Äj  und  A,  die  obere  und  untere  Grenze  von  y  sind,  und 


Es  leuchtet  ein,  daß  I  nicht  größer  als  ht  sein  kann. 
Wenn  wir  jetzt 

y-Ä.cos^  +  Vin'a:  (23) 

schreiben,  so  finden  wir 

/»|i-Vl-*,»il*^  (24) 

WO 

Wenn  die  y-Achse  durch  einen  Kamm  gelegt  ist,  so  haben  wir 

'-/yrTO-W'.*)  <W 

und 

SJ-*,  +  (»,-J,)cn>|.       [moi*].  (27)') 

Die  Wellenlänge  wird  durch 


i  -  20  C—J}^,^  -  2ßF, 


(i)  (28) 


1)  Die  durch  Gleichung  (27)  dargestellten  Wellen  heißen  bei  den  genannten 
Autoren  „enoidal  wavea".  Betreffs  der  Methode,  zu  einer  weiteren  Annäherung 
fortzuschreiten,  mausen  wir  auf  die  ursprüngliche  Arbeit  verweisen. 

Diglz=d,yCOO^[e 
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gegeben.     Aus  (23)  und  (24)  folgt  ferner 


!*•,(*)  +  (*,-!)£,  (1)|.  (29) 


Da  dies  gleich  hl  sein  muß,  so  haben  wir 

(A-O^iW-Ä-O^W.  (30) 

In  den  Gleichungen  (25),  (28)  and  (30)  haben  wir  vier  Be- 
ziehtingen, welche  die  sechs  Größen  hLI  k\,  l,  Je,  X,  ß  verknüpfen, 
sodaß  die  übrigen  mathematisch  bestimmt  sind,  wenn  zwei  derselben 
willkürlich  vorgeschrieben  sind.  Die  Wellengeschwindigkeit  e  wird 
dann  durch  Gleichung  (22)  gegeben.1)  Die  Form  der  Wellen  und 
ihre  Geschwindigkeit  werden  z.  B.  durch  die  Länge  l  und  die  Höhe  A, 
der  Kämme  Ober  dem  Grund  bestimmt. 

Die  Einzelwelle  des  §  248  ist  als  ein  besonderer  Fall  einge- 
schlossen. Wenn  wir  I  —  Ä,  setzen,  so  haben  wir  t—  1,  and  die 
Formeln  (28)  und  (30)  zeigen  dann,  daß  l  =  oo,  h^  —  h. 

%  350.  Die  Theorie  der  Wellen  von  permanentem  Typus  ist 
durch  Helmhol tz  in  eine  Beziehung  zu  einem  allgemeinen  Prinzip 
der  Dynamik  gebracht  worden.1) 

Wenn  wir  in  den  Bewegungsgleichungen  eines  gyrostatischen 
Systeme«  (24)  des  §  141  9 

Qt s 


ft- 


i>v 


(U 


setzen,  wo  V  die  potentielle  Energie  ist,  so  ergibt  eich,  daß  die  Be- 
dingungen   der    stationären   Bewegung    bei    konstanten  Werten  von 


iiC+f)-» 


4c+jo- 


(*) 


1)  Wenn  die  Tiefe  endlich  ist,  so  erbebt  aich  die  Frage,  was  übaiiwipt 
unter  dem  Ausdruck  „WeJlengeach  windigkeit"  zu  verstehen  ist.  Die  im  Tot 
betrachtete  Geschwindigkeit  ist  die  dei  Wellenprofils  in  Bezug  auf  den  Tilg- 
heitamittelpunkt  der  Flfissigkeitsmaase,  welche  zwischen  iwei  vertikale  Eben» 
eingeschlossen  ist,  die  um  eine  Wellenlänge  entfernt  sind.  VexgL  Stokes,  Melk 
and  Phg».  Popen,  Bd.  I,  S.  208. 

8)  „Die  Energie  der  Wogen  und  des  Windes",  Bari.  Monatiber.,  11.  Mi 
löso  {Ges.  Abk.,  Bd.  IC,  8.  3S8). 

Digmzed^y  G00gle 


Dynamische  Bedingung  für  permanenten  Typus.  495 

lauten,  wobei  K  die  Energie  der  Bewegung  ist,  die  irgendwelchen 
vorgeschriebenen  Werten  der  Koordinaten  qlt  qtr  . .  .,  qn  entspricht, 
wenn  dieselben  durch  Anbringung  geeigneter  äußerer  Kräfte  konstant 
erhalten  werden. 

Ea  wird  vorausgesetzt,  daß  diese  kinetische  Energie  durch  die 
konstanten  Momente,  welche  den  ignorierten  Koordinaten  %,  %',■■• 
entsprechen,  und  durch  die  „greifbaren"  Koordinaten  qi,  qit  .  ■  ■,  qn 
ausgedrückt  ist.  Sie  kann  jedoch  auch  durch  die  Geschwindigkeiten 
X,  %',■■■  und  durch  die  Koordinaten  ql}  qt,  ...,qn  ausgedrückt  werden; 
in  dieser  Form  bezeichnen  wir  sie  mit  T0.  Genau  wie  in  §  242  kann 
gezeigt  werden    daß 

3Ii 8K 

dir  Hr* 

sodaß  die  Bedingungen  (2)  mit 

£(r-za-o,  ^(r-T„)-o,  ..,j|_(r-Tj-o    (3> 

gleichbedeutend  sind. 

Es  ist  also  die  Bedingung  für  eine  freie  stationäre  Bewegung  mit 
irgendwelchen  vorgeschriebenen  Werten  von  gtl  qt,  . . .,  qH  die,  daß  der 
entsprechende  Wert  von  P  +  K  oder  V—  T0  stationär  sein  muß.  Vergl. 
§  202  (11). 

Wenn  wir  ferner  —  g—  4-  Qr  m  den  Gleichungen  des  §  141  für 
Qr  schreiben,  sodaß  Qr  jetzt  eine  Komponente  der  äußeren  Kraft  be- 
zeichnet, so  finden  wir,  indem  wir  der  Reihe  nach  mit  qlt  qt)  -..,% 
multiplizieren  und  addieren, 


£(*- 


V  +  K)  -  ftft+  ftä  +  •  •  •  +  Qmq„,  (4) 

wo  3  der  Teil  der  Energie  ist,  welcher  von  den  Geschwindigkeiten 
Qu  in  •■•><?.  abhängt.  Aus  demselben  Grunde  wie  in  §  204  folgt, 
daß,  falls  dissipative  Kräfte  vorhanden  sind,  welche  die  Koordinaten 
ft,  qt,  .  . .,  q%,  aber  nicht  die  ignorierten  Koordinaten  %,  %,  ...  be- 
einflussen, die  Bedingung  der  säkularen  Stabilität  so  lautet,  daß 
V  +  K  ein  Minimum  sein  soll 

Wenn  wir  dies  auf  die  Aufgabe  der  stationären  Wellen  anwenden, 
bo  werden  wir  an  Klarheit  gewinnen,  wenn  wir  alle  Unendlichkeiten 
aas  der  Frage  entfernen,  indem  wir  uns  vorstellen,  daß  die  Flüssig- 
keit in  einem  ringförmigen  Kanal  von  gleichförmigem  rechteckigen 
Querschnitt  und  sehr  großem  Radius  zirkuliert,  wobei  die  Seiten  des 
Rechteckes  horizontal  bzw.  vertikal  Bind.  Es  kann  angenommen 
werden,  daß  die  generalisierte  Geschwindigkeit  g,  welche  der  iguo- 
rierten  Koordinate  entspricht,  gleich  dem  Floß  durch  die  Einheit  der 
Breite  des  Kanales  ist,  und  das  konstante  Moment    der  Zirkulation 


>yLiOOgie 
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kann  durch  die  zyklische  Konstante  %  ersetzt  werden.  Die  Koordinaten 
*?i  i  ffn  •  ■  ■»  In  ^er  allgemeinen  Theorie  werden  jetzt  durch  den  Wert 
der  Oberflächenerhebung  ij  dargestellt,  wobei  diese  als  eine  Funktion 
der  Raum ko ordinate  x  der  Längsrichtung  betrachtet  wird.  Die  ent- 
sprechenden Komponenten  der  äußeren  Kraft  werden  durch  willkür- 
liche Drucke  dargestellt,  die  auf  die  Oberfläche  wirken. 

Wenn  l  den  gesamten  Umfang  des  Kanals  bezeichnet,  dann  haben 
wir  pro  Einheit  der  Breite 

r-ittliH*,  (5) 


)  t}  der  Bedingung 


'vjv'1 


/' 


ydx-O  (6) 


unterworfen  ist. 

Wenn  wir  ebenso  leicht  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  die 
kinetische  Energie  der  stationären  Bewegung  erhalten  könnten,  welcher 
irgend  einer  vorgeschriebenen  Form  der  Oberfläche  entspricht,  so 
würde  die  fragliche  Bedingung  in  je  einer  der  obigen  Formen  durch 
das  gewöhnliche  Verfahren  der  Variationsrechnung  zu  einer  Bestimmung 
der  etwaigen  möglichen  Formen  der  stationären  Wellen  führen.1) 

Praktisch  ist  dies  nur  durch  stufenweise  Annäherungsmethoden 
Ausführbar.  Es  dürfte  jedoch  zur  Erläuterung  der  Sache  dienen,  wenn 
wir  auf  Grundlage  der  eben  angeführten  Theorie  die  Resultate  wieder- 
herstellen, welche  wir  bereits  für  lange  Wellen  mit  unendlich  kleiner 
Amplitude  erhalten  haben. 

Wenn  h  die  Tiefe  des  Kanales  ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  in 
irgend  einem  Querschnitt,  wenn  die  Oberfläche  mit  der  willkürlichen 
Erhebung  ij  in  Ruhe  gehalten  wird,  gleich  r-?— ,  wo  %  der  Fluß  ist. 
Folglich  haben  wir  für  die  zyklische  Konstante  nBherungsweise 

*  -  i/(*  +  v)-'d'  -'i(i  +  vi/V*>).  (?) 


11  Betreffs  einiger  allgemeiner  Betrachtungen,  welche  sich  auf  du  Problem 
der  stationären  Wellen  an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche  zweier  Strome  be- 
liehen, mag  auf  die  Arbeit  von  Helmholtz  verwiesen  werden.  Diese  enthalt 
ferner  am  Ende  einige  Betrachtungen,  die  sich  auf  Berechnungen  von  Energie  und 
Be wegtragen) oment  gründen,  betreffs  der  Lange  der  Wellen,  welche  durch  einen 
Wind  von  gegebener  Geschwindigkeit  erregt  würden.  Diese  scheinen  die  An- 
nahme zu  enthalten,  daß  die  Wellen  notwendig  von  permanenter  Form  sind,  da 
wir  nur  auf  Grund  einer  solchen  Hypothese  einen  bestimmten  Wert  für  das 
Moment  eines  Wellenzuges  mit  kleiner  Amplitude  erhalten. 


>yLiOOgie 
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wo   das   Glied  der  ersten  Ordnung   in  ij  vermöge   der  Gleichung  (6) 
weggelassen  ist. 

Die  kinetische  Energie  J-p^i  kann  sowohl  durch  %  wie  durch  x 
ausgedruckt  werden.     Wir  erhalten  auf  diese  Weise 


*.-t*(»+A/vH 

(8) 

*-T*r[*-mf**i- 

(9) 

Der  veränderliche  Teil  von  V  —  TQ  ist 

k*(s~-&)ffA*> 

(10) 

und  derjenige  von  V  +  K  ist 

i » {*-£>>/ f**- 

(U) 

Es  ist  klar,  daß  diese  beide  für  ij  —  0  stationär  sind,  und  ferner, 
daß  sie  für  alle  unendlich  kleinen  Werte  von  i\  stationär  sind,  wenn 

l*  =- gha     oder     x'  —  gkl*. 
Wenn  wir  z=-ch  oder  x  —  cl  setzen,  so  lautet  diese  Bedingung 

<*-gh,  (12) 

in  Übereinstimmung  mit  §  174 

Es  ergibt  sich  überdies,  daß  die  Annahme  rt  -—  0  den  Wert  V+  K 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  je  nachdem  c*  größer  oder 
kleiner  als  gh  ist.  Mit  anderen  Worten,  die  ebene  Form  der  Ober- 
fläche ist  säkular  stabil,  wenn  und  nur  wenn  c  <  Ygh.  Es  ist  jedoch 
zu  bemerken,  daß  die  hier  betrachteten  dissipativen  Kräfte  von  be- 
sonderem Charakter  Bind,  sie  beeinflussen  nämlich  die  vertikale  Be- 
wegung der  Oberfläche,  nicht  aber  direkt  die  Strömung  der  Flüssig- 
keit Wenn  Drucke  angebracht  werden,  welche  irgend  eine  gegebene 
Form  der  Oberfläche  aufrecht  erhalten  sollen,  so  ist  nach  §  174  ein- 
leuchtend, daß  diese  Drucke  für  c*  >  gh  am  größten  in  den  Er- 
hebungen und  am  kleinsten  in  den  Senkungen  sein  müssen.  Wenn 
daher  die  Drucke  entfernt  werden,  so  werden  die  Unregelmäßigkeiten 
der  Oberfläche  zu  wachsen  streben. 
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Wellenbewegung  in  zwei  horizontalen  Dimensionen. 

§  251.  Wir  wollen  zunächst  einige  Fälle  der  Wellenfortpflanzung 
in  zwei  horizontalen  Dimensionen  x  und  y  betrachten.  Die  e-  Achse 
soll  senkrecht  nach  oben  gezogen  sein;  unter  der  Voraussetzung  un- 
endlich kleiner  Bewegungen  haben  wir  dann 

7-Ti-"  +  *<t>-  (1) 

wo  <f>  der  Gleichung 

Ao>-0  (2) 

genfigt     Die  willkürliche  Funktion  F(t)   mag  in   dem   Werte  tod 
-~-  eingeschlossen  sein. 

Wenn  wir  den  Anfangspunkt  in  die  ungestörte  Oberfläche  ver- 
legen und  durch  g  die  Erhebung  über  dieses  Niveau  zur  Zeit  t  be- 
zeichnen, so  muß  an  der  Oberfläche  die  Drnckbedingung 

«-fBru  <3> 

erfüllt  werden,  und  die  kinematische  Oberflächenbedingung  ist 

vergl.  §  226.     Für  e  -  0  müssen  wir  folglich 

haben,  oder  in  dem  Falle  einer  einfachen  Schwingung 

«V-»f?<  (6) 


wenn  e*C"+*)  der  Zeitfaktor  ist 

Wir  setzen  voraus,  daß  die  Flüssigkeit  sich  in  horizontaler 
Richtung  sowie  nach  unten  bis  in  das  Unendliche  erstreckt;  wir 
wollen  zunächst  die  Wirkung  einer  örtlichen  Anfangsstörung  kurz 
uniersuchen,  wenn  Symmetrie  um  den  Ursprungspunkt  herrscht. 

Im  Hinblick  auf  §  100  sieht  mau  leicht,  daß  die  typische  Lösung 
für  den  Fall  anfänglicher  Ruhe 

£  —  coa  tftJ9(k<T>)         ) 
lautet,  vorausgesetzt,  daß  wie  in  §  227 

♦*  —  #*•  jOOgt© 


Wellenbewegung  in  zwei  horizontalen  Dimensionen.  499 

Um  dieses  Resultat,  der  Bedingung  der  Symmetrie  gemäß,  zu 
verallgemeinern,  gehen  wir  auf  den  Satz  (12)  des  §  100  zurück, 
nämlich 


Den  Anfangsbedingungen 

J-/W1 

9.-°       I 
entsprechend  haben  wir 

v  _  gf^p  *'  J0  (km)  k  dk  ff (a)  Jt  (*«)  a  dt 

6  - J cos  9t  J0  (kW)  k  dkff(a)  Ja  (ka)  «  da 

Um  den  Fall  einer  anfänglichen  Erhebung,  welche  auf  die  un- 
mittelbare Nahe  des  Eoordinaten&nfangspunktes  konzentriert  ist,  zu 
▼erfolgen,  setzen  wir 


(9) 
(10) 


:)2*«<i«-l 


/,, 


f--^J~ifi,qtB)i,dh. 


(12) 


(13) 


f  —  —  r  cos  0  j 
3  —      f  sin  ff  I 


Indem   wir    den   Sinus    entwickeln    und    die   Formel   (8)    anwenden, 

(15) 

Mhreiben,  so  haben  wir  nach  Gleichung  (9)  des  §  102 

f<*'Jfl(iw)dk-±,  (16) 

mithin1) 

I)  Hobeon,  Proe.  Land.  Jftrfft.  Soe.,  25,  S.  72  und  78.     Dieie  Formel  iet 
jedoch  nicht  unentbehrlich;  «ehe  die  Anmerkung  auf  8.  449.  Dr  ,  !a, 
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|/S.*W)wi-(fjr}--atf. 


(17) 


wo  p  —  cob  ff  (Tergl.  §  85).    Folglich 

Hieraus  wird  der  Wert  von  £  durch  die  Formel  (3)  abgeleitet. 
Nach  den  §§  84  and  85  haben  wir 

^,.«(0)-0  | 

*um-c-y'-,.:.-.?:.rT  (19) 

folglich1) 

Es  zeigt  sich,  daß  jede  besondere  Phase  der  Bewegung  mit  einem 
besonderen  Werte  von  S-  verknüpft  ist,  und  daß  deshalb  die  ver- 
schiedenen Phasen  sich  in  radialer  Richtung  nach  außen  hin  fort- 
pflanzen, jede  mit  einer  konstanten  Beschleunigung. 

Bis  jetzt  Ut  kein  Ausdruck  für  die  Reihe  in  der  Formel  (20) 
gefunden  worden,  welcher  der  Formel  (20)  des  g  236  analog  und 
somit  für  den  Fall  brauchbar  wäre,  wo  '  -   groß   ist     Cauchy  und 


Poisson  haben  jedoch  Annäherungsmethoden  gegeben.  Die  Methode 
des  letzteren  ist  ihrem  Wesen  nach  die  folgende.  Da  nach  Glei- 
chung (7)  des  g  100 


J0(km)  —  —  fooa(ksscottß)dß,  (21) 

so  kann  die  zweite  der  Gleichungen  (11)  im  vorliegenden  Fall  durch 


J0(Aß)  —  —  I  oos(fcffl 

e  der  Gleichungen  (11 

£  —  lim  [-  ^-  |^. /"costftV'difc  /cos  (*0  cos/J)  rf/j]        (22) 

ersetzt  werden,  wo  angenommen  ist,  daß  e  vor  dem  Grenzabergang 
negativ  ist.    Wenn  ■?-,  und  deshalb  nm  ao  mehr  —---■»,  groß  ist,  so 

°  1  Ol '  aO  COB  p 

kann  genau  wie  in  g  236  gezeigt  werden,  daß 

lim   Icostf*  cos(i.<5  C0i/J)e**<W  —  sbcobI^008^01  "*"  8™i00f    (23) 
1)  Dieses  Resultat  wurde  von  Cuichy  und  Poisson  gegeben. 


aecosp 


Angenäherte  Resultate. 
Folglieh 


^V^«/f0M(i' 


mBec/JJ-fBm&msec/S)}  — ?-,    (24) 


Du  bestimmte  Integral  in  (24)  ist  gleichbedeutend  mit 

/  {Costco  cosh«)  +  flin(^a)  coshu)}  Ycoshudu, 


/' 


{cob(^<q  -f  msinh'^-u)  -|-  sin  (J-o»  +  cosiiih'-^u)} 


x  J2d(flmhi«)  + 


1  taagh  jud  (rinn'  Ju)  i 


(27) 


Yanhu  +  coHb  i  u 

fcos («imh>  Ju)rf(Binb^«)-rBin(o> Binh^^dfBiiih^«)- j]/^,  (28) 

so  reduziert  sich  der  erste  Teil  des  Integrals  (27)  auf 

1/foo.i».  (29) 

Der  Koeffizient  von  d  (sinh*  £  w)  in  dem  zweiten  Teil  verschwindet 
für  h  —  0  und  M  —  oo.  Poisson  fährt  damit  fort,  durch  eine  Reihe 
von  partiellen  Integrationen  zu  zeigen,  daß  dieser  zweite  Teil  für 
großes  m  vernachlässigt  werden  kann.  Setzen  wir  den  Ausdruck  (29) 
in  (24)  ein,  so  finden  wir 

l      a*       gt* 

—, äit  °°a  TZr 


.  =  - 


(30) 


oder,  wenn  wir  folgerichtig  nur  das  wichtigste  Glied  behalten, 


_€i"_ 


.»!" 


(31) 


ein  Resultat,  welches  von  Canch;  und  Poisson  gegeben  ist. 

Es  ist  nicht  nötig,  sich  mit  der  Deutung  aufzuhalten,  da  sie 
leicht  nach  dem  zu  erraten  ist,  was  in  §  238  in  Bezug  auf  den  zwei- 
dimensionalen Fall  gesagt  wurde.  Die  Ergebnisse  wurden  von  Poisson 
auf  Grund  der  Annahme  einer   anfänglichen   parabolischen   Senkung 

ausführlich  erörtert  ,  ",a,~.,-iI,> 
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Wenn  ursprünglich  ein  Stoß  auf  die  obere  Fläche  ausgeübt  wird, 
so  lautet  die  typische  Lösung 

(p  —  cos  ff  t  e*J  JJ,  (k  3J)       1 

l |ffsintf*  J,(*SJ)J 

Die  Voraügemoinerung,  gemäß  den  Anfangsbedingungen 


(32) 


(33) 


(34) 


Pf.,-  F(p)) 
{-0        (' 

fuhrt  auf  die  Lösung 

9>  —  —  /cos  et^*Ja(km)kdkfF(a)J0(ktt)adtt 

t —  Ja  sin  9t «r0  Qctl)hdJtjF(tt)  J9Qta)ad*\ 

Für   einen  Stoß,  welcher   auf  den  Ursprungspunkt   konzentriert 
ist,  wobei 

fr(«)**«tf«-l  (35) 

angenommen  wird,  finden  wir  insbesondere 

<p  -  -L  Tcos  at  &'  J0  (km)kdh.  (36) 

Da  dies  in  der  Form 

geschrieben   werden   kann,   so   finden  wir,   wenn   wir   die   Operation 
—  ,    auf  die  Ausdrücke  in  den  Gleichungen  (18)  and  (20)  anwenden, 

v       2*p\    r*  9t        r"       T     41         r'  i  I  . 

Wenn  ferner  |~  groß  ist,  so  haben  wir  an  Stelle  von  Gleichung  (81) 


2**pO* 


.yLaOogle 


Wellen  infolge  einer  periodischen  StOrnng.  503 

§  25S.  Wir  wollen  zunächst  die  Wirkung  eine«  örtlichen 
periodischen  Druckes  untersuchen,  der  auf  die  Oberfläche  wirkt,  indem 
wir  der  Methode  des  §  239  folgen. 

Bei  der  dreidimensionalen  Form  des  Problems  haben  wir  an 
Stelle  der  Gleichung  (4)  des  §  239 

*-*(fj-**  +  M»)-  (1) 

Dies  gibt 

Die  kinematische  Bedingung  (4)  des  §  251  gilt  wie  immer. 

Wenn  Symmetrie  um  die  tf-Achse  besteht,  so  nehmen  wir  an,  daß 


P) 


dann  finden  wir 

(»»»-«•  +  i>«)C-y,  (4) 

und  folglich 

«t  —  !-»*-<»)*  (MO'".  (») 


(6) 


wie  in  §  239. 

Einem  symmetrischen  Obernächendruck 


». -«»)*"'  CO 

entsprechend,  finden  wir  (siehe  Gleichung  (9)  des  §  251); 

**—+•/&$*&/«***!>'*•        w 

»  0 

Für  einen  Gesamtdruck  Petc",   welcher   gleichfSrmig  aber  einen 
Kreis  vom  Radins  a  Terteilt  ist,  haben  wir  z.  B. 

//"(«)  /,  (*«)  « <*«  -  ^i  A»  (**)  «  rf*  =  ^  «*i  (*«)»         (9) 
and  folglich 

^-^••Jmm^-      (io> 
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Kehren  wir  zum  allgemeinen  Fall  zurück;  da  gemäß  der  Differentwl- 
gleicbung  von  Jt 

*-J.(*«0 —  i^<=Aj.(*E),  (li) 

ho  haben  wir 

Für  einen  Druck  P&",  welcher  im  Ursprungspunkt  konzentriert 
ist,  lautet  dies: 

*      P^"'  1    d   „   c     f  J„(km)dk  ,19, 

WC— gs-»iigii./l-g-lift}-  <13> 


Da  nach  Gleichung  (7)  des  §  192 

Jt  (jfcs)  _  I  Au,  (äs  oosh  «)  rfu, 


(14) 


so  haben  wir 


■,  (15) 


-  -  ^/"(*«<«-"-«— -» <*+<«)/£££$)  *•] 

wo  das  Integral  in  Bezug  auf  fc  nach  der  Methode  des  §  241  tau* 
formiert  ist. 

Jetzt  können  wir  ohne  Schaden  fi,  =  0  setzen,  sodaß 

wo  D0   die  Funktion   ist,   welche   in   §  192  definiert  wurde.    Data 
lautet  Gleichung  (13)1): 

0  o 

-.— A»B)— i^^   bii-?g+  ,t.i 

X  WN       '        äff  IrH         *  B  *  w 


,(") 


i)  Ea  ist  hier  die  Identität 

_1  _£_  „  A.-™Oe«hi.  =  mi  -ma«nhir_ 

<t>  So    9a 

gebraucht  worden. 
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wo  die  Reihe  in  {  }  eemikonvergent  ist.  Für  Abstände  TS,  welche 
groß  gegen  —  sind,  kommt  das  erste  Glied  allein  in  Betracht  nnd 
wir  haben  nähe rungs weise 

99t '^^  B.(«»)  -  -  —J^  *<•>—-*•>.  (18) 

Dies  gibt  ein  System  von  ringförmigen  Wellen,  deren  Amplitude  der 
Quadratwurzel  der  Entfernung  vom  Ursprungspunkt  umgekehrt  pro- 
portional ist. 

Nehmen  wir  den  reellen  Teil  unserer  Ausdrücke,  so  finden  wir 

aus  Gleichung  (17) 

—  ,   —  ^—    J0  (xÖJ)  cos  tit  +  Glieder  mit  sin  a t.  (19) 

Der  Mittelwert  der  Arbeit,  welche  der  konzentrierte  Druck  Pcostft 
bei  der  Welle  nerzeugung  pro  Zeiteinheit  leistet,  ist  demnach 

^^    oder    ~.  (20) 

also  der  fünften  Potenz  der  Frequenz  proportional  Der  Gegensatz 
tu  dem  Falle  einer  periodischen  Kraft,  welche  auf  einen  Punkt  eines 
unbegrenzten  elastischen  Körpers  wirkt,  und  anderer  Ähnlicher  Auf- 
gaben, wo  die  geleistete  Arbeit  sich  wie  das  Quadrat  der  Frequenz 
verhält,  ist  vom  Standpunkte  der  Dynamik  dispergierender  Medien 
aus  interessant.1) 

§  353.  Wir  gehen  jetzt  dazu  Ober,  die  Wirkung  einer  örtlichen 
Druckstörung  zu  untersuchen,  welche  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
Aber  die  Oberfläche  fortschreitet.  Dies  wird  uns  wenigstens  in  den 
wichtigsten  GrundzOgen  eine  Erklärung  des  eigentümlichen  Wollen- 
lystemeB  geben,  welches  einem  Schiffe  nachfolgt,  das  sich  in  genügend 
tiefem  Wasser  bewegt.  r 

Eine  vollständige  Untersuchung  nach  der  Art  der  §§  240  nnd  241 
würde  etwas  umständlich  sein;  aber  die  besonders  wesentlichen  Merk- 
male werden  mit  Hilfe  der  vorangehenden  Resultate  leicht  ver- 
ständlich. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  ein  Druckzentrum  vorhanden  ist,  das 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  längs  der  x- Achse  in  negativer  Richtung 
bewegt,  und  daß  sich  dieses  in  dem  betrachteten  Augenblick  im 
Punkte  0  befindet.  Die  Erhebung  g  in  irgend  einem  Punkte  P  kann 
von  einer  Reihe  unendlich  kleiner  Stöße  herrührend  angesehen  werden, 
welche    in    unendlich    kurzen,    gleichen    Zeitintervallen    auf   Punkte 


1)  SS  161  und  258  sind  einer  Arbeit  von  Lamb,  welche  auf  S.  488  erwähnt 
irt,  entnommen. 
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der  x-Achse  rechte  von  0  ausgeübt  werden.  Unter  den  ringförmigen 
Wellensystemen,  welche  auf  dieserWeise  nacheinander  erzeugt  werden, 
werden  diejenigen  allein  dazu  beitragen,  eine  merkliche  Störung  im 
Punkt  P  zu  verursachen,  die  ihren  Ursprung  in  der  Nachbarschaft 
gewisser  Punkte  Q  haben,  welche  durch  die  Erwägung  bestimmt 
werden,  daß  die  Phase  in  P  in  Bezug  auf  Schwankungen  der  Lage 
von  Q  stationär  ist.  Wenn  nun  t  die  Zeit  bezeichnet,  welche  vom 
Störungszentrum  gebraucht  wurde,  um  von  Q  nach  0  zu  gelangen, 
so  ist  in  P  die  Phase  der  bei  Q  erzeugten  Wellen  gemäß  Glei- 
chung (39)  des  §251: 

£+**.  m 

wo  i3  —  QP.     Die  Bedingung  für  stationäre  Phase  ist  also 

*-'-?■  (2) 

Da  bei  dieser  Differentiation  0  und  P  als  fest  zu  betrachten  sind,  so 
haben  wir  is  —  c  cob  $,  wo  $  —  OQP;  folglich 

0Q-*ct  —  2dS*ec6.  (3) 

Es  ist  ferner  klar,  daß  die  Punkte  in  der  unmittelbaren  Nachbar- 
schaft von  P,  für  welche  die  resultierende  Phase  die  gleiche  wie  in  P 
ist,  in  einer  Linie  senkrecht  sa  QP 
liegen.     Ein   Blick   auf  die   neben- 
stehende Figur  zeigt  dann,  daß  eine 
Kurve   konstanter  Phase   durch  die 
Eigenschaft   ausgezeichnet   ist,   daß 
die  Tangente  die  Strecke  zwischen 
dem  Ursprungspunkt  und  den*. Fuß- 
punkt der  Normalen  halbiert.  Wenn 
p  das  Lot  vom  Ursprungspunkt  auf 
die   Tangente   und   8   den   Winkel    bezeichnet,   welchen   p    mit   der 
ic-Achse  macht,  so  haben  wir  nach  einer  bekannten  Formel 

folglich: 

2p--*- cot«,  (4) 

P  —  a  cos*  0.  (5) 

Die  Kurven  gleicher  Phase  sind  in  der  folgenden  Figur  dargestellt, 
wobei  der  Phasenunterschied  von  einer  Kurve  zur  anderen  2«  beträgt. 

Dies  entspricht  einer  Änderung  des  Parameters  c  um 
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Die  Kurven  sind  nach  den  Gleichungen 

x—  p  cos  6  —  ^|  sinO  =       |o(öcob  8  —  cos  30) 
y  —  psin  ö  +  *£-cos0 |a(ßin  9  +  sin  39) 


(6) 


gezeichnet.1) 

Da  offenbar  zwei  derartige  Kurven  durch  jeden  Punkt  P  gehen, 
welcher  innerhalb  der 
Grenzen  des  Wellen- 
systems  liegt,  so  ist  klar, 
daß  es  zwei  wirksame 
Stellungen  von  Q  gemäß 
der  vorhergehenden  Dar- 
legung gibt  Dieselben 
sind  durch  eine  sehr 
einfache  Konstruktion  zu 
bestimmen.  Man  halbiere 
nämlich  die  Strecke  OP 
in  C  und  ziehe  einen 
Kreis  mit  CP  als  Durch- 
messer. Wenn  dieser  Kreis  die  x- Achse  in  den  Punkten  R,,  ü,  trifft, 
und  wir  PQU  PQt  senkrecht  zn  PB,  bzw,  Pfi,  ziehen,  so  sind  Qlt  Q, 
die  gesuchten  Punkte. 


fc*&) 


Diese  Punkte  fallen  zusammen,  wenn  OP  einen  Winkel  sin-1  -=- , 
d.  h.  19°  28',  mit  der  Symmetrieachse  macht.  Bei  größeren  Nei- 
gungen von  OP  werden  sie  imaginär.  Es  ist  aus  Gleichungen  (8) 
zu  schließen,  daß  die  Werte  von  x  und  y  stationär  sind,  wenn 
sin*  *  =°  -j- ;  dies  gibt  ein  Paar  Spitzen,  welche  auf  den  Geraden 

(?) 


1)  Veigl.  Sir  W.  Thomson,  „On  Ship  Ware*",  Froc.  Inst.  Mach.  Eng., 
8.  AugDHt  1887  {Populär  Ledures,  Bd.  EG,  8.  482).  Siehe  ferner  B.  E.  Froude, 
,,00  Ship  Resistance",  Paper*  of  the  Greenock.  Phil.  Soc.,  1».  Janaar  1891. 
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liegen.  Es  wird  sogleich  gezeigt  werden,  daß  an  den  Spitzen  ein 
Phasenwechsel  stattfindet. 

Um  eine  ungefähre  Schätzung  der  Höhe  der  Wellen  in  den 
verschiedenen  Teilen  des  Systems  zu  erhalten,  müssen  wir  auf  die 
Formeln  (39)  des  §  251  zurückgehen.  Wenn  _P0  den  gesamten 
Störungs druck  bezeichnet,  so  ist  die  Erhebung  8%  in  einem  Punkte  P 
zufolge  des  ringförmigen  Wellensystems,  welches  Ton  einem  Punkte  ($ 
rechts  von  0  ausgegangen  ist,  durch 

S£ -ß—  .  «n  f£  ■  P»St'  (8) 

gegeben,  wo 

Dies  ist  nach  t'  zu  integrieren,  aber,  wie  schon  dargelegt  wurde, 
werden  die  einzigen  Elemente  des  Integrals,  welche  zu  dem  End- 
resultat wesentlich  beitragen,  diejenigen  sein,  für  welche  t'  nahezu  den 
Wert  t  hat,  welcher  dem  einen  oder  dem  anderen  der  ausgezeichneten 
Punkte  Qi,  Qt  entspricht,  die  eben  bestimmt  wurden. 

Was  die  Phase  betrifft,  so  haben  wir,  indem  wir  f  =■  t  +  t  setzen, 

tV  _  st  a-  * .  ±  (t£\  a.  _?!_ .  *.  (i£\  + . . . .  (a\ 

4»'      4»+T    itU»VTi-«    it'UsP  w 

Das  zweite  Glied  verschwindet  nach  der  Voraussetzung,  da  die  Phase 
in  Bezug  auf  die  Lage  von  Q1  oder  Qt  stationär  ist.  Wir  finden 
ferner  ...  .,-.-, 

dt"  \iäj       2»       o'      "r   i  \  »*         B'/ 
Da 

ej  —  c  cos  e,       ÜJ  —  -■  g  -g ,  (10) 

so  reduziert  sich  dies  mit  Hilfe  der  Gleichung  (2)  auf 


*  (**\ 


Hi-iwg"*).  (ii) 


Infolge  der  raschen  Schwankungen  im  Wert  des  trigonometri- 
schen Faktors  wird  im  allgemeinen  kein  großer  Fehler  entstehen, 
wenn  wir  in  Gleichung  (8)  die  Änderung  des  ersten  Faktors  außer 
Acht  lassen,  oder  wenn  wir  weiter  die  Grenzen  der  Integration  in 
Bezug  auf  t   durch  ±  oo  ersetzen.     Wir  haben  also  näberungsweise 

wo 

-."  -  4  (1  -  ta°8'  «,),    «Sf-  jSj  (t-g"  »,  -  t),       (13) 
und  die  Suffixe  sich  auf  die  Punkte  Q,,  Q%  der  letzteren  Figur  beziehen. 

Dfrtizedoy  G00gle 


/  ooh  »1*1*  d*  =  /  si 


ein  m*T*  dz  —  —  — , 
wobei  der  positive  Wert  von  m  zu  nehmen  ist,  so  erhalten  wir1) 

»Vi»*««,««.       v    '         ;     »Vi-W«.     »Ul         ' 

Die  zwei  Glieder  stellen  die  Anteile  dar,  welche  den  Quer-  bzw. 
Seitenwellen  zukommen.  Betrachten  wir  jedes  Glied  für  sich,  so  ist 
die  Phase  längs  des  zagehörigen  Teiles  der  Kurve 

p  —  TS  —  a  cos*  0 
konstant,  wahrend  die  Erhebung  sich  wie 

9ip*       . ^1 (15) 

V2«*e<!'a»    V(l  — 8sin'Ö| 

verhält.  An  den  Spitzen,  wo  die  zwei  Systeme  sich  verschmelzen,  findet 
ein  Phasenwechsel  von  einer  Viertelperiode  statt.*) 

Nach  diesen  Formeln  wird  5  an  den  Spitzen  unendlich,  da 
sin*  9  —  i;  aber  dies  ist  nur  ein  Zeugnis  für  das  mangelhafte  An- 
näherongs verfahren.  Daß  die  Erhebung  in  einem  Punkt  P  in  der 
Nähe  einer  Spitze  verhältnismäßig  groß  sein  dürfte,  war  vorauszu- 
sehen, da,  wie  sieh  ans  den  Gleichungen  (9)  und  (11)  ergibt,  die 
Reihe  der  Punkte  auf  der  x-  Achse,  welche  nach  P  Wellen  von  nahezu 
gleicher  Phase  ausgesendet  haben,  dann  besonders  ausgedehnt  ist. 

Das  Unendliche  hingegen,  welches  für  6  =  \^  auftritt,  hat  einen 
verschiedenen  Ursprung,  da  es  von  der  etwas  künstlichen  Annahme 
herrührt,  die  wir  betreffs  des  angewandten  Druckes  gemacht  haben, 
indem  wir  diesen  auf  einen  Punkt  konzentriert  dachten.  Bei  einem 
verteilten  Drucke  würde  diese  Schwierigkeit  verschwinden. 

Es  ist  überdies  zu  bemerken,  daß  die  ganze  Untersuchung  nur 
für  Punkte  gilt,  für  welche  |jj  groß  ist;  vergl.  §§  238  und  251. 
Wenn  man  diese  Einschränkung  untersucht,  so  wird  man  finden, 
daß  sie  mit  der  Annahme  gleichbedeutend  ist,  daß  der  Parameter  a 
groß  gegen  - —  sein  soll.  Die  Betrachtungen  passen  also  nicht  ohne 
weiteres  auf  die  Teile  des  Wellensystems,  welche  nahe  beim  Ur- 
sprungspunkt  liegen. 

1)  Vergl.  Lord  Kelvin,  „Deep  Sea  Ship  Waven",  Prot,  R.  S.  Edin.,  26, 
8.  i960,  1905  (fha.  Mag-  {•),  11,  8.  1,  1606),  wo  jedoch  ein  anderes  Gewta  der 
WellenhOhe  erhalten  wird;  W.V.Ekman,  „On  atationary  Waves  in  Running  Water", 
Arkir  fSr  Matematik,  8,  1906. 

3)  Der  Leser  kann  die  Richtigkeit  den  obigen  Verfahrens  prüfen,  indem 
er  sie  auf  den  einfacheren  Bwei-dimenrionaleii  Fall  des  %  241  anwendet,  wobei 
die  Formel  (85)  den  §  28T  für  die  Wirkung  eines  einfachen  Impulses  zu  Grunde 
■relnrt  werden  kann. 
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Obwohl  die  Art  der  Störung  verschieden  ist,  kann  die  Wirkung 
des  Bugs  eines  Schiffes  annähernd  mit  derjenigen  eines  Druckpunktes 
verglichen  werden,  wie  wir  ihn  betrachtet  haben.  Die  obere  Figur  auf 
S.  507  erklärt  die  beiden  Systeme  der  Quer-  und  Seitenwellen,  die 
tatsächlich  beobachtet  werden1),  sowie  die  besonders  auffallenden 
Staffelwellen  an  den  Spitzen,  wo  die  beiden  Systeme  in  einander  ver- 
schmelzen. Diese  treten  in  der  folgenden  Figur  deutlich  hervor,  wie 
sie  von  R.  E.  Fremde  nach  den  Wellen  gezeichnet  ist,  die  von  einem 
Schiffsmodell  hervorgebracht  wurden.*) 

Ein  ähnliches  Wellen  System  wird  an  dem  Heck  des  Schiffes 
erzeugt,  welches  nähernngeweise  als  negativer  Druckpunkt  betrachtet 


werden  kann.  Mit  wachsenden  Geschwindigkeiten  des  Schiffes  streben 
die  Heckwellen,  die  Wirkung  der  Bugwellen  teilweise  aufzuheben  oder 
zu  verstärken,  und  infolgedessen  kann  der  Wellenwiderstand  des  Schiffes 
als  Ganzes  für  eine  gegebene  Geschwindigkeit  sowohl  abnehmen  wie 
zunehmen,  wenn  die  Länge  des  Schiffes  zunimmt.*)    YergL  §  242. 


1)  Eine  verbessert«  Zeichnung,  worin  der  Pbaaenwechsel  an  den  Spitzen 
berücksichtigt  wird,  ist  von  Ekman,  I.  c,  3.  608,  gegeben. 

2)  Mit  Erlaubnis  von  Herrn  Froude  und  dem  Council  of  the  Institute  of 
Naval  Aichitects  aus  einer  Arbeit  des  Alteren  W,  Froude  abgedruckt:  „On  tbe 
Effect  on  tbe  Wave-Making  Resistance  of  Ships  of  Length  of  Parallel  Middle 
Body",  Trans.  Inst.  Nav.  Arch.,  17,  1877. 

S)  Siehe  W.  Fronde,  I.  c,  und  K  E.  Fronde,  „On  the  Leading  Pbenomena 
of  the  Wave-Making  Resistance  of  Ships",  Trans.  Inst.  Nav.  Arch.,  22,  1881, 
wo  Zeichnungen  von  wirklichen  Wellen  Systemen  bei  verschiedenen  Wellen- 
gesch windigkeiten  gegeben  sind,  die  in  ihren  Hauptzügen  mit  dem  Ergebnisse 
der  Theorie  gut  übereinstimmen  Einige  dieser  Zeichnungen  sind  in  Lord  Kelvins 
obengenannter  Arbeit  in  den  Proe.  Inst.  Mcch.  Eng.  wiederabgedruckt. 

Bezüglich  einer  Erörterung  aber  den  Wellen  widerstand,  die  sieb  auf  eine 
ideale  Schiffeform  bezieht,  siehe  Michell,  Phil.  Mag.  (5),  46,  S.  106,  1808. 
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Um  die  Veränderung  zu  untersuchen,  welche  das  Wellensyutem 
erfährt,  wenn  die  Tiefe  des  Wassers  in  Rechnung  gezogen  wird,  muß 
die  Schlußfolgerung  auf  eine  allgemeinere  Weise  geschehen.  Wenn 
wie  vorher  t  die  Zeit  ist,  in  welcher  das  Druckzentrum  Ton  Q  zu  0 
gelangt,  so  kann  gezeigt  werden,  daß  die  Phase  der  Störung  in  P, 
weiche  von  dem  in  Q  angebrachten  Impuls  herrührt,  sich  nur  durch 
eine  Eonstante  von 

h(Vt-Ts)  (16) 

unterscheid  et,  wenn  -r-  die  vorherrschende  Wellenlänge  in  der  Nach- 
barschaft von  P,  und  V  die  entsprechende  Wellen gesch windigkeit 
ist1)  Die  vorherrschende  Wellenlänge  wird  durch  die  Bedingung 
bestimmt,  daß  die  Phase  gegenüber  den  Änderungen  der  Wellenlänge 
allein  stationär  bleibt,  d.  h.: 

^*(F(-S5)-0,     oder     W  -  Ut,  (17) 

v         dk 

die  Gruppengeschwindigkeit  ist  (§  234).*) 

Für  den  wirksamen  Teil  der  Störung  in  P  muß  ferner  die 
Phase  (16)  gegenüber  den  Änderungen  in  der  Lage  von  Q  stationär 
bleiben;  durch  partielle  Differentiation  nach  t  erhalten  wir  folglich 

W  —  V,    oder     V—  c  cos  Ö,  (18) 

da  m  =■ >  c  cos  8.    Im  Hinblick  auf  die  Figur  auf  S.  506  haben  wir 

J0tet  p-ctcoB0-m-  Vt-is.  (19) 

Für  einen  gegebenen  Wellenkamm  wird  darum  p  in  konstantem  Ver- 
hältnis zur  Wellenlänge  X  stehen,  und  wenn  wir  von  einem  Wellen- 
kamm  zu  dem  nächsten  gehen,  so  wird  dieses  Verhältnis  nm  1  zu- 
nehmen oder  abnehmen.  Da  l  nach  Gleichung  (18)  als  eine  Funktion 
von  0  bestimmt  ist,  so  gibt  dies  die  Beziehung  zwischen  p  und  $. 
Im  Falle  unbegrenzter  Tiefe  gibt  die  Formel  (18) 

c,coe,9-F,=-f^,  (20) 

und  die  gesuchte  Beziehung  hat  wie  oben  die  Form 

p  =  a  cos*  0.  (21) 

1)  Dm  Zeichen  e,  welches  früher  in  diesem  Sinne  gebraucht  wurde,  be- 
deutet jetrt  die  Geschwindigkeit  des  DruckzentrnmB  auf  dem  Wasser. 

3)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  „On  the  Wavee  prodnced  by  a  Single  Impulse 
in  Water  of  any  Depth,  or  in  a  Dispersive  Medium",  Proc.  R.  &,  1B,  8.  90,  188T, 
»o  der  Beweis,  welcher  leicht  erweitert  werden  kann,  fäi  den  zweidimensionalen. 
FtU  gegeben  ist. 
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Wenn  die  Tiefe  h  endlich  ist,  so  haben  wir 

„>««•»- F'-fitaDgbV£,  (22) 

und  die  Beziehung  lautet: 

wo  die  Werte  von  a  für  aufeinanderfolgende  Wellenberge  eine  arith- 
metische Reihe  bilden.  Die  Kurven  sind  für  verschiedene  Fälle  von 
Ekman  gezeichnet  worden.1)  Da  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
die  Einheit  nicht  übersteigen  kann,  so  folgt,  daß  für  &~>gh  eine 
untere  Grenze  für  den  Wert  der  8  vorhanden  ist,  die  dnrch 

cos»  6  =  ^  (24) 

bestimmt  wird. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  des  Störungszentrums  den  Wert  Ygh 
übersteigt,  so  folgt,  daß  die  Querwellen  verschwinden  and  wir  nur 
die  seitlichen  Wellen  haben.  Dies  geht  darauf  hinaus,  den  wellen- 
bildenden Widerstand  zu  vermindern  (vergl.  §  245).*) 

Stehende  Wellen  auf  begrenzten  Waeaennassen. 

§  254.  In  dem  Falle,  wo  die  Tiefe  gleichförmig  ist  und  die 
Flüssigkeit  von  vertikalen  Wänden  begrenzt  wird,  kann  die  Aufgabe 
der  freien  Schwingungen  in  zwei  horizontalen  Dimensionen  (x,  y) 
auf  dieselbe  mathematische  Form  wie  in  §  187  zurückgeführt  werden. 

Wenn  der  Kbordinatenanfangspunkt  in  die  ungestörte  Oberfläche 
verlegt  wird,  nnd  wenn  g  die  Erhebung  zur  Zeit  t  über  dieses  Niveau 
bezeichnet,  so  Bind  die  Bedingungen,  denen  an  der  freien  Oberfläche 
genügt  werden  soll,  gerade  so  wie  in  §  251  (3)  nnd  (4). 

Die  Kontinuitätsgleichung  Aa>  —  0  und  die  Bedingung,  daß  die 
vertikale  Bewegung  in  der  Tiefe  e  =  —  h  verschwinden  soll,  werden 
beide  durch 

<p  —  <p,  cosh  k(e  +  h)  (1) 

erfüllt,  wo  <pl  eine  Funktion  von  x  und  y  ist,  welche  der  Gleichung 
!£  +  88>  +  *V,-0  (2) 

1)  J.  e.,  3.  609. 

2)  Hau  findet,  daß  die  effektive  Leistung,  welche  zur  Fortbewegung  einet 
Torpedobootes  in  verhältnismäßig  leichtem  Wasser  erforderlich  ist,  mit  der  Ge- 
schwindigkeit bis  zu  einer  gewissen,  von  der  Tiefe  abhängigen  kritischen  Ge- 
schwindigkeit zunimmt,  dann  abnimmt,  und  schließlich  wieder  zunimmt.  Siehe 
die  Abhandlungen  von  A.  Rasniusnen,  Trans.  Inst.  A'av.  Äreh.,  41,  8.  12,  1899; 
0.  Rota,  ebeudort,  48,  S.  889,  1900;  Tarcow  u.  Muriner,  ebondort,  47,  S.  339  bzw. 
SU,  1906. 
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genügt.  Die  Form  von  a?t  und  die  zulässigen  Werte  von  i  werden 
durch  diese  Gleichung  und  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  an 
den  vertikalen  Wänden 

l»-°  («) 

Die  entsprechenden  Werte  von  ö  sind  dann  durch  die  Oberflächen 
bedingung  (6)  des  §  251  gegeben;  wir  haben  nämlich: 

o*  =  gk  tangh  M.  (4) 

Dies  gibt 

£  —  —  sinn  A'Ä  •  g^.  (5) 

Die  Bedingungen  (2)  und  (3)  besitzen  dieselbe  Form  wie  im 
Falle  kleiner  Tiefe,  und  wir  könnten  deshalb  die  Ergebnisse  für  ein 
rechteckiges  oder  kreisförmiges1)  Becken  sogleich  hinschreiben.  Die 
Werte  von  Je  und  die  Gestalten  der  freien  Oberfläche  sind  bei  den 
verschiedenen  Normalschwingungeo  dieselben  wie  in  den  §§  188  und 
189*),  aber  die  Amplitude  nimmt  jetzt  mit  wachsender  Tiefe  unter 
der  Oberfläche  gemäß  dem  Gesetze  (1)  ab.  Der  Wert  von  tf  für 
jede  besondere  Schwingungsform  ist  durch  Gleichung  (4)  gegeben. 

Wenn  kh  klein  ist,  so  haben  wir  tf*  —  k'gh,  wie  in  den  ange- 
führten Paragraphen. 

§  355.  Die  Anzahl  der  Fälle  veränderlicher  Tiefe,  welche  bis- 
her gelost  sind,  ist  sehr  gering. 

1.  Wir  wollen  zunächst  die  zweidimensionalen  Schwingungen 
des  Wassers  in  einem  Kanal  betrechten,  dessen  Querschnitt  aus  zwei 
geraden  Linien  besteht,  welche  um  45°  gegen  die  Vertikallinie  ge- 
neigt sind.1) 

Die  y-  und  «-Achse  seien  horizontal  bzw.  vertikal  in  der  Ebene 
des  Querschnitts  gelegen.     Wir  setzen 

tp  +  if  —  A\  cosh  k  (y  +  »'*)  +  cos  *  (y  +  «) } ,  (1) 

wo  der  Zeitfaktor  cob  (at  +  e)  hinzuzudenken  ist.     Dies  gibt 


1)  Hinweise  auf  die  ursprünglichen  Untersuchungen  von  Poisson  und  Lord 
Rsjleigh  Ober  Wellen  in  einem  kreisförmigen  Becken  siehe  S.  8So.  Die  Aufgabe 
*uide  auch  von  Merian  behandelt,  „über  die  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten 
in  Gefäßen",  Basel  1838  (siehe  Von  der  Müh  11,  Math.  Ann.,  27,  3.  676},  sowie 
von  OstrogT&dsky,  „Memoire  sur  la  propagation  des  ondee  dans  au  b&srin  cj- 
liudriqiie",  Mem.  des  Sav.  Etrang.,  8,  1832. 

2)  £■  ist  zu  bemerken,  daß  jede  der  auf  S.  385  gezeichneten  Schwingongs- 
fonnen  leicht  durch  passende  Hin-  and  Herbewegung  eines  Glases  Wasser  in 
horizontaler  Richtung  erzeugt  werden  kann. 

1)  Kirchhoff,   „Über  stehende   Schwingungen   einer  schweren   Flüssigkeit", 
StA.  Mtmattber.,  16.  Mai  1679  {Ges.  Äbh.,  S.  428);  Greenhill,  I.  c,  8.  488. 
L.mb,  Hrdrodrumlk.  88 
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<p  —  A  (cosh  ky  cos  &#  +  cos  ky  cosh  &/) 
$  —  A  (sinn  Ay  sin  fc#  —  sin  &y  sinh  ks\ 

Letztere  Formel  zeigt,  daß  die  Linien  y  =  ±  g  die  Stromlinie  *  =  0 
bilden  und  deshalb  als  feste  Grenzen  genommen  werden  können. 

Die  Bedingung,  die  an  der  freien  Oberfläche  zu  erfüllen  ist, 
lautet  wie  in  §  226: 

•V-fg.  (3) 

Setzen  wir  aus  Gleichung  (2)  ein  und  bezeichnen  wir  mit  h  die  Höhe 
der  Oberfläche  Über  dem  Ursprungspunkt,  so  finden  wir 

«"(coshfcy  cosfcA --(  coaky  co$hkh)=gh(—  cosliiysinA'A  |  eos&y  ainbii). 

Dies  wird  für  alle  Werte  von  y  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

ff*  cos    kh  =  —  gk  sin    kh) 

ö"  coah  kh  —      y£sinh£Aj' 
woraus 

tongh  kh  —  —  tang  H.  (5) 

Dies  bestimmt  die  zulässigen  Werte  von  &;  die  entsprechenden  Werte 
von  9  sind  dann  durch  je  eine  der  Gleichungen  (4)  gegeben 

Da  nach  den  Gleichungen  (2)  <o  eine  gerade  Funktion  von  y  ist,  so 
sind  die  Schwingungen,  welche  durch  sie  dargestellt  werden,  in  Besag 
auf  die  mittlere  Ebene  y  =  0  symmetrisch. 

Die  asymmetrischen  Schwingungen  sind  durch 

9>  -j-  »>  —  %A  [  cosh  Ä:  (y  4-  **)  —  cos  £  (y  +  ü)  j  (6) 

oder 

uj  =  —  A  (sinh  &y  sin  £*  +  sin  ky  sinh  i«) ) 

»>  =      -4  (cosh  ky  coeks  —  ansky  coshi*)) 

gegeben.  Die  Stromlinie  #  —  0  besteht  wie  vorher  aus  den  Linien 
y  =  +  g.    Die  Oberflächenbedingung  (3)  gibt 

ff1  (sinh  ky  sin  JA  +  sin&y  sinhM)  =-i  gk(svahky  cosAA  4-  sin  iy  conti) 

Dies  erfordert,  daß 

<T*  sin  &Ä=-yfccos  Aä) 

<r*  sinh  ÄA  =  t/ÄcoshAAj' 
folglich: 

tanghifcA- tangtft.  (9) 

Die  Gleichungen  (5)  und  (9)  kommen  auch  in  der  Theorie  der 
transversalen  Schwingungen  eines  Stabes  vor,  welcher  an  beiden  Endes 
frei  ist;  beide  sind  nämlich  in  der  Gleichung 


Wellen  auf  begrenzten  WassermaBsen. 
cos  m  cosh  m  —  1 
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(10)') 
zusammengefaßt,  wo  m  —  2kk. 

Die  Wurzel  kh  =  0  von  Gleichung  (9),  welche  in  der  genannten 
Theorie  bedeutungslos  ist,  wird  jetzt  von  Wichtigkeit;  sie  entspricht 
nämlich  der  tangsamsten  Schwingung  bei  der  vorliegenden  Aufgabe. 
Setzen  wir  Ak*  —  B  und  lassen  wir  k  unendlich  klein  werden,  so 
lauten  die  Formeln  (7),  wenn  wir  den  Zeitfaktor  wiedereinsetzen  und 
die  reellen  Teile  nehmen: 

tp  —  —  2Bye  -  cos  (et  +  e)         1 

i>  —      B($t  —  er)-ws{«t  +  b)\' 
während  nach  Gleichung  (8) 


(ii) 


(12) 


(13) 


Die  entsprechende  Form  der  freien  Oberfläche  ist: 

s  -  7  Iwl-r  2°Bh»  ■*>(««+•)■ 

Die  Oberfläche   bleibt  also   bei   dieser  Schwingungsform   immer  eben. 

Die  nebenstehende  Figur 

zeigt     die     Stromlinien    N^- 

(i/i  —  konst.)     für     eine 

Reihe  äquidistanterWerte 

von  i>. 

Die  nächste  langsam- 
ste Normalflchwingung  ist 
symmetrisch  und  durch 
die    niedrigste    endliche 

Wurzel  von  Gleichung  (5)  - 

gegeben,  welche  kh  —  2,3650  lautet,  woraus  ff  =  1,5244  ■  y9,  ■ 
Das  Oberflächenprofil  hat  jetzt  zwei  Knoten,  deren  Lagen  dadurch 
bestimmt  werden,  daß  man  in  Gleichung  (2)  <p  —  0,  z  =  /(  setzt; 
hieraus  ergibt  sich: 

1  =  ±0,5516.») 

Die  nächste  Normalschwingung  entspricht  der  kleinsten  endlichen 
Wurzel  von  (9),  usw.") 


1)  Vergl.  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  Bd.  I,  §  1T0,  wo  die  numerische 
Lösunjf  der  Gleichung  vollständig  erörtert  ist. 

2)  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  §  178. 

3)  Eine  experimentelle  Bestätigung  der  Frequenzen  und  der  Lage  der  Bäuche 
(d.  h.  der  Stellen  von  maximaler  vertikaler  Amplitude)  wurde  rar  verschiedene 
iformolschwin gongen  von  Kirchhoff  und  Hanaemami  ausgeführt,  „Über  stehende 
Schwingungen  den  Wassern",  Wied.  Ann.,  10,  1880,  (Kirchhoff,  Gte.  Abk.,  S.  44ä  . 
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2.  GreenhÜl  hat  in  der  schon  genannten  Arbeit  die  symmetrischen 
Schwingungen  von  Wasser  in  einem  Kanal  untersucht,  dessen  Quer- 
schnitt aus  zwei  geraden  Linien  besteht,  welche  um  60°  gegen  die 
Vertikale  geneigt  sind.  In  der  mathematisch  einfachsten  derartigen 
Schwingung  haben  wir,  unter  Weglassung  des  Zeitfaktors, 

V  +  it-iAb  +  iäf  +  B,  (14) 

oder 

was  ^  =  0  längs  der  Grenzlinien  y  =  +  Y$  •  e  ergibt.  Die  Oberflächen- 
bedingung (3)  wird  für  n  —  h  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

<!*  =  ?-       \ 

h         "  (16) 

B  =  2Ah>\ 

Die  entsprechende  Form  der  freien  Oberfläche  ist 

'  -  rßf  1-, — '-r  (*'  -  n">  *•  C«« + •).         (") 

also  ein  parabolischer  Zylinder  mit  zwei  Knoten  in  den  Entfernungen 
des  0,5774™  Teiles  der  halben  Breite  vom  Mittelpunkt  ans.  Die 
langsamste  Normal  Schwingung,  welche  offenbar  asymmetrisch  sein 
muß,  ist  noch  nicht  bestimmt  worden. 

S.  Wenn  wir  in  je  einem  der  obigen  Fälle  den  Koordinaten- 
anfangspunkt  nach  je  einer  Seite  des  Kanales  verlegen  und  dann  die 
Breite  unendlich  groß  werden  lassen,  so  erhalten  wir  ein  System  von 
stehenden  Wellen  in  einem  Meere,  welches  von  einem  schrägen  Ufer 
begrenzt  wird.  Dieses  kann  in  ein  einfallendes  und  reflektiertes 
System  zerlegt  werden.  Die  Reflexion  ist  vollständig,  aber  es  findet 
im  allgemeinen  ein  Phasenwechsel  statt. 

Wenn  die  Neigung  des  Ufers  45°  beträgt,  so  lautet  die  Lösung: 

y  —  H (e**(cosÄy  —  siniy)  +  e-*1' (cos  ie-J- sinke)!  cos(tf(-M).    (18) 
Für  eine  Neigung  von  30°  gegen  die  Horizontalebene  haben  wir 

-y3e-i*^»-)cosiÄ-(s  +  >/3J9)|cos(o-/  +  c)j" 

In  jedem  Falle  ist  «s  —  gk,  wie  in  dem  Falle  von  Wellen  auf  einer 
unbegrenzten  Fläche  tiefen  Wassers. 

Diese  Ergebnisse,  welche  von  Anfang  an  leicht  zu  bestätigen 
wären,  sind  von  Kirchhoff  (1  c.)  gegeben  worden. 
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§  366.  Eine  interessante  Aufgabe,  welche  sich  in  diesem  Zu- 
sammenhange darbietet,  ist  diejenige  der  transversalen  Schwingungen 
einer  Wassermenge,  welche  sich  in  einem  Kanal  von  kreisförmigem 
Querschnitt  befindet.  Diese  ist  bisher  nicht  genau  gelöst  worden, 
aber  es  mag  bemerkt  werden,  daß  eine  angenäherte  Bestimmung  der 
Frequenz  der  langsamsten  Normal  Schwingung  auf  Grund  der  Methode 
von  Lord  Rayleigh,  die  in  §  167  dargelegt  wurde,  ausgeführt  werden 
kann,  falls  die  freie  Oberfläche  im  Niveau  der  Achse  liegt. 

Wir  wollen  als  „Näherun  gsform"  eine  solche  annehmen,  wo  die 
freie  Oberfläche  immer  eben  bleibt  und  einen  kleinen  Winkel  6  mit 
der  Horizontalebene  bildet;  dann  ergibt  sich  nach  §  72,  Nr.  3,  daß 
die  kinetische  Energie  T  durch  die  Gleichung 

"-  (i  --*)<"•'»■  (i) 

gegeben  ist,  wobei  a  den  Radius  bezeichnet,  während  wir  für  die 
potentielle  Energie  V 

2V-$gita*6'  (2) 

haben.  Wenn  wir  annehmen,  daß  6  sich  wie  cos  (et  -j-  t)  verhält, 
so  gibt  dies 

folglich 

0-1,169  ■]/-?-.") 

Im  Falle  eines  rechteckigen  Querschnittes  von  der  Breite  2  a 
and  der  Tiefe  a  ist  der  Wert  von  «  durch  Gleichung  (4)  des  §  254 
gegeben,  wo  wir  nach  §  188  k~  und  h  =  o  setzen  müssen.  Dies 
gibt  " 

«*  — 4xtangh}x--£,  (4) 

oder  tf  —  1,200  ■  1/  -  •  Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  ist  die  Frequenz 
kleiner,  da  die  kinetische  Energie  infolge  einer  gegebenen  Oberflächen- 
bewegung größer  ist,  während  die  potentielle  Energie  für  eine  ge- 
gebene Deformation  dieselbe  bleibt    Vergl.  §  45. 

§  267.  Wir  wollen  weiter  die  freien  Schwingungen  einer  Wasser- 
masse betrachten,  welche  zwischen  zwei  transversale  Scheidewände  in 
einem  gleichförmigen  horizontalen  Kanäle  eingeschlossen  ist.  Bevor 
wir  zn  besonderen  Fällen  übergehen,  wollen  wir  zunächst  das  Wesen 
der  mathematischen  Aufgabe  genauer  betrachten. 

1)   Lord  Rayleigh  findet   als   zweite  Annäherung   ff  —  1,1044  ■  1/  9  ;  siehe 

Phü.  Mag.  (6),  47,  S.  666,  1898  (Sc.  Paper»,  Bd.  IV,  S.  107). 
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Die  x-AchBe  mag  parallel  zur  Längsrichtung  sein  and  der 
Ursprung sp unkt  in  einem  Ende  liegen;  dann  kann  man  sich  das 
Geechwindigkeitapotential  für  je  eine  der  betreffenden  Normalachwitt- 
gungen  nach  dem  Fourierschen  Satze  in  der  Form 

V  —  (Pa  +  P1COBkX  +  P1COB2k$i---  +  PlCOS8kx+---)<iOB(<St  +  t)  (1) 

entwickelt  denken,  wo  i--,-  und  l  die  Länge  der  Abteilung  be- 
zeichnet. Die  Koeffizienten  Pt  sind  hier  Funktionen  von  y  und  i. 
Wenn  die  e-Achse  senkrecht  nach  oben  gezogen  ist  sowie  die  y-AcJu« 
horizontal  and  senkrecht  zur  Richtung  des  K anales,  so  sind  dien 
Funktionen  sowie  die  zulässigen  Werte  von  a  durch  die  Kontinuitäte- 
gleichung 

A«p  -  0  (2) 


und  durch  die  Bedingungen, 

daß  a 

n  den  Seiten 

Of 

3n' 

-0 

M 

und 

an  der  freien  Oberfläche 

ff'y  - 

>%. 

(o 

, 

pütimriipri        Tta.    -—    fflr 

*_  0 

HflH    V.  =  1    vorsphwir 

Ann    mnfi.   M 

folgt  aus  bekannten  Sätzen1),  daß  jedes  Glied  in  Gleichung  (1)  den 
Bedingungen  (2),  (3)  und  (4)  unabhängig  genügen  muß;  wir  müssen 
also 

haben,  zugleich  mit 

an  der  seitlichen  Grenzfläche,  und 

«■*.-»£  f 

an  der  freien  Oberfläche. 

Das  Glied  P0  gibt  rein  transversale  Schwingungen,  wie  sie  in 
§  255  besprochen  worden  sind.  Jedes  nachfolgende  Glied  P,  cossfcr 
gibt  eine  Reihe  von  Normalschwingungen  mit  s  transversalen  Knoten- 
linien, und  0,  1,  2,  3,  . . .  Knotenlinien  parallel  zur  Längsrichtung. 

Es  wird  für  unseren  Zweck  genügen,  das  Glied  Pt  cos  Ix  «u 
betrachten.     Es  ist  klar,  daß  die  Annahme 

9  —  P,  cos  lex  ■  cos  (et  -J- 1)  (8) 

1)  Siebe  StolteB,  „On  the  Critie&l  Values  of  tbe  Suma  of  Periodic  Serief, 
Camb.  Tran».,  8,  18*7  (Math,  and  Phyi.  Paper»,  Bd.  I,  S.  286). 

DigmzedsyLiOOgie 


Wellen  in  einem  gleichförmigen  Kanal.  519 

mit  einer  passenden  Form  von  Pl  und  dem,  wie  oben  bestimmten, 
entsprechenden  Werte  von  0  das  Geschwindigkeitspotential  eines  mög- 
lichen Systemes  stehender  Wellen  von  willkürlicher  Wellenlänge  -r~ 
für  einen  nabegrenzten  Kanal  gibt,  der  die  vorgeschriebene  Form  des 
Querschnittes  hat.  Wie  in  §  228  dargelegt  wurde,  können  wir  durch 
Superposition  zweier  passend  gewählter  Systeme  stehender  Wellen 
von  dieser  Art  ein  System  fortschreitender  Wellen 

o;  -  P,  cos  (kx  T  «0  (9) 

bilden.  Wir  schließen  darum,  daß  fortschreitende  Wellen  von  einfach 
harmonischem  Profil  und  von  einer  beliebigen  Wellenlange  in  einem 
unendlich  langen  Kanal  von  gleichförmigem  Querschnitt  immer 
möglich  sind. 

Wir  könnten  weiter  gehen  und  behaupten,  daß  eine  unendlich 
große  Anzahl  von  Wellenformen  mit  einer  gegebenen  Wellenlänge 
möglich  wären,  deren  Wellengeschwindigkeiten  von  einem  bestimmten 
kleinsten  Wert  bis  zu  unendlich  großen  gehen.  Die  Formen  jedoch, 
bei  denen  longitudinale  Knoten  in  einiger  Entfernung  von  den  Seiten 
auftreten,  haben  für  uns  nur  untergeordnetes  Interesse. 

Zwei  extreme  Fälle  müssen  besonders  erwähnt  werden,  nämlich 
die,  wo  die  Wellenlänge  sehr  groß  oder  sehr  klein  gegen  die  Dimen- 
sionen des  Querschnittes  ist 

Die  wichtigsten  Formen  der  ersteren  Klasse  haben  keine  longt- 
tudinaien  Knoten.  Sie  sind  in  die  allgemeine  Theorie  der  langen 
Wellen  eingeschlossen,  welche  in  den  §§  168  und  169  dargelegt  ist. 
Der  einzige  Zusatz  zn  unseren  bisherigen  Kenntnissen,  welchen  wir 
erwarten  dürfen,  bezieht  sich  auf  die  Gestaltung  der  Wellenkämme 
in  der  Querrichtung  des  Kanales. 

In  dem  Falle  verhältnismäßig  kurzer  Wellen  ist  die  wichtigste 
Form  diejenige,  wo  die  Kämme  quer  durch  die  Breite  des  Kanals 
mit  allmählich  veränderlicher  Höbe  ziehen,  wobei  die  Wellen- 
geschwindigkeit mit  derjenigen  von  Wellen  in  tiefem  Wasser,  wie 
sie  durch  Gleichung  (6)  des  §  228  gegeben  ist,  übereinstimmt. 

Es  gibt  noch  eine  andere  Form  von  kurzen  Wellen,  welche  auf- 
treten können,  wenn  die  Ufer  geneigt  sind,  und  welche  durch  die 
Bezeichnung  „Randweüen"  unterschieden  werden  können,  da  die  Am- 
plitude gemäß  einer  Exponentialfunktion  der  Entfernung  vom  Ufer 
abnimmt.  Wenn  nämlich  die  Amplitude  an  den  Rändern  innerhalb 
der  Grenze  liegt,  welche  durch  unsere  Annäherungen  gesetzt  ist,  so 
wird  sie  in  einer  Entfernung  davon,  deren  Projektion  auf  den  Abhang 
eine  Wellenlänge  übersteigt,  überhaupt  unmerklich.  Die  Wellen- 
geschwindigkeit ist  dabei  kleiner  als  bei  Wellen  derselben  Länge 
auf  tiefem  Wasser.  Es  scheint  nicht,  daß  die  hier  besprochene  Be- 
wegungsart sehr  wichtig  ist. 
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Eine  allgemeine  Formel  für  Randwellen  wurde  von  Stokes1)  ge- 
geben. Verlegen  wir  den  Ureprungspnnkt  nach  dem  Bande,  sehen 
die  s-Achse  senkrecht  nach  oben  sowie  die  y- Achse  quer  zum  Kanal, 
and  betrachten  wir  ferner  die  Breite  als  unbegrenzt  groß,  so  lautet 
die  fragliche  Formel 

9>  -  fle-**«"/»— «tartooi  k(x  —  et),  (10) 

wo  ß  die  Neigung  des  Ufere  gegen  die  Horizontalebene  und 


-(?--«)* 


(ii) 

ist.    Es  wird  dem  Leser  keine  Schwierigkeit  bereiten,  dieses  Resultat 
zu  bestätigen. 

§  SAB.  Wir  gehen  zur  Betrachtung  einiger  besonderen  Fälle 
über.  Wir  wollen  die  Frage  als  eine  solche  von  stehenden  Wellen 
in  einem  unendlich  langen  Kanal  oder  in  einer  Abteilung  desselben 
behandeln,  welche  von  zwei  transversalen  Scheidewänden  begrenzt 
wird,  deren  Abstand  ein  Vielfaches  von  der  Hälfte  der  willkürlichen 
Wellenlänge  ,  beträgt,  aber  die  Untersuchungen  können  leicht,  wie 
oben,  so  verändert  werden,  daß  sie  auf  fortschreitende  Wellen  passen. 
Wir  werden  deshalb  gelegentlich  unsere  Resultate  durch  die  Wellen- 
geschwindigkeit ausdrücken. 

1.  Die  Lösung  für  den  Fall  eines  rechteckigen  Querschnittes  mit 
horizontalem  Bett  und  vertikalen  Seiten  kann  aus  den  Ergebnissen 
der  §§  188  und  254  sofort  hingeschrieben  werden.  Die  Knotenlinie» 
sind  transversal  bzw.  longitudinal,  außer  in  dem  Falle,  wo  zwei  ver- 
schiedene Normal  Schwingungen  hinsichtlich  der  Periode  zusammen- 
fallen; dann  sind  verwickeitere  Schwingungsformen  möglich.  Dies 
wird  z.  B.  im  Falle  eines  quadratischen  Beckens  eintreten. 

2.  Bei  einem  Kanäle,  dessen  Querschnitt  aus  zwei  um  45°  gegen 
die  Vertikale  geneigten  Linien  besteht,  haben  wir  zunächst  eine 
Schwingungsform,  die  von  Kelland*)  aufgefunden  wurde,  nämlich: 

<p  =  Ä  cosh  -^  cosn  —  co,  jfcjp .  ooa  (pt  +  t),  (1) 

wobei   die    x-  Achse    mit   der   Grundlinie   des  Kanals    zusammenfällt 
Dies  erfüllt  offenbar  die  Gleichung 

und  macht 

1)  „Report  on  Eecent  Reeearchee  in  Hjdrodynamica",  Brit.  Am.  Btp.,  IM! 
(Math,  and  J'hya.  Papen,  Bd.  I,  S.  1S7). 

8)  „On  Wavea",  Tram.  B.  S.  Edin.,  U,  1889. 
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für  y  —  +  «  »zw.  —  —  *.  Die  Oberflächenbedingung  (4)  des  §  257 
ergibt  dann 

«■-^■ta*^-.  (3> 

wo  h  die  Höhe  der  freien  Oberfläche  über  der  Grundlinie  ist.  Wenn 
wir  ff  =  kc  setzen,  so  ist  die  Wellengeschwindigkeit  c  durch 

c*  -  -,?-  tangh  ~  (4) 

1/2*     ^*     j/2  w 

gegeben,  wo  k  — t-,  wenn  X  die  Wellenlänge  ist. 
Wenn  y  klein  ist,,  eo  reduziert  sich  dies  auf 

in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (13)  des  §  169,  da  die  mittlere 
Tiefe  jetzt  durch  %h  ausgedrückt  wird. 

Wenn  andererseits  -r  verhältnismäßig  groß  ist,  so  haben  wir 

*--'■=.  (6) 

Die  Formel  (1)  zeigt  jetzt  ein  rasches  Anwachsen  der  Amplitude 
nach  den  Seiten  zu.  Wir  haben  hier  in  der  Tat  ein  Beispiel  von 
den  „Rand  wellen",  und  die  Wellengeschwindigkeit  stimmt  mit  der 
aberein,  welche  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  Stokes'schen  Formel 
3  —  45°  setzt 

Die    Übrigen    Normal  Schwingungen ,    welche    in    Bezug    auf    die 
mittlere  Ebene  x  =  0  symmetrisch  sind,  werden  durch  die  Formel 

<p  —  C  (cosh  ay  cob  ße  -hßy  cosh  ae)  cos  Jcx  ■  cos (at  +  e)       (7) 

gegeben,  vorausgesetzt,  daß  a,  ß,  0  passend  bestimmt  sind.  Dies  er- 
füllt offenbar  die  Bedingung  (2),  und  die  Köntinuitätagleiohung  gibt 

«>-0>-P.  (8) 

Die   Oberflächenbedingung  (4)  des  §  257,   welche  für  ss  -=  h   er- 
füllt werden  muß,  erfordert,  daß 

0*  cosh  ah  =  (ja  sinn  ah    1 

«»cos  ßh gßnmßh}' 

Polglich 

ah  tangh  ah  +  ßh  tangjl  ßh  =  0.  (10) 

Die  Werte  von  a  und  ß  werden  durch  die  Gleichungen  (8)  and  (10) 
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bestimmt,  und  die  entsprechenden  Werte  von  ff  sind  dann  durch  je 
eine  der  Gleichungen  (9)  gegeben.     Wenn  wir  für  einen  Augenblick 

achreiben,  so  sind  die  Wurzeln  durch  die  Schnittpunkte  der  Kurve 

x  tangh  x  +  y  tang  y  —  0,  (12) 

deren  allgemeine  Form  leicht  zu  erkennen  ist,  mit  der  Hyperbel 

x*-y*  -k*h*  (13) 

gegeben.  Es  existiert  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  reellen  Lösungen, 
mit  Werten  von  ßh,  welche  in  dem  zweiten,  vierten,  sechsten,  . . . 
Quadranten  liegen.  Diese  geben  2,  4,  6,  . . .  Knoten  in  der  Längs- 
richtung der  freien  Oberfläche.  Wenn  y  verhältnismäßig  groß  ist, 
so  haben  wir  nahezu  tangh  a k  =  1 ,  und  ßh  ist  bei  der  einfachsten 
Schwingung  dieser  Klasse  etwas  größer  als  fx.  In  diesem  Falle 
rücken  die  beiden  longitudinalen  Knoten  nahe  an  die  Ränder,  wenn 
X  abnimmt,  während  die  Wellengeschwindigkeit  praktisch  gleich  der- 
jenigen von  Wellen  der  Länge  i  auf  tiefem  Wasser  wird.  Als  nume- 
risches Beispiel  wollen  wir  annehmen,  daß 

0A-l,lxls; 

dann  finden  wir 

ah  =  10,910,    kh  =  10,772,    e  =  1,0064  (-J-) . 

Der  Abstand  jeder  Knotenlinie  von  der  nächstliegenden  Kante  ist 
dann  0,12  h. 

Wir  wollen  zunächst  die  asymmetrischen  Normalschwingongen 
betrachten.  Die  Lösung  von  dieser  Art,  welche  derjenigen  Hollands 
analog  ist,  wurde  von  Greenhill  (l.  c.)  angegeben.     Sie  lautet: 

T 

q>  =  A  sinn  --;    sinh  —    cos  kx  ■  cos  (et  4-  e)  (14) 

mit 

«■-**coth**-  (15) 

Wenn  kh  klein  ist,  so  ergibt  dies  o-*  —  ?  ,  sodaß  der  Wert  von  e 
gegen  diejenigen  sehr  groß  ist,  welcher  durch  die  Theorie  der  langen 
Wellen  gegeben  wäre.  Die  Schwingung  ist  in  der  Tat  hauptsächlich 
transversal,  mit  einer  sehr  allmählichen  Veränderung  der  Phase  ent- 
lang des  Kanals.  Die  Mittellinie  der  Oberfläche  ist  natürlich  eine 
Knotenlinie.     Wenn   kh   groß    ist,   so    erhalten   wir  Randwellen  wie 

Torher'  D^wdoy  Google 
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Die  übrigen  asymmetrischen  Schwingungen  sind  durch 
tp—  A  (BJnh  atf  sin  ße  +  ain  ßy  sinh  ae)  cos  kx  ■  cos  (at  +  e)     (16) 
bestimmt.    Dies  ergibt  in  derselben  Weise  wie  vorher 

a*  _  ß*  _  jfe»  (17) 

and 

ff*  sinh  «A  —  5a  eosh  ccAj 

«'ein    ßh  =  gßcoß    ßh}'  ' 

folglich 

«A  coth  «A  —  /SÄ  cot  /SA.  (19) 

Es  existiert  eine  anbegrenzte  Anzahl  von  Lösungen  mit  Werten  von 
ßh  in  dem  dritten,  fünften,  siebenten,  . .  .  Quadranten,  welche  3,  6, 
7,  . . .  longitudinale  Knotenlinien  ergeben,  von  denen  eine  in  der 
Mitte  liegt 

3.  Der  Fall  eines  Kanäle«  mit  ebenen  Seiten,  welche  um  60° 
gegen  die  Vertikale  geneigt  sind,  iat  von  Macdonald1)  behandelt 
worden.  Er  entdeckte  eine  sehr  umfassende  Klasse  von  Normal- 
schwingungen, welche  folgendermaßen  hergeleitet  werden  kann. 

Die  Annahme 

9  —  P  coa  kx  •  cos  (et  +  s),  (20) 

wo 

P-Jcosh^+SsiimAir  +  cosh^^^cosh-^  +  ^Binh-j*),    (21) 

genügt  offenbar  der  Kontinuitätsgleichung;  es  ist  ferner  leicht  zu 
»igen,  daß  sie  für  y  —  ±  yUe 

dy       ±¥°  d* 
ergibt,  vorausgesetzt,  daß 

C=2A,    D 2B.  (22) 

Die  Obernächenbedingung  (4)  des  §  257  wird  dann  erfüllt,  wenn 

-:  (J  cosh  kh  +  B  sinh  kh)  —  A  sinh  k  h  +  B  cosh  k  h  ] 

9  ,  [•     (23) 

-  c  \A  cosh    -  —  B sinh  y  t  -  A  sinh  -^  —  B  cosh  y  J 

Die  erster«  derselben  ist  mit 

A  =-  flYcosh  kh  —  **  sinh  kh) 

B  =  S{~  cosh  kh  -  sinh  kh) 
1)  „Wavea  in  CanaU",  Proe.  Land.  Math,  Soc.,  S6,  S.  10t,  1894.      , 


(24) 
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gleichbedeutend,  und  die  letztere  ergibt 

Setzen  wir  ferner  auB  den  Gleichungen  (22)  und  (24)  in  (21)  ein, 
so  finden  wir 

P  -  /f(cosh  ft  (j  -  h)  +  -^  sinn  k  (s  -  h)  j  | 

J  (26) 

+  2.ffcosh^(ooBhi  (|  +  ä)  -^süih  *(-J  +*))) 

Die  Gleichungen  (25)  und  (26)  wurden  von  Macdonald,  wenn 
auch  auf  andere  Weise,  erhalten.  Der  Wert  von  P  an  der  Ober 
fläche  ist: 

r-ff(l+Soo*^(oMh!y-£.m],q*)).      (K) 

Die  Gleichung  (26)   ist  in  Bezug  auf  -r  quadratisch     In  dem 
Fall  einer  Welle,  deren  Länge  -r-  groß  gegen  h  ist,  haben  wir  nahezu 
,,  Skh        2 

0001  -r-ns» 

und  die  Wurzeln  der  Gleichung  (25)  sind  dann  näherungsweise: 

Wenn  wir  e  —  kc  setzen,  so  gibt  das  erstere  Resultat  c*=  ^jA,  wss 
mit  der  gewöhnlichen  Theorie  der  langen  Wellen  (§§  168  und  169) 
übereinstimmt.  Die  Formel  (27)  gibt  dann  näherungaweise  P=~SH; 
dies  ist  von  y  unabhängig,  sodaß  die  Wellenkämme  jetzt  nahem 
geradlinig  sind.  Die  zweite  der  Wurzeln  (28)  macht  c*=-y,  w« 
eine  viel  größere  Wellengeschwindigkeit  ausdrückt;  aber  die  oben 
angestellten  Erwägungen  zeigen,  daß  hierin  nichts  Widersinniges  liegt 
Eine  einfache  Rechnung  zeigt,  daß  die  Querschnitte  der  Wellen  jetat 
parabolische  Gestalt  haben,  und  daß  es  also  zwei  Knotenlinien  gibt, 
welche  parallel  zur  Lauge  des  Kanals  laufen.  Die  Periode  ist  in  der 
Tat  fast  genau  diejenige  der  symmetrischen  TransTeraalschwingaiig, 
welche  in  §  255  besprochen  wurde. 

Wenn  andererseits  die  Wellenlänge  gegen  die  transversalen  Dimen- 
sionen des  K  anales  kurz  ist,  so  ist  kh  groß,  und  nahezu  coth  }Äk— 1. 
Die  Wurzeln  von  (25)  sind  dann  näherungaweise 

*  D,rlz,l, GOÜglC 
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Das  erstere  Resultat  ergibt  nahezu  P  =  H,  sodafi  die  Wellenkämme 
geradlinig  sind,  indem  sie  nur  eine  kleine  Änderung  ihrer  Höhe  nach 
den  Seiten  zu  erfahren.  Der  Wert  ä  =  Ygk  ist  genau  derjenige, 
welchen  man  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Wellen  in  ver- 
hältnismäßig tiefem  Wasser  erwarten  sollte. 

Verlegen  wir  in  diesem  Falle  den  Koordinatenanfangspunkt  nach 
einem  Rande  der  Wasseroberfläche,  indem  wir  z  +  h  für  z  sowie  y  —Y%h 
für  y  schreiben  und  dann  /;  unendlich  werden  lassen,  so  erhalten 
wir  den  Fall  eines  Wellenzuges,  welcher  parallel  zu  einem  geneigten 
Ufer  vorwärtsschreitet,  welches  mit  dem  Horizont  einen  Winkel  von 
30°  bildet.    Das  Ergebnis  ist 

<p  -  tf  {e"  +  e-4*(V»»+»}_  3e-**0^r-«) )  cos  kx  ■  cos  {et  +  «),  (SO) 

wo  c  — 1/?  .  Dies  läßt  sich  unmittelbar  bestätigen.  Im  Abstand 
von  etwa  einer  Wellenlänge  vom  Ufer  reduziert  sich  der  Wert  von 
<s  nahe  an  der  Oberfläche  praktisch  auf 

qp  =  H&'  cos  kx  ■  cos  (at  +  s),  (31) 

wie  in  §  227.  Nahe  an  dem  Rande  wechselt  die  Erhebung  das  Vor- 
zeichen, indem  ein  longitudinaler  Knoten  auftritt,  für  welchen 


oder  ^  =  0,127. 

Die  zweite  der  beiden  Wurzeln  (29)  gibt  ein  System  von  Rand- 
wellen;  die  Ergebnisse  sind  denen  gleichbedeutend,  die  erhalten  werden, 
wenn  man  in  der  Stokes'schen  Formel  0  —  30  °  setzt. 

Schwingungen  einer  flüssigen  Kugel. 

§  260.  Die  Theorie  der  Schwingungen  einer  FlüsBigkeitsmasse 
um  die  Kugelform  unter  der  Wirkung  der  gegenseitigen  Gravitation 
stammt  von  Lord  Kelvin.1) 

Wir  nehmen  den  Ursprungspunkt  im  Zentrum  und  bezeichnen 
den  Radiusvektor  eines  Oberflächenpunktes  mit  a  +  £,  wo  a  der 
Radius  im  ungestörten  Zustande  ist.     Wir  setzen  ferner 


t-2t..  (i) 


1)  Sic  W.  Thomson,  „Dynamical  Problems  regarfling  Elastic  Spheroidal 
Shells  and  Spberoida  of  Incompreaaible  Liquid",  .Phil.  Trans.  1663  (Math,  and 
Fhys.  Papers,  Bd.  m,  S.  884). 

■ig  z      y  ^ 
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wo  £„  eine  Kugelfiächenfunktion  von  der  ganzzehligen  Ordnung  n  ist. 
Die  Koutinuitätsgleichung  Aq>  —  0  wird  durch 


»-2r* 


erfüllt,    wo   S„  eine  Kugel  nächenfuuktion   ist,  und  die  kinematische 
Bedingung 

welcher  für  r  =-  a  zu  genügen  ist,  gibt 

*?-- :*■  w 

Das  Gravitationspotential  an  der  freien  Oberfläche  ist  nach  §  199 

wo  y  die  Gravitationskonstante  ist.     Setzen  wir 

9-ixyva,      r-a  +  ^fc,, 
so  finden  wir 

«-hni*+#2«i-?t-  W 

1  T 

Setzen  wir  ans  Gleichungen  (2)  und  (6)  in  die  Drnckgleichung 

f-§f-a  +  ko»t  (7) 

ein,  eo  finden  wir,  da  p  auf  der  Oberfläche  konstant  sein  soll, 

ds„  _  i(h-d   .  ™ 

Eliminieren  wir  Sn  zwischen  den  Gleichungen  (4)  und  (8),  so 
erhalten  wir 

d%      mfr-i)  ,           Q  ,  . 

8  t«  +     2n  +  l     a6"       U-  W 

Dies  zeigt,  daß  g,  sich  wie  cos  («_( -)-  c)  verhält,   vorausgesetzt,  daß 

(10) 

Für  gleiche  Dichte  der  Flüssigkeit  ist  g  mit  a  proportional;  die 
Frequenz  ist  deshalb  von  den  Dimensionen  der  Kugel  unabhängig. 

Die  Formel  ergibt  ot  —  0,  wie  zu  erwarten  war,  da  bei  der 
Deformation,  welche  durch  eine  Kugelflächenfunktion  der  ersten  Ord- 


'Sn+l     a' 
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ntuig  ausgedrückt  wird,  die  Oberfläche  immer  kugelförmig  bleibt,  und 
die  Periode  deshalb  unendlich  groß  wird. 

„Für  den  Fall  n  —  2,  d.  h.  für  eine  ellipsoidale  Deformation,  wird 
die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels  \a  oder  lj-m&l  so  groß 
als  der  Erdradius  für  eine  homogene  nüssige  Kugel  von  gleicher 
Masse  und  gleichem  Durchmesser  wie  die  Erde;  deshalb  ist  für  diesen 
Fall  oder  für  jede  homogene  flüssige  Kugel,  deren  Dichte  ungefähr 
5^- mal  so  groß  als  diejenige  des  Wassers  ist,  die  halbe  Periode 
47"  12". 

Eine  Stahlkugel  von  denselben  Dimensionen  ohne  gegenseitige 
Gravitation  ihrer  Teile  könnte  kaum  so  rasch  schwingen,  da  die 
Geschwindigkeit  ebener  Schiebungswellen  in  Stahl  nur  ungefähr 
10140  Fuß  pro  Sekunde  beträgt, 
wonach  eine  Strecke,  die  dem  Erd- 
durchmesser gleich  ist,  in  nicht 
weniger  als  lh8m40'  durchlaufen 
würde." ') 

Wenn  die  Oberfläche  in  der 
Form  einer  einfachen  Kugel  flächen- 
funktion  zweiter  Ordnung  schwingt, 
so  ist  die  Gleichung  der  Bewe- 
gungslinien  x'ä'i  —  konst.,  wo  EJ 
den  Abstand  eines  Punktes  von 
der  Symmetrieachse  bezeichnet, 
welche  als  x-Achse  genommen  ist 
(siehe  Gleichung  (11)  des  §  95). 
Diese  Linien  sind  für  eine  Reihe  äquidistanter  Werte  der  Konstanten 
in  der  Figur  gezeichnet. 


§  260.     Die  Aufgabe  kann  auch  auf  sehr  bündige  Weise  durch 
die  Methode  der  „Normtdkoordinaten"  (§  167)  behandelt  werden. 
Die  kinetische  Energie  ist  durch  die  Formel 


gegeben,   ■ 


T-inffrgiS  (11) 

öS  ein  Element  der  Oberfläche  r  =  a  ist.     Wenn  die 


1)  Sir  W.  Thomson,  }.  c.  Die  genaue  Theorie  der  Schwingungen  einer 
elastischen  Kugel  gibt  für  die  langsamste  Normalschwingung  einer  Stahlkugel 
von  den  Dimensionen  der  Erde  eine  Periode  von  1  h  jäm.  Siehe  Lamb,  „Od 
the  Vibration  of  an  Elastic  Sphäre",  Proe.  Lond.  Math.  Soc.r  18,  S.  812,  1883. 
Die  Schwingungen  einer  Kugel  von  inkompressibler  Substanz  unter  dem  ge- 
meinschaftlichen Einfluß  von  Gravitation  und  Elastizität  Bind  von  Bromwich 
behandelt  worden,  Proc.  Land.  Math.  Soc.,  SO,  S.  »8,  1898. 
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Oberfläche  in  der  Form  r  —  a  +  £,  schwingt,  so  erhalten  wir  durch 
Einsetzen  aus  Gleichungen  (2)  und  (4) 

T-i'iJfi.'dS.  (12) 

Um  die  potentielle  Energie  zu  berechnen,  denken  wir  uns,  daß 
die  äußere  Fläche  gezwungen  würde,  nacheinander  die  Formen 
r  =•■  a  +  8£„  anzunehmen,  wo  6  von  0  bis  1  geht.  In  jedem  Stadium 
-dieses  Vorganges  wäre  das  Gravitationspotential  an  der  Oberfläche 
nach  Gleichung  (6) 

Ä_kontt+yj=^^t..  (13) 

Um  eine  dünne  Schicht  von  der  Dicke  £,dd  hinzuzufügen,  ist  also 
die  Arbeit 

erforderlich.    Integrieren  wir  dies  von  6  =  0  bis  zu  6  =  1,  ao  finden 
wir 

v-"-^k<">fft-'dS-  (") 

Die  Resultate,  welche  der  allgemeinen  Deformation  (1)  entspre- 
chen, werden  erhalten,  wenn  man  das  Summenzeichen  S  in  Bezug 
auf  n  in  den  Gleichungen  (12)  und  (15)  vorsetzt,  da  die  Glieder, 
welche  Produkte  von  Kugelfunktionen  verschiedener  Ordnung  ent- 
halten, nach  §  87  verschwinden. 

Die  Tatsache,  daß  die  allgemeinen  Ausdrücke  für  T  und  V  sich 
auf  diese  Weise  auf  Summen  von  Quadraten  reduzieren,  beweist,  daß 
jede  Deformation,  die  gemäß  einer  Kugelfunktion  vor  sich  geht,  einer 
möglichen  „Normalsckwingung"  entspricht.  Nehmen  wir  ferner  an, 
daß  £,  sich  wie  cos  (cKt  +  e)  verhält,  so  führt  die  Erwägung,  daß  die 
gesamte  Energie  T  +  V  konstant  sein  muß,  wieder  zu  der  Formel  (10). 

Im  Falle  der  erzwungenen  Schwingungen,  welche  von  einem 
Störungspotential  fi'cos(ff/  +  c)  herrühren,  das  die  Gleichung  Aß'  =  0 
für  alle  Funkte  der  Flüssigkeit  erfüllt,  können  wir  annehmen,  daß 
&'  in  eine  Reihe  von  räumlichen  Kugelfunktionen  entwickelt  sei. 
Wenn  £„  die  Oberflächenerhebung  nach  der  Gleichgewichtstheorie  ist, 
welche  dem  Glied  von  der  Ordnung  n  entspricht,  haben  wir  nach 
Gleichung  (13)  des  §  167  für  die  erzwungene  Schwingung 

£.-— VL  (16) 

wo  6  die  eingeprägte  Winkelgeschwindigkeit  nnd  tf„  diejenige  der  freien 
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Schwingungen  tos  demselben  Typus  bedeutet,  wie  sie  durch  Glei- 
chung (10)  gegeben  ist. 

Die  numerischen  Resultate,  welche  oben  für  den  Fall  n  —  2  ge- 
geben sind,  zeigen,  daß  bei  einer  nicht  rotierenden  Flüssigkeitskugel 
Ton  denselben  Dimensionen  und  derselben  mittleren  Dichte  wie  die 
Erde  erzwungene  Schwingungen,  welche  die  Eigenschaften  und  die 
Perioden  der  wirklichen  Mond-  und  Sonnenfluten  besitzen,  ungefähr 
die  Amplituden  haben  würden,  welche  durch  die  GleichgewichtBtheorie 
angezeigt  sind. 

263-  Die  Untersuchung  wird  leicht  anf  den  Fall  eines  Ozeans 
Ton  irgendwelcher  gleichförmigen  Tiefe  ausgedehnt,  der  einen  symme- 
trischen kugelförmigen  Kern  bedeckt. 

Es  sei  b  der  Radius  des  Kernes,  a  derjenige  der  äußeren  Wasser- 
fläche.    Wenn  die  Form  der  Oberfläche 

'-o  +  jZt.  (1) 

ist,  so  nehmen  wir  für  das  Geschwindigkeitspotential  an,  daß 

wo    die   Koeffizienten    so   gewählt   sind,    daß   sie   ~  —  0   für   r  —  b 
ergeben. 

Die  Bedingung,  daß 

dt  dr  W 

füif  =  a,  gibt 

$— .o+i)  ((f)-_  (!)-}!.  w 

Für  das  Gravitationspotential  an  der  freien  Oberflache  (1)  haben 
wir 

Ä 17 Zi  a^+  i  S--  Cö) 

wo    p0    die    mittlere  Dichte    der    gesamten  Masse   ist.     Setzen   wir 
g  =-  \nyi}aa,  so  finden  wir 

a-k«™t+j2(i-iiVis)t--         ^ 

Die  Druckbedingung  an  der  freien  Oberfläche  gibt  dann 

(c+')(fr+-(!nt-(i-,;,+^)^.  cd 

Linb,  Hj-dtodjnuiük.  Dig||pd  Dy  ' 
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Die  Elimination  tob  S%  aus  (4)  und  (7)  ergibt 

^  +  «.■6.-0,  (8) 

WO 

■  ^t^r(  '-+,J*    () 

Für  p  =  p0  haben  wir  tf,  —  0,  wie  zn  erwarten  war.  Für  (>>?» 
ist  der  Wert  von  0,  imaginär;  die  Gleichgewichtslage,  bei  welcher 
die  äußere  Fläche  der  Flüssigkeit  mit  dem  Kern  konzentrisch  ist,  ist 
dann  labil.     (VergL  g  198.) 

Wenn  wir  in  Gleichung  (9)  6  =  0  setzen,  so  kommen  wir  auf 
das  Resultat  des  Torhergehenden  Paragraphen  zurück.  Wenn  anderer- 
seits die  Tiefe  des  Ozeans  klein  gegen  den  Radius  ist,  so  finden  wir, 
indem  wir  b  —  a  —  h  setzen  und  das  Quadrat  von  —  vernachlässigen, 

„..-.(.  +  l)(l-i^r'-)£,  (10) 

vorausgesetzt,  daß  n  klein  gegen  -r  ist.  Dies  stimmt  mit  einem 
Resultat  von  Laplace  überein,  welches  auf  eine  mehr  direkte  Weise 
in  §  198  erhalten  wurde. 

Wenn  aber  n  von  derselben  Größenordnung  wie  -r  ist,  so  haben 
wir,  indem  wir  n  =  ha  setzen, 

GH1 -ST-"- 

sodaß  Gleichung  (9)  sich  auf 

«'  -  gk  femgh  kh  (11) 

reduziert,  wie  in  §  227.     Wenn  wir  überdies  r  —  a  +  s  schreiben,  so 

lautet  das  ßesch  windig keitspotentiul 

p  —  9>i  cosh  k(e  +  h),  (12) 

wo  y,  eine  Funktion  der  Koordinaten  auf  der  Oberfläche  ist,  welche 
jetzt  als  eben  betrachtet  werden  kann.     Vergl.  g  254. 

Die  Formeln  für  die  kinetische  und  potentielle  Energie  werden 
im  allgemeinen  Falle  durch  dieselbe  Methode  wie  im  vorangehenden 
Paragraphen  leicht  berechnet,  nämlich  zu 
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Das  letztere  Resultat  zeigt  ferner,  daß  die  Gloiehgewichtalage 
einem  Minimum  der  potentiellen  Energie  entspricht  und  deshalb  völlig 
stabil  ist,  vorausgesetzt,  daß  p  <  p0. 

In  dem  Fall,  wo  die  Tiefe  verhältnismäßig  klein  ist,  während  » 
endlich  ist,  erhalten  wir,  wenn  wir  b  ■■-  a  —  h  setzen, 

während  der  Ausdruck  für  V  natürlich  ungeändert  bleibt. 

Wenn  die  Amplituden  der  Kugelfunktionen  £„  als  generalisierte 
Koordinaten  betrachtet  werden,  so  zeigt  die  Formel  (15),  daß  für  ver- 
hältnismäßig kleine  Tiefen  die  Trägheitakoernzienten  sich  umgekehrt 
wie  die  Tiefe  verhalten.  Wir  sind  bei  unseren  Erörterungen  Aber 
Flutwellen  häufig  Beispielen  dieses  Prinzipes  begegnet. 

Kapillarität. 

§  203.  Der  Einfluß,  welchen  die  Kohäsion  in  gewissen  Fallen 
von  Flüssigkeitsbewegung  ausübt,  ist  schon  lange  im  allgemeinen  er- 
kannt worden,  aber  die  Sache  ist  erat  vor  verhältnismäßig  wenigen 
Jahren  einer  strengen  mathematischen  Behandlung  unterworfen  worden. 
Wir  wollen  zunächst  über  die  bemerkenswerten  Untersuchungen  von 
Lord  Kelvin  und  Lord  Rayleigh  auf  diesem  Gebiet  berichten. 

Es  liegt  außerhalb  unserer  Aufgabe,  die  physikalische  Theorie 
des  Gegenstandes  zu  erörtern.1)  Es  genügt  für  unseren  Zweck,  zu 
wissen,  daß  die  freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  oder  allgemeiner  die 
gemeinschaftliche  Grenzfläche  zweier  Flüssigkeiten,  welche  sich  nicht 
mischen,  sich  so  verhält,  als  wenn  sie  in  einem  Zustande  gleich- 
formiger  Spannung  wäre,  wobei  die  Spannung  zwischen  zwei  benach- 
barten Teilen  der  Oberfläche,  auf  die  Längeneinheit  der  gemeinschaft- 
lichen Grenzlinie  bezogen,  nur  von  der  Natur  der  beiden  Flüssigkeiten 
und  von  der  Temperatur  abhängt.  Wir  bezeichnen  diese  sogenannte 
„Oberfläcfienspanmtng"  mit  dem  Zeichen  T,.  Ihr  Wert  in  C.  G.  S.- 
Einheiten (Dynen  pro  Zentimeter)  beträgt  ungefähr  74  für  die  Grenz- 
fläche von  Wasser  und  Luft  bei  der  Temperatur  20°  C.1);  mit  stei- 

1)  Siehe  hierüber  Maxwell,  Eneye.  Britann.,  Artikel  „Capillary  Aetion" 
(Sc.  Popen,  Cambridge  1900,  Bd.  II,  S.  541),  wo  auf  die  älteren  Autoren  Bezug 
genommen  ist.  Ferner  Lord  Rayleigh,  „On  the  Theory  of  Surf&ce  Forces",  Phil. 
Mag.  (6),  80,  B.  186  und  456,  1890  (Sc.  Popen,  Bd.  III,  S.  897). 

2)  Lord  Rayleigh,  „On  the  Tension  of  Wa.tar-Surfac.es,  Clean  and  Con- 
taminated,  investigated  by  the  method  of  Hippies",  Flui.  Mag.  (5),  80,  3.  886, 
1880  (Sc.  Papera,  Bd.  IL*,  8.  894). 
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gender  Temperatur  nimmt  diese  Größe  etwas  ab.  Der  entsprechende 
Wert  für  die  Grenzfläche  von  Quecksilber  und  Luft  beträgt  unge- 
fähr 540. 

Eine  gleichbedeutende  Aussage  ist  die,  daß  die  potentielle  Energie 
eines  Syetemes,  in  welchem  die  fragliche  Oberfläche  enthalten  ist,  ein 
Glied  enthält,  welches  dem  Inhalt  der  Fläche  proportional  ist,  wobei 
der  Betrag  dieser  „Oberflächenenergie"  pro  Flächeneinheit  gleich  T, 
ist.1)  Da  die  Bedingung  für  stabiles  Gleichgewicht  die  ist,  daß  die 
Energie  ein  Minimum  sein  muß,  so  ist  die  Oberfläche  bestrebt,  eich 
ho  weit  zusammenzuziehen,  als  es  mit  Rücksicht  auf  die  anderen  Be- 
dingungen des  Probtemes  möglich  ist. 

Die  hauptsächlichste  Änderung,  welche  durch  die  Berücksichtigung 
der  Oberflächenspannung  in  unsere  früheren  Methoden  eingeführt  wird, 
ist  in  dem  Satze  enthalten,  daß  der  Flüssigkeitsdruck  jetzt  an  einer 
Trennnngs flache  unstetig  ist,  wir  haben  nämlich 

wo  p  und  p'  die  Drucke  nahe  bei  der  Fläche  auf  beiden  Seiten,  sowie 
Ä,  und  R,  die  Hauptkrümmungsradien  der  Fläche  bedeuten,  welche 
als  negativ  zu  rechnen  sind,  wenn  die  entsprechenden  Krümmungs- 
mittelpunkte auf  der  Seite  liegen,  auf  welche  sich  der  Akzent  bezieht. 
Diese  Formel  wird  leicht  erhalten,  indem  man  die  Kräfte  längs  der 
Normalen  auflöst,  die  auf  ein  rechtwinkliges  Element  einer  dünnen 
Oberflächenschicht  wirken,  das  von  Krümmungslinien  begrenzt  wird; 
aber  es  dürfte  unnötig  sein,  hier  den  Beweis  wiederzugeben,  welcher 
in  den  meisten  neueren  Büchern  über  Hydrostatik  zu  finden  ist 

§  383.  Die  einfachste  Aufgabe,  mit  der  wir  wohl  beginnen 
können,  ist  diejenige  von  Wellen  auf  einer  ebenen  Fläche,  welche  die 
gemeinschaftliche  Grenze  zweier  ruhender  Flüssigkeiten  bildet. 

Der  Ursprungspunkt  soll  in  diese  Ebene  verlegt  werden,  und  die 
(/-Achse  senkrecht  zu  ihr;  dann  lauten  die  Geschwindigkettspotentiale, 
welche  einer  einfach  harmonischen  Deformation  der  gemeinschaft- 
lichen Fläche  entsprechen, 

tp  =■  Ce**  cos  kx  ■  cos  (tff  -j-  s)     | 
c/  =  G'er**  coakx  •  cos(o*<  +  £)]  ' 

wobei  die  erstere  Gleichung  sich  auf  die  Seite  bezieht,  wo  y  negativ, 
und  die  letztere  auf  diejenige,  wo  y  positiv  ist.  Diese  Werte  er- 
füllen die  Gleichungen 


1)   Siehe  Maxwell,    Theory  of  Beat,  London  1871,  20.  Kapitel. 
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Ay-O,    Ay'-O, 
nnd  sie  ergeben  die  Geschwindigkeit  0  für  y  =  —  oo,  bzw.  y  -—  +  oo. 
Die   entsprechende  Verschiebung  der  Flache   in   der  y-Richtung 
wird  von  der  Form 

rj  -■=  a  cos  kx  ■  sin  (tff  +  s)  (2) 

sein,  und  die  Bedingung,  daß  für  y  —  0 

8i]       _  3»       dtp' 

dt™      Öy  ™*       £y ' 
gibt 

öa kC-kC.  (3) 

Wenn  wir  vorläufig  die  Schwere  außer  acht  lassen,  so  ist  der 
veränderliche  Teil  des  Druckes  durch 

^  —  -?;  —      ~£*coakx    sin  (ff*  +  s)    1 

f     dt         k 

*  -  *»  =  _  *±  g-**  cos  kx  ■  sin  («/  +  «)) 

gegeben. 

Um  die  Druckbedingung  für  die  gemeinschaftliche  Fläche  zu 
finden,  können  wir  die  Kräfte  berechnen,  welche  in  der  {/-Richtung 
auf  einen  Streifen  von  der  Breite  dx  wirken.  Die  Flüssigkeitsdrucke 
auf  den  beiden  Seiten  haben  eine  Resultante  (j>' —  p)äx,  und  der 
Unterschied  der  Spannungskomponenten  parallel  zur  y-  Achse  an  den 
beiden  Rändern  ist  <n  T,  jp-J .     Wir  erhalten  somit  die  Gleichung 

*-*>'+ rtg  =  o,  (5) 

welche  für  y  —  0  zu  erfüllen  ist.  Dies  hätte  sofort  als  besonderer 
Fall  der  allgemeinen  Oberflächen bedingung  (§  262)  hingeschrieben 
werden  können.  Setzen  wir  aus  (2)  und  (4)  in  Gleichung  (5)  ein, 
so  finden  wir 

was  die  Frequenz  von  Schwingungen  von  der  Wellenlänge  -y  be- 
stimmt. 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeitsmasse,  welche  zwischen 
zwei  Ebenen  eingeschlossen  ist,  die  parallel  zu  xy  im  Abstände  1 
gezogen  sind,  ist  pro  Wellenlänge 

'T-i'Jb'li\di-i>'f^w]dI-     ■  <7> 

V  yO  0  f  =  H 

Wenn  wir 

t}  —  o  cos  kx  (8 ) 
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nehmen,  wo  a  nur  von  t  abhängt,  und  deshalb  im  Hinblick  auf  die 
kinetischen  Bedingungen 

<p  —  —  i-1  äß**  cob  kx\ 

p'— kr1  äe~l*  cos  kx  \ 
setzen,  so  finden  wir 

T-ito  +  »■)*-'*'•  1-  (10) 

Die  potentielle  Energie,  die  der  Ausdehnung  der  Trennungsfläche 
entspricht,  ist  ferner 

'}***- r>»-*r./"(H)V     (ii) 


'■/!' 


Setzen  wir  aus  Gleichung  (8)  ein,  so  gibt  dies 

F-i^ifeV.A.  (12) 

Um  die  mittlere  Energie  beider  Arten  pro  Längeneinheit  der 
x-Achse  zu  finden,  müssen  wir  den  Faktor  X  weglassen. 

Wenn  wir  annehmen,  daß  a  sich  wie  coa(tf(  +  <0  verhält,  wo  o 
durch  Gleichung  (6)  bestimmt  ist,  so  folgt,  daß  die  gesamte  Energie 
T  +  V  konstant  ist. 

Wenn  wir  umgekehrt  annehmen,  daß 

ij  —  £  (a  cos  kx  +  ß  sin  kx),  (13) 

so  wird  leicht  eingesehen,  daß  die  Ausdrücke  für  T  und  V  sich  auf 
die  Summen  von  Quadraten  von  ä,  ß  bzw.  a,  ß  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten reduzieren,  weshalb  die  Großen  a  und  ß  als  Nonnalkoordinaten 
gelten  können.  Die  allgemeine  Theorie  des  §  167  führt  dann  unab- 
hängig zu  der  Formel  (6). 

Kombinieren  wir  wie  in  §  228  zwei  Systeme  von  stehenden 
Wellen,  so  erhalten  wir  einen  Zug  fortschreitender  Wellen 

ij  —  o  cos  (kx  T  i»0,  (14) 

welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit 

i      I  T.k  vi 


fortpflanzen,  oder  durch  die  Wellenlänge  ausgedrückt, 

■*■  .  (l«) 

Der  Gegensatz  zu  §  228  ist  bemerkenswert;  wenn  die  Wellen- 
länge abnimmt,  nimmt  die  Periode  in  noch  stärkerem  Verhältnis  ah, 
sodaß  die  Wellengeschwindigkeit  wächst. 
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Da  c  sich  wie  i.  '  verhält,  so  ist  die  Gruppengeschwindigkeit 
nach  Gleichung  (3)  des  §  234: 

U-e-X^-ic.  (17) 

Die  Tatsache,  (laß  die  Grnppengeschwindigkeit  för  Kapillarwellen  die 
Wellengeschwindigkeit  übersteigt,  trägt  dazu  bei,  einige  intere&Bante  Er- 
scheinungen zu  erklären,  von  denen  später  die  Rede  sein  wird  (§§  266 
und  268). 

Als  numerisches  Beispiel  nehmen  wir  den  Fall  einer  freien 
Wasserfläche.  Setzen  wir  o  —  1,  q  —  0,  Tx  —  74,  ao  erhalten  wir 
die  folgenden  Resultate,  wo  die  Einheiten  das  Zentimeter  und  die 
Sekunde  Bind.1) 


Wellenlänge 


Wellen- 
gesch  wlg  digkeit 


0,60 
0,10 
0,06 


Freque 


§  364.  Wenn  die  Schwere  in  Rechnung  gezogen  wird,  so  wird 
die  freie  Oberfläche  im  Gleichgewichtszustand  natürlich  horizontal 
sein.  Nehmen  wir  die  positive  y- Richtung  nach  oben  zu,  so  wird 
der  Druck  an  der  ungestörten  Fläche  näherungsweise  durch 


■  >  -89-      (y  -  9)  «  ««  te  ■  "in  («t  +  «) 

'  %  ~  9V (i  +  ff)  o  cos  kx  ■  sin  (ff*  +  s) 


(1) 


gegeben  sein.     Setzen  wir  dies   in  Gleichung  (5)  des  §  263  ein,   so 
finden  wir 

'''-■  (2) 

Setzen  wir  ö  —  Äc,  so  finden  wir  für  die  Geschwindigkeit  eines 
fortschreitenden  Wellenzuges 


q  +  9    *  T  Q  +  e  1  +  8 


(3) 


1)  Vergl.  Sir  W.  Thomaon,  Math,  and  T'hyg.  Papers,  Bd.  in,  S.  ÖSO. 

Die  obige  Theorie  gibt  die  Erklärung  für  die  Kräuselungen,  welche  auf 
der  Überflache  des  Wassern  einer  Fingerachale  beobachtet  werden,  welches  dadurch 
in  Bewegung  gesetzt  ist,  daß  man  den  Band  mit  dem  benetzten  Finger  streicht. 
Es  ist  jedoch  zu  beachten,  daß  die  Frequenz  der  Kapillarwellen  bei  diesem 
Experiment  doppelt  so  groß  ab  diejenige  der  Schwingungen  der  Schale  selbst 
ist;  siehe  Lord  Rayleigh,  „On  Maintained  Vibration  s",  Phil.  Mag.  (6),  IG,  S.  829, 
1888.    (Sc.  Fapen,  Bd.  H,  S.  188;  Theory  of  Sound,  2.  Aufl.,  20.  Kap.). 
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CA 

geschrieben  haben. 

In  den  besonderen  Fällen  3",  =■  0  bzw,  g  —  0  erhalten  wir  die 
Resultate  von  §  231,  Nr.  1,  und  §  263  wieder. 

Es  Bind  in  Bezug  auf  die  Formel  (3)  einige  Punkte  zu  be- 
merken. Obwohl  der  Wert  von  e  beständig  wächst,  wenn  die  Wellen- 
länge ~j~  von  co  bis  zu  0  abnimmt,  so  fängt  dennoch  die  Wellen- 
geschwindigkeit c,  nachdem  sie  bis  zu  einem  gewissen  Minimum  ge- 
sunken ist,  wieder  an   zu  wachsen.     Der  Minimalwert  (cM)  ist  durch 

gegeben  und  entspricht  der  Wellenlänge1) 

Durch  A„  und  em  ausgedrückt  kann  die  Formel  (3)  folgender- 
maßen geschrieben  werden: 


*(r  +  f) 


(') 


was  zeigt,  daß  es  für  jeden  vorgeschriebenen  Wert  von  c,  der  größer 
als  c^  ist,  zwei  zulässige  Werte  von  r-  gibt,  welche  reziprok  sind. 
Entsprechend  den  Werten 

l  -    1,2        1,4        1,6        1,8        2,0 

finden  wir 

£_  12,476     3,646     4,917     6,322     7,873 
l™~  10,404    0,274    0,203    0,168    0,127' 

wozu  wir  die  Angaben 

Bin-1  ^-56°  26'    45«35'    88»  41'    33°  45'    30° 
hinzufügen,  um  später  darauf  Bezug  nehmen  zu  können. 


1)  Die  Theorie  des  Minimums  der  Wellengeschwindigkeit,  sogleich  mit  dem 
hauptsächlichsten  Inhalt  der  §g  268  and  S6*,  wurde  von  Sir  W.  Thomson  ge- 
geben. „Hydrokinetic  Solutions  ud  Observations",  Phü.  Mag.  (4),  18,  S.  874, 
1871  (Baltimore  Lcctvre»,  S.  696);  siehe  auch  Nature,  6,  S.  1,  1871. 
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Für  hinlänglich  große  Werte  von  l  wird  das  erste  Glied  in  der 
Formel  (3)  für  c*  groß  gegen  das  zweite;  die  Kraft,  welche  die  Be- 
wegung beherrscht,  ist  dann  hauptsächlich  die  Schwere.  Wenn 
andererseits  X  sehr  klein  ist,  so  überwiegt  das  zweite  Glied  und  die 
Bewegung  wird,  wie  in  §  263,  hauptsächlich  durch  die  Kohäsion  be- 
herrscht.    Um  eine  Angabe  über  die   Größen,   die   hier  in  Betracht 


Wirkung  der  Kohäsion  auf  die  Wellengeschwindigkeit  höchstens  5% 
ungefähr  beträgt,  wahrend  die  Schwere  in  gleichem  Maß  unwirksam 
wird,   wenn  -j-  <  ^  ■ 

Es  ist  von  Lord  Kelvin  vorgeschlagen  worden,  die  Wellen,  deren 
Länge  kleiner  als  Am  ist,  durch  den  Namen  ^Biffdn"  zu  unterscheiden. 

Insoweit  die  relative  Bedeutung  von  Schwere  und  Kohäsion  von 
der  Wellenlänge  abhängt,  kann  sie  auf  die  Gestalt  des  Ausdruckes 
für  die  potentielle  Energie  zurückgeführt  werden,  welche  einer  Ober- 
flächenerhebung 

v\  —  a  cos  kx  (8) 

entspricht.  Der  Teil  dieser  Energie,  welcher  von  der  Ausdehnung 
der  Grenzfläche  herrührt,  ist  pro  Flächeneinheit 

*-%-,  (9) 

während  der  Teil,  der  von  der  Schwere  herrührt, 

i  »(»-»■)«'  (10) 

ist.  Wenn  l  abnimmt,  so  gewinnt  der  erstere  Teil  gegen  den  letzteren 
mehr  und  mehr  an  Wichtigkeit. 

Gebrauchen  wir  dieselben  Zahlenangaben  wie  vorher,  und  setzen 
wir  g  —  981,  so  finden  wir  für  eine  Wasserfläche: 
A„  =  l,73,    cm-23,2, 

wo  die  Einheiten  das  Zentimeter  und  die  Sekunde  sind.  Es  liegt 
also  nähernngsweise  das  Minimum  der  Wellengeschwindigkeit  bei  un- 
gefähr nenn  Zoll  pro  Sekunde  oder  0,45  Seemeilen  pro  Stunde  bei 
einer  Wellenlänge  von  $  Zoll.  Im  Hinblick  auf  die  numerischen 
Resultate,  welche  bereits  erhalten  wurden,  gibt  dies  für 

c-    27,8  32,5  37,1  41,8  46,4 
die  Werte 

I  4,3  6,3        8,5  10,9  13,6 

~  1  0,70  0,47      0,35      0,27      0,22 

in  Zentimetern  und  Sekunden. 

Dig  I  isri  :iy  ViUUVIt 


538  IX-  Obwflachenwellen. 

Wenn  wir  aus  Gleichung  (7)  in  die  allgemeine  Formel  (3)  des 
§  234  fllr  die  Qrappengewhwindigkeit  einsetzen,  finden  wir 


1 


-t''-V\. 


(11) 

Folglich  ist  die  Gruppengeschwindigkeit  großer  oder  kleiner  als  die 
Wellengescliwindigkeit,  je  nachdem  X  ^  im.  Für  hinreichend  längs 
Wellen  ist  die  Gruppengeschwindigkeit  praktisch  \  c,  während  sie  für 
sehr  kurze  Wellen  sich  dem  Werte  }c  nähert.1) 

Die  Beziehungen  zwischen  Wellenlänge  und  Wellengeschwindig- 
keit  sind  in  der  untenstehenden  Figur  graphisch  dargestellt,  wo  die 
gestrichelten  Kurven  sich  auf  die  Fälle  beziehen,  wo  Schwere  and 
Kapillarität  einzeln  wirken,  während  die  ausgezogene  Kurve  die  ge- 
meinschaftliche Wirkung  beider 
angibt.1)  Wie  in  §  234  dar- 
gelegt wurde,  wird  die  Gruppen- 
geacbtwindigkeit  durch  den  Ab- 
schnitt dargestellt,  den  die  Tan- 
gente auf  der  Ordinatenachse 
bildet.  Da  von  jedem  Punkte 
dieser  Achse  außerhalb  eines 
gewissen  Abstandes  von  0  zwei 
Tangenten  an  die  Kurve  ge- 
zogen werden  können,  so  gibt 
es  zwei  Werte  der  Wellenlänge, 
welche  einer  vorgeschriebenen 
Gruppengeachwindigkeit  U  ent- 
sprechen. Diese  beiden  Werte 
A  von  l  fallen  zusammen,  wenn 
U  einen  gewissen  Minimalwert 
erreicht,  der  durch  den  Punkt  bestimmt  wird,  wo  Oe  von  der  Tan- 
gente an  der  Kurve  in  dem  Wendepunkte  getroffen  wird.  Eh  läßt 
sich  leicht  zeigen,  daß  wir  dann 


i-  -  K3  +  2V3  -  2,642, 

ü-  0,767  cm 

haben,  wo  cml  wie  oben,  das  Minimum  der  Wellengeschwindigkeit  be- 
zeichnet. 

Eine  weitere  Folge  der  Gleichung  (2)  ist  zu  bemerken.    Bisher 
wurde  stillschweigend   vorausgesetzt,  daß   die  untere  Flüssigkeit  die 


1)  Vergl.  Lori  lUyleigb,  I.  c,  3.  444. 

2)  VergL  §  884. 
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dichtere  sei  (d.  h.  p  >  p'),  was  allerdings  für  die  Stabilität  erforderlich 
ist,  wenn.  Tx  vernachlässigt  wird.  Die  genannte  Formel  zeigt  jedoch, 
daß  Stabilität  auch  dann  besteht,  wenn  p  <  p',  vorausgesetzt,  daß 

d.  h.,  vorausgesetzt,  daß  X  kleiner  als  die  Wellenlänge  A„  ist,  welche 
der  minimalen  Geschwindigkeit  entspricht,  wenn  die  dichtere  Flüssig- 
keit sich  unten  befindet  In  dem  Falle  z.  B.,  wo  Wasser  oben  und 
Luft  unten  ist,  ist  das  Maximum  der  Wellenlänge,  welches  mit  der 
Stabilität  verträglich  ist,  1,73  cm.  Wenn  die  Flüssigkeiten  zwischen 
zwei  parallele  vertikale  Wände  eingeschlossen  sind,  gibt  dies  eine 
obere  Grenze  für  die  zulässige  Wellenlänge,  und  wir  erkennen,  daß 
(in  der  zweidimensionalen  Form  der  Aufgabe)  Stabilität  besteht, 
wenn  der  gegenseitige  Abstand  der  Wände  nicht  mehr  als  0,86  cm 
beträgt.  Wir  haben  hier  im  Prinzip  die  Erklärung  eines  be- 
kannten Experimentes,  bei  welchem  Wasser  durch  den  atmosphäri- 
schen Druck  in  einem  umgekehrten  Glas  oder  einem  andern  Gefäß 
gehalten  wird,  dessen  Öffnung  von  einem  Netz  mit  genügend  feinen 
Maschen  bedeckt  wird.1) 

§  265.  Wir  wollen  zunächst  den  Fall  von  Wellen  auf  einer 
horizontalen  Fläche  betrachten,  welche  die  gemeinschaftliche  Grenze 
zweier  paralleler  Ströme  U  und  V  bildet 

Wenn  wir  die  Methode  des  §  232  anwenden,  so  finden  wir  ohne 
Schwierigkeit,  daß  die  Bedingung  für  stationäre  Wellen  jetzt 

eP'+e'fT'-f  (<>-<>')  +  **•.  (i) 

lautet,    wo   das   letzte  Glied   von   der  veränderten  Form  der  Druck- 
bedingung  herrührt,  die  an  der  Fläche  erfüllt  werden  soll. 
Dies  kann  in  der  Form 

/pP-f-p'Cy        g      9  —  g'  tr,  gg'       /tt        77",»  /a\ 

(TT-fV  )  -  T  7+7  +  7+7  ~  <gT7)~' {ü    u>       {2} 

geschrieben  werden. 

Die  Relativgeschwindigkeit  der  Wellen  in  Bezng  anf  die  mittlere 
Geschwindigkeit  der  Ströme  (§  232)  ist  +  c,  vorausgesetzt,  daß 


1)  Der  Fall,  wo  die  Flüssigkeiten  in  einem  zylindrischen  Rohre  enthalten 
sind,  wurde  von  Maxwell  gelöst,  Encyc.  Britatm.,  Artikel  „Capillary  Aotion", 
Bd.  V,  8.  69  (Sc.  Papers,  Bd.  II,  S.  566),  und  mit  einigen  Versuchen  von  Duprez 
verglichen.  Die  Übereinstimmung  ilt  besser,  als  zu  erwarten  wäre,  wenn  man 
bedenkt,  daß  die  besondere  Bedingung  außer  acht  geblieben  ist,  die  an  der 
Berfihmngslinie  der  Oberflache  mit  der  Wand  des  Rohreu  zu  erfüllen  ist. 

3)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  I'hü.  Mag.  (4),  *S,  3. 868,  1871  (Baltimore  Leetvres, 
8.  690). 
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wo  cv  die  Wellengesch  windigkeit  bei  Abwesenheit  der  Ströme  bezeichnet. 
Die  verschiedenen  Schlußfolgerungen,  welche  ans  Gleichung  (3) 
gezogen  werden  können,  sind  im  ganzen  dieselben  wie  in  dem  ge- 
nannten Paragraphen,  aber  mit  einer  wichtigen  Einschränkung;  da  c„ 
jetzt  ein  Minimum  besitzt,  nämlich  den  Wert  von  cm,  welcher  durch 
Gleichung  (5)  des  §  264  definiert  ist,  bleibt  das  Gleichgewicht  einer 
ebenen  Flache  für  Störungen  aller  Wellenlängen  stabil,  so  lange  als 

|P-P'|<i±^-«„,  (4) 


Wenn  die  Relativgeschwindigkeit  der  beiden  Ströme  diesen  Wert 
überschreitet,  so  wird  c  für  Wellenlängen,  die  innerhalb  bestimmter 
Grenzen  hegen,  imaginär.  Es  ist  klar,  daß  bei  der  Methode  des 
§  233  der  Zeitfaktor  <fai  jetzt  die  Form  e-"'+'t"  annehmen  würde, 
wobei 

«-(crw<£'-p')'-^)4M 

Der  Faktor  e"  zeigt  die  Möglichkeit  einer  Störung  von  immer  wach- 
sender Amplitude. 

Für  den  Fall  von  Luft  Ober  Wasser  haben  wir 

s  =  0,00129,    cm  -  23,2    (C.  S), 

folglich  ist  der  Maximalwert  von  |  V  ■-■  U'\,  welcher  mit  der  Stabilität 
verträglich  ist,  ungefähr  646  cm  pro  Sekunde  oder  ungefähr  12,5  See- 
meilen pro  Stunde.1)  Für  etwas  größere  Werte  wird  sich  die  In- 
stabilität zunächst  durch  die  Bildung  von  kleinen  Wellen  zu  erkennen 
geben,  deren  Länge  ungefähr  §  Zoll  beträgt;  diese  wachsen  allmählich 
an  Amplitude,  bis  sie  die  Grenzen  überschreiten,  welche  bei  unseren 
Annäherungen  vorausgesetzt  sind. 

§  266.  Wir  gehen  auf  die  Untersuchung  der  Wirkung  einer 
ständigen  Drnckstörung  auf  der  Oberfläche  eines  fließenden  Stromes 
nach  den  Methoden  der  §§  240  und  241  zurück,  indem  wir  jetzt  den 
Einfloß  von  Kapillarkräften  berücksichtigen.     Dies   wird  uns,  neben 


1)  Die  Windgeschwindigkeit,  bei  welcher  eine  Wasserfläche  durch  die  Bil- 
dung von  Kapillarwellen  eich  zu  kräuseln  beginnt,  sodaß  lie  zu  spiegeln  auf- 
hört, iit  viel  kleiner  als  diese  und  wird  durch  andere  Umstünde  bestimmt.  Wir 
werden  spater  auf  diesen  Funkt  zurückkommen  (Kap.  XI). 

I(  l.-d  v       >  ^ 


(1) 
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den  früheren  Resultaten,  eine  Erklärung  für  die  Reihe  von  Riffeln 
geben,  welche  einem  festen  Körper  vorausgeht,  der  sich  mit  mäßiger 
Geschwindigkeit  auf  ruhigem  Wasser  bewegt,  oder  welche  stromauf- 
wärts von  einem  Störungszentrum  in  einem  gleichförmigen  Strome  liegt. 
Wir  wollen  mit  einer  einfach  harmonischen  Druckverteilung  be- 
ginnen.    Wir  nehmen  an,  daß 

*  _  _  x  +  /Je*»  sin  kx ' 

*--y  +  ß*'  cos  kx 

wobei  die  obere  Fläche  mit  der  Stromlinie  ip  =  0  zusammenfallen 
soll,  deren  Gleichung  näherungsweiee 

y  —  ß  cos  kx  (2) 

lautet.  Für  einen  Punkt  nahe  unter  dieser  Fläche  finden  wir  wie  in 
§  240  (5)  für  den  veränderlichen  Teil  des  Druckes 

A  ■•  ßQ  [(kc*  —  ff)  cos  kx  +  fic  sin  kx),  (3) 

wo  (i  der  Reibungskoeffizient  ist.  In  einem  benachbarten  Punkt  nahe 
Über  der  Fläche  müssen  wir 

A'-ft  +  ri  JJ  -ß9\(*#-9-  k*T')  «>3  kx  +  pc  Binkx)     (4) 

haben,  wo  2"  jetzt  für  —  geschrieben  ist.  Dies  ist  dem  reellen 
Teile  von 

ß(t  (hc*  -g  —  k*T'  -  ipc)  (*tz 

gleich.     Wir  schließen,  daß  dem  eingeprägten  Drucke 

pa  —  C  cos  kx  (5) 

die  Oberflächenform 

«(fce'—  o  —  k'T^eoakx  —  aewinkx  ,„, 

»*_C ^-,-lT)-+,V  —  (6) 

entspricht. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  daß  die  Geschwindigkeit  c  des 
Stromes  die  minimale  Wellengeschwindigkeit  cm  übersteigt,  welche  in 
§  264  untersucht  worden  ist.    Wir  können  dann 

k<*-g-k*T-  T  (k  -«!>(«,-  k)  (7) 

schreiben,  wo  x,  und  x,  die  beiden  Werte  von  k  sind,  die  der  Wellen- 
geschwindigkeit c  in  stillem  Wasser  entsprechen.  Mit  anderen  Worten, 
—  und  —  sind  die  Wellenlängen  von  den  beiden  Systemen  freier 
Wellen,  welche  auf  der  Oberfläche  des  fließenden  Stromes  eine  kon- 
stante Lage  im  Raum  behalten  könnten.    Wir  wollen  annehmen,  daß 


google 
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Durch  diese  Girößen  ausgedrückt  kann  die  Formel  (6) 

C      (*  —  *,){*,  — *)coais  — Quinta  ,„. 

9*-T'  ft- «.IV-.- »*+-'.  (») 


geschrieben  werden,  wo  ft'  — =?.  Dies  zeigt,  daß  für  kleines  p  der 
Druck  au  den  Kämmen  tun  kleinsten  und  an  den  Wellentälern  am 
größten  ist,  wenn  k  größer  als  x,  oder  kleiner  ab)  *j  ist,  während 
das  Umgekehrte  stattfindet,  wenn  h  zwischen  x,  und  x,  liegt.  Im 
Falle  einer  fortschreitenden  Störung,  welche  sich  über  ruhiges  Wasser 
bewegt,  sieht  man  leicht,  daß  diese  Ergebniese  mit  §  167  (IS)  in 
Einklang  sind. 

§  267.  Aus  Gleichung  (8)  können  wir,  wie  in  §  241 ,  auf  die 
Wirkung  eines  Druckes  von  dem  Integralbetrage  P  schließen,  der 
auf  eine  Oberflachenlinie  im  Ursprungspunkt  konzentriert  ist.  Wir 
finden  nämlich 


Das  bestimmte  Integral  ist  der  reelle  Teil  von 


(j-^xs-*)- 


(9) 


(10) 


Der  Dissipationskoeffizieut  p'  ist  nur  zu  dem  Zweck  eingeführt,  nm 
die  Aufgabe  eindeutig  bestimmt  zu  machen;  wir  wollen  daher  den 
geringen  Gewinn  an  Einfachheit  benutzen,  der  eintritt,  wenn  p'  unend- 
lich klein  gedacht  wird.  In  diesem  Falle  sind  die  beiden  Wurzeln  des 
Nenners 

k  —  Xx+iv, 

k  =  x,  —  iv, 


Das  Integral  (10)  ist  darum  mit 

—±-.A  f-  '"'* f"  <fa<"    1        cid 

gleichwertig. 

Die  hier  auftretenden  Integrale  haben  die  Formen,  welche  in 
§  241  besprochen  wurden.  Da  x,  >  x,,  so  ist  v  positiv,  und  es  folgt, 
daß  für  positives  x  das  erstere  Integral  gleich 
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und  des  letztere  gleich 


fi 


(13) 


ist    Für  negatives  x  hingegen  reduziert  sich  das  erstere  auf 

dh  (14) 


Ji 


und  dos  letztere  auf 


2«v—+  /  T±~dlc-  (lö> 


Wir  haben  hier  die  Formeln  vereinfacht,  indem  wir  nach  der  Trans- 
formation v  =■  0  setzten. 

Wenn  wir  jetzt  die  imaginären  Teile  aus  unseren  Ausdrücken 
weglassen,  so  erhalten  wir  die  folgenden  Resultate. 

Wenn  p'  unendlich  klein  ist,  so  gibt  Gleichung  (9)  für  positives  x 


"-f-ü ;f _r^  «in  «,  *  +  -P(*) 

(16) 

für  negatives  X 

V  ■  y  —  -!rr  «■>  «i*  +  F('), 

(17) 

*M-^l/5S*-/55*. 


(18) 


Diese  Funktion  F(x)  kann  nach  §  241  (28)  durch  die  bekannten 
Funktionen 

Ci  XjX,    Si  *,£,    Ci  XjX,    Si  x,x 

ausgedrückt  werden.  Die  hierdnrch  dargestellte  Niveaustörong  ist  für 
positive  wie  für  negative  Werte  von  x  sehr  klein,  welche  die  Hälfte 
der  größeren  Wellenlänge  —  übersteigen. 

Daher    ist    die    Oberfläche   außerhalb    einer   solchen    Entfernung 
stromabwärts   mit    einem    regelmäßigen  Zug  Wellen   von   der  Lange 

—  und  stromaufwärts  mit  einem  Zug  von  der  kürzeren  Wellenlänge 

—  bedeckt.  £s  ergibt  sich  aus  den  numerischen  Resultaten  des  §  264, 

daß  das  erstere  Wellensystem  hauptsächlich  durch  die  Schwere  und 

DigmzedDy      >  ^ 
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das  letztere  durch  die  Kohäsion  beherrscht  wird,  wenn  die  Strom- 
geschwindigkeü  c  das  Miuimum  (c„)  der  Welle  ngeschwindigkoit  be- 
trächtlich übersteigt. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  im  Gegensatz  zu  dem  Falle  des  §  241 
die  Erhebung  jetzt  für  x  =»  0  endlich  ist;  wir  haben  nämlich  für  *  =  0 

wie  sich  leicht  ans  den  Gleichungen  (16)  und  (18)  ergibt. 

Die   Figur    zeigt    den    Übergang   »wischen   den   beiden    Wellen- 
systemen für  den  Fall  x,  ==  hx^. 


Die  allgemeinen  Erwägungen,  welche  bereits  in  §  245  ange- 
stellt worden,  um  eine  ungefähre  Vorstellung  von  den  Wirkungen 
einer  konzentrierten  Druckstörung  zu  gewinnen,  welche  auf  ruhigem 
Wasser  vorwärtsschreitet,  sind  jetzt  durch  den  Umstand  zu  vervoll- 
ständigen, daß  es  gwei  Wellenlängen  gibt,  welche  der  vorgeschriebenen 
Geschwindigkeit  c  entsprechen.  Für  eine  derselben,  die  kürzere,  ist 
-die  Gruppengeschwindigkeit  größer,  für  die  andere  hingegen  kleiner 
als  c.  Wir  können  so  verstehen,  warum  die  Wellen  von  kürzerer 
Wellenlänge  auf  der  Vorderseite,  diejenigen  von  größerer  Länge  da- 
gegen auf  der  Rückseite  des  Störungszentrnms  beobachtet  werden. 

Man  wird  bemerken,  daß  die  Formeln  (16)  und  (17)  für  die 
Eöhe  der  Kapillarwellen  stromaufwärts  denselben  Wert  angeben,  wie 
für  diejenige  der  längeren  Wellen,  welche  stromabwärts  liegen;  aber 
dieses  Resultat  wird  sehr  verändert,  wenn  der  Druck  nicht  auf  eine 
mathematische  Linie  konzentriert  ist,  sondern  eich  über  einen  Streifen 
von  merklicher  Breite  erstreckt.  Wenn  z.  B.  die  Breite  des  Streifens 
etwa  den  vierten  Teil  der  Wellenlänge  stromabwärts  nicht  überschreitet 
während  sie  jedoch  beträchtlich  großer  als  die  Wellenlänge  der  Riffeln 
stromaufwärts  ist,  wie  es  bei  einer  sehr  mäßigen  Geschwindigkeit 
vorkommen  kann,  so  werden  die  verschiedenen  Elemente  der  Breite 
hinsichtlich  ihrer  Wirkung  stromabwärts  einander  in  der  Hauptsache 
verstärken,  während  wir  stromaufwärts  Interferenz  und  deshalb  ein« 
verhältnismäßig  kleine  resultierends  Amplitude  haben  werden. 

Um  diesen  Punkt  zu  erläutern,  nehmen  wir  an,  daß  der  Gesarat- 
druck P  auf  der  Oberfläche  die  Verteilung 

besitzt.    Diese  ist  um  so  mehr  ausgebreitet,  je  größer  der  Wert  von  h. 
Digmzedsy  GoOgle 
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Das  Itechmingsverföhren  ist  aus  §  242  za  ersehen.    Das  Resultat 
lautet  für  die  Seite  stromab  warte: 

und  für  diejenige  stromaufwärts: 

» »T'**-*J  ^  iin  *■*  +  ' '  * '  <22> 

wobei  die  Glieder  ausgelassen  sind,  welche  in  einer  Entfernung  von 
ungefähr  einer  halben  Wellenlänge  vom  Ursprungspankt  unmerklich 
werden.  Die  Exponentialfaktoren  zeigen  die  Verkleinerung,  welche 
von  der  Ausbreitung  des  Druckes  herrührt;  diese  ist  auf  Seite  der 
Kapillar  weilen  größer,  weil  xl>xI. 

Wenn  die  Stromgeschwindigkeit  c  kleiner  als  das  Minimum  der 
Wellenges ch windigkeit  ist,  so  sind  die  Faktoren  von 

h<*-g-#T 
imaginär.    Jetzt  ist  keine  Unbestimmtheit  vorhanden,  wenn  man  von 
Anfang  an  p  =  0  setzt.     Die  Oberflichenform  wird  durch 


V 


k'T- 


(23) 


gegeben.  Das  Integral  könnte  durch  die  frohere  Methode  umgeformt 
werden,  aber  es  ist  von  vornherein  klar,  daß  Bein  Wert  mit  wachsen- 
dem x  wegen  der  mehr  und  mehr  raschen  Schwankungen  des  Vor- 
zeichens von  cos  kx  sich  der  0  nähert.  Die  Niveaustörung  ist  jetzt 
auf  die  Nähe  des  Ursprungspunktes  beschränkt.    Für  x  —  0  finden  wir 

„ _P  (l  +  1  9in- 1  f\ .  (24) 

Schließlich  haben  wir  den  kritischen  Fall,  wo  c  dem  Minimum 
der  Wellengeschwindigkeit  genau  gleich,  und  deshalb  x,  —  x,  ist. 
Das  erste  Glied  in  (16)  oder  (17)  wird  jetzt  unendlich,  während  der 
übrige  Teil  dieses  Ausdruckes  einen  endlichen  Wert  gibt.  Um  für 
diesen  Fall  eiu  verständliches  Resultat  zu  erhalten,  ist  es  nötig,  den 
Reibungskoeffizienten  p   beizubehalten. 

Wenn  wir 

Hr  —  2  fiJ* 
setzen,  so  haben  wir 

(*  —  x)1  +  i(t'  =  {k  —  (x  +  m  —  im)\  [k  -  (x  -  in  +  im)} ,    (25) 

sodaß  das  Integral  (10)  jetzt  gleich 

i-£\fr=i£h*»-ft=i£=m»\    <26> 

u..lW^  "  DltM,a,,,Goo; 
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gesetzt  werden  kann.  Die  Formeln  des  §  241  zeigen,  daß  für  kleines  er 
der  wichtigste  Teil  dieses  Ausdruckes  für  Punkte  in  einiger  Ent- 
fernung vom  Ursprungspunkt  auf  beiden  Seiten 

!£'.W  (27) 

betragt. 

Es  ergibt  sich,  daß  die  Oberflachenerhebung  jetzt  durch 

lg.,--  *   cosf**-**)  (28) 

gegeben  ist. 

Die  Unterencbnng  der  Wirkung  von  Unregelmäßigkeiten  im 
Strombett   nach  der  Methode  des  §  244  wird  dem  Leser  überlassen. 

§  368.  Die  Untersuchung  von  Lord  Rayleigh1),  von  welcher 
sich  das  vorausgehende  hauptsächlich  durch  die  Art  der  Behandlung 
der  bestimmten  Integrale  unterscheidet,  wurde  in  der  Absicht  unter- 
nommen, einige  Erscheinungen  genauer  zu  erklären,  welche  von  Scott 
Rüssel*)  und  Lord  Kelvin8)  beschrieben  waren. 

„Wenn  ein  kleines  Hindernis,  wie  z.  B.  eine  Angelschnur,  lang- 
sam in  ruhigem  Wasser  vorwärts  bewegt  wird,  oder  wenn  es  (was 
natürlich  auf  dasselbe  hinauskommt)  in  bewegtem  Wasser  rabig  ge- 
halten wird,  so  wird  die  Oberfläche  mit  einem  schönen  Wellensvstem 
bedeckt,  welches  in  Bezug  auf  das  Hindernis  stationär  ist.  Auf  der 
Seite  stromaufwärts  ist  die  Wellenhinge  kurz,  und  wie  Thomson  ge- 
zeigt hat,  ist  die  Kraft,  welche  die  Schwingungen  beherrscht,  haupt- 
sächlich die  Kohäsion.  Stromabwärts  sind  die  Wellen  länger,  und 
sie  unterliegen  hauptsächlich  dem  Einfluß  der  Schwere.  Beide  Reihen 
von  Wellen  bewegen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  relativ  zum 
Wasser;  dies  ist  nämlich  erforderlich,  damit  sie  eine  feste  Lage  in 
Bezug  auf  das  Hindernis  behalten.  Dieselbe  Bedingung  bestimmt  die 
Geschwindigkeit  und  deshalb  auch  die  Wellenhinge  derjenigen  Teile 
des  Systems,  wo  die  Kämme  schief  zur  Bewegungsrichtung  stehen. 
Wenn  der  Winkel  zwischen  dieser  Richtung  und  der  Kormalen  zur 
Kammlinie  der  Wellen  mit  $  bezeichnet  wird,  so  muß  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit gleich  va  cos  8  sein,  wo  %  die  Geschwindigkeit  des 
Wassers  in  Bezug  auf  das  feste  Hindernis  darstellt. 

„Thomson  bat  gezeigt,  daß  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  an 
der  Oberfläche,  wie  auch  die  Wellenlänge  sein  mag,  nicht  kleiner  als 
ungefähr  23  cm  pro  Sekunde  sein  kann.  Das  Wasser  muß  etwas 
schneller  fließen,  damit  das  Wellensystem   ausgebildet  werde.     Auch 


l)  (.  c,  8.  4B8. 

!)  „On  Wavea",  Brit.  Am.  fiep.,  IBM. 

3)  l.  c,  3.  686. 
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dann  ist  der  Winkel  6  einer  Beschränkung  unterworfen,  die  durch 
vQ  cos  8  =•-  23  bestimmt  ist,  und  die  gekrümmte  Kammlinie  der  Wellen 
hat  eine  entsprechende  Asymptote. 

„Der  eingetauchte  Teil  des  Hindernisses  stört  die  Strömung  der 
Flüssigkeit  unabhängig  von  der  Deformation  der  Oberfläche  und  macht 
die  Aufgabe  in  ihrer  ursprünglichen  Form  sehr  schwierig.  Wir 
können  jedoch,  ohne  das  wesentliche  der  Sache  zu  verändern,  an- 
nehmen, daS  die  Störung  durch  Anwendung  eines  besonderen  Druckes 
in  einem  Punkt  der  Oberfläche  verursacht  sei,  wie  er  durch  elektrische 
Anziehung  oder  durch  den  Stoß  eines  dünnen  Luftstrahles  erzeugt 
werden  kann.  Tatsächlich  bringt  jede  dieser  Methoden,  besonders  die 
letztere, -geljfc.  schöne  WeJlensyBteme  hervor."1) 

Bi»aJIBt^8Bsa3ia8»We llengyeterag  wird  durch  die  Methode  klar, 
welche  am  Ende  des  §  253  dargelegt  wurde. 

Wenn  wir  die  Kapillarität  allein  in  Rechnung  ziehen,  so  gibt  die 
Formel  (17)  des  genannten  Paragraphen 

C*CO8»0-FJ-^,  (1) 

gemäß  §  263,  und  die  Form  der  Wellenkämme  wird  demnach  durch 
die  Gleichung*) 

p  -  a  sec»  6  (2) 

bestimmt.     Dies  ergibt 

3-asec0(l-2tang»Ö)J 

y  — SftsecÖtangö  J  *•  ' 

Wenn  Schwere  und  Kapillarität  beide  berücksichtigt  werden,  so 
haben  wir  nach  §  264 

c»eos*ff-F»-  fi  +  T^"  (4) 

Wenn  wir 

*. -(*»*")*  l 
.  -..£)*} 

setzen,  so  haben  wir  also 

eos1«       1  (l    ,    6\  ,ftv 

ä-tIt  +  t)'  w 

wo 

cos«-^.  (7) 

1)  Lord  Rayleigli,  I.  c. 

1)  Da  jetist  U>  V  ist,  m  ergibt  sieh  aus  Gleichnag  (18)  des  6  46»,  daß 
die  Konitute  a  negativ  sein  mofi. 


(5) 
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Die  Beziehung  zwischen  p  und  9  hat  dann  die  Form 
cos'0         1   /      p  acos*a\ 


=  cos*  0  ±  ycos*  0  —  cos4  <*. 


(8) 
(9) 


Die  vier  geraden  Linien,  für  welche  6  —  ±  k  gilt,  sind  Asymptoten 
der  so  bestimmten  Kurve.  Die  Werte  von  i  x  —  a  f är  verschiedene 
Werte  des  Verhältnisses  —  sind  in  §  263  gegeben  worden. 

Wenn  das  Verhältnis  — -  be- 
trächtlich groß  ist,  so  ist  a  nahe 
gleich  \  x ,  and  die  Asymptoten 
bilden  mit  der  x-Achse  sehr  spitze 
Winkel.  Die  obere  der  nebenstehen- 
den Figuren  gibt  den  Teil  der  Karre, 
welcher  für  das  physikalische  Problem 
im  Falle  c—  10c„,  in  Betracht  kommt.1) 
Das  Verhältnis  der  Wellenlängen  der 
Wellen  und  der  Riffeln  in  der  Sym- 
metrieebene ist  dann  natürlich  sehr  groß.  Die  Kurve  sollte  mit  der  ver- 
glichen werden,  welche  die  Grundlinie  der  oberen  Figur  auf  S.  607  bildet. 
Wenn  das  Verhältnis  —  ab- 
nimmt, so  nimmt  die  Neigung  der 
Asymptoten  zu,  während  die  Spitzen 
auf  beiden  Seiten  der  Achse  eich 
einander  nähern,  zusammenfallen 
und  schließlich  verschwinden.1)  Das 
Wellensystem  hat  dann  eine  Anord- 
nung von  der  Art,  die  in  der  neben- 
stehenden Figur  dargestellt  ist.  Diese 
ist  für  den  Fall  gezeichnet,  wo  das 
Verhältnis  der  Wellenlängen  in  der 
Symmetrielinie  4 :  1  ist,  was  dem 
Werte  a  -  26  •  34 '  oder  e  — 1,12  em 
entspricht.1) 
Für  c  <  cm  verschwindet  das  Wellensystem  ganz. 


1)  Der  Maßstab  der  Figur  gestattet  nicht,  die  Asymptoten  von  der  Kurve 
getrennt  zu  zeichnen. 

8)  Ein   Yersuchadiagramm   zeigte,   daß   sie  rar  e-lcIn-W)  fast  m- 
tammenf&llen. 

8)  Die  Figur  kann  mit  der  verglichen  werden,  welche  von  Scott  Bussel, 
1.  c,  gegeben  wurde. 
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§  289.  Ein  anderes  interessantes  Problem  ist  die  Bestimmung 
der  Natur  des  Gleichgewichtes  einer  zylindrischen  Flüssigkeitssäule 
von  kreisförmigem  Querschnitt.  Dies  enthält  die  Theorie  der  bekannten 
Experimente  von  Bidone,  Savart,  u.  a.,  die  über  das  Verbalten  eines 
Strahles  angestellt  worden,  welcher  unter  dem  Einfluß  des  Drucks 
ans  einer  kleinen  Öffnung  in  der  Wand  eines  Gefäßes  ausfließt.  Es 
ist  klar,  daß  die  gleichförmige  Geschwindigkeit  in  Richtung  der  Achse 
des  Strahles  das  Wesen  der  Sache  nicht  beeinflußt  und  bei  der 
mathematischen  Behandlung  unbeachtet  bleiben  kann. 

Wir  wollen  zuerst  die  zweidimensionalen  Schwingungen  der  Säule 
betrachten,  wobei  wir  annehmen,  daß  die  Bewegung  in  jedem  Quer- 
schnitt dieselbe  ist.  Gebrauche«  wir  in  der  Ebene  eines  Querschnitts 
Polarkoordinaten,  deren  Ursprung  in  der  Achse  liegt,  so  können  wir 
in  Übereinstimmung  mit  §  263: 

tp  —  A  --,  cos  sd  ■  cos  (et  +  *)  (1) 

schreiben,  wo   a  der  mittlere  Radius  ist.     Die  Gleichung  der  Grenze 
wird  für  jeden  Augenblick  durch 


r  =  a  +  S 

(2) 

gegeben  sein,  wo 

£  — cos  bO  ■  sin  (et  ■+■  e), 

(3) 

wobei  die  Beziehung  zwischen  den  Koeffizienten  durch  die  Bedingung, 
daß  für  r  —  a 

0£ 22  (a\ 

dt  dr>  W 

bestimmt  worden  ist.    Für  den  veränderlichen  Teil  des  Druckes  inner- 
halb des  Zylinders,  und  zwar  nahe  bei  der  Oberfläche,  haben  wir 

p  -  |f  =  -  eA  cos  s$  •  sin  (et  +  e).  (5) 

Die  Krümmung  einer  Kurve,  die  unendlich  wenig  von  einem 
Kreis  abweicht,  welcher  seinen  Mittelpunkt  im  Ursprungspunkt  hat 
bestimmt  sich  nach  elementaren  Methoden  zn 


oder  in  der  Schreibweise  von  (2)  zu 

i-:-i(t+ss-  <6> 

Die  Oberfiächenbedingung 

p—  J+kOMt  (7) 
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gibt  deshalb  nach  Einsetzen  aas  Gleichung  (5)1) 

«■-»(«■ -!)£.■  (8) 


Für  s  —  l  haben  wir  e  —  0;  bis  anf  unseren  Grad  der  Annäherung 
bleibt  der  Querschnitt  kreisförmig  und  wird  nur  verschoben,  sodafi 
das  Gleichgewicht  indifferent  ist  Für  alle  anderen  geradzahligen 
Werte  von  s  ist  <j*  positiv,  sodaß  das  Gleichgewicht  für  zweidimen- 
sionale Deformationen  vollständig  stabil  ist.  Dies  ist  von  vornherein 
klar,  da  der  Kreis  die  Fläche  kleinsten  Umfangs  und  deshalb  der 
kleinsten  potentiellen  Energie  für  eine  gegebene  Größe  des  Quer- 
schnittes ist. 

Im  Falle  eines  Strahles,  welcher  aus  einer  Öffnung  in  der  Form 
einer  Ellipse,  eines  gleichseitigen  Dreieckes  oder  eines  Quadrates 
fließt,  wird  eine  Störung  von  dem  Typus  s  —  2,  3  oder  4  bestimmt 
Da  die  Bewegung  stationär  ist,  so  zeigt  der  Strahl  ein  System  von 
stationären  Wellen,  deren  Länge  gleich  der  Geschwindigkeit  des 
Strahles  multipliziert  mit  der  Periode  —  ist.1) 

§  270.  Lassen  wir  jetzt  die  Beschränkung  auf  zwei  Dimensionen 
fallen,  und  nehmen  wir  an,  daß 

tp  —  03,  cob  ke  ■  cos  (<ot  +  «),  (9) 

wo  die  «-Achse  mit  derjenigen  des  Zylinders  zusammenfällt,  and  qp, 
eine  Funktion  der  übrigen  Koordinaten  x  und  y  ist.  Setzen  wir  dies 
in  die  Kontüraitätsgleichung 

ein,  so  erhalten  wir 

(A, -*■)*-(>,  (10) 

WO 

A  ü.  _L    8* 

Wenn  wir 

x  —  r  cos  6,    y  =•  r  sin  9 
setzen,  so  kann  dies  in  der  Form 

£?  + i£ +  ^ -f».- 0  (11) 

1)  Bezüglich  der  ureprüngliekcn  Untersuchung  vermittele  der  energetischen 
Methode  siehe  Lord  Rayleigh,  „On  the  Instability  of  JeU",  Proe.  Lond.  Math. 
Soc.,  10,  S.  4,  1878,  und  „On  the  CapiUarj  Phenomena  of  Jets'-,  Proe.  Boy.  Soe.r 
29,  S.  Tl,  1870  (Sc.  Popen,  Bd.  I,  S.  861  und  S77;  Theory  of  Sound,  2.  Aufl., 
Kap.  SO).  —  Die  letztere  Arbeit  enthält  einen  Vergleich  der  Theorie  mit  dein 
Experiment. 

S)  Es  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Wellenlänge  groß  gegen  den  umfang  dee 
Strahles  ist.  Anderufaila  muß  die  Formel  (18)  (s.  □.)  gebraucht  werden,  nnd 
zwar  mit  «  —  kc,  wo  c  die  Geschwindigkeit  dee  Strahles  ist. 
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geschrieben  werden.  Diese  Gleichung  besitzt  die  Gestalt,  welche  in 
den  §§  101  und  189  untersucht  wurde,  nur  daß  das  Vorzeichen  von 
i%  entgegengesetzt  ist.  Die  Lösungen,  welche  für  r  «•  0  endlich  Bind, 
sind  deshalb  von  der  Form 

*-*'.(*»)£}'•,  (12) 

wo,  wie  in  §  209  (11), 

l (*)  ~  ?rs<  i1  +  S~(27+ *7  +  9.4(8«+8)(8»  +  4)  H  ) *        (18) 

Schreiben  wir 

<p  —  BIt(kr)  cos  80  cos  lex  ■  cos  {et  +  «•),  (14) 

so  haben  wir  folglieh  nach  Gleichung  (4) 

g  _  _  b  -a-^(* -  cob  s$  cos  **  ■  sin  (ttt  +  t).  (15) 

Um  die  Summe  der  Hauptkrümmungen  zu  finden,  bemerken  wir, 
daß  zufolge  der  Sätze  yon  Euler  und  Meunier  über  die  Krümmung 
von  Flächen  die  Krümmung  eines  Schnittes,  der  von  einem  normalen 
Hauptschnitt  unendlich  wenig  abweicht,  bis  auf  kleine  Größen  der 
ersten  Ordnung  dieselbe  ist  wie  diejenige  des  Hauptschnittes  selbst. 
Es  genügt  deshalb  für  das  vorliegende  Problem,  die  Krümmungen 
eines  Querschnittes  des  Zylinders  bzw.  eines  Schnittes  durch  die  Achse 
zu  berechnen.  Dies  sind  die  Hauptschnitte  im  ungestörten  Zustand, 
und  die  Hauptschnitte  der  gestörten  Fläche  werden  mit  diesen  un- 
endlich kleine  Winkel  machen.  Für  den  transversalen  Querschnitt 
gilt  die  Formel  (6),  während  der  achsiale  Querschnitt  die  Krümmung 
—  ~-~i  besitzt;  daher  ist  die  gesuchte  Summe  der  Krümmungen: 


ü,  T  s,        a       o"  V T  SSV       3»' 


-i  -.B-°-öi^(4"<.,  +  s!-l)«pss9cosJ:»sm(«<+e)    (16) 
Ferner  ist,  an  der  Oberfläche 

*-  —  |f eBI,  (ta)  009  «8  cos  t«  •  ein  (et  +  t) .  (17) 

Die  Oberflächeiibedragung  des  §  262  gibt  dann 

Für  s  >  0  ist  ffs  positiv;  aber  in  dem  Falle  der  Symmetrie  um  die 
Achse  (s  —  0)  wird  ff'  negativ  sein,  wenn  ka  <  1;  das  bedeutet,  daß 
das  Gleichgewicht  für  Störungen  labil  ist,  deren  Wellenlänge  -"  den 
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Umfang  des  Strahles  übertrifft.  Um  die  Form  der  Störung  zu  finden, 
für  welche  die  Instabilität  am  größten  ist,  müssen  wir  den  Wert  ran 
lea  kennen,  welcher  i-M***- 

zu  einem  Maximum  macht.  Hierfür  findet  Lord  Rayleigh  &*<>*  =  0,4856, 
also  fflr  die  Wellenlänge  maximaler  Instabilität 


Es  besteht  daher  ein  Streben,  perlenähnliche  Schwellangen  and 
Kontraktionen  dieser  Wellenlänge  mit  immer  wachsender  Amplitude 
zu  erzeugen,  bis  der  Strahl  schließlich  in  einzelne  Tropfen  zerfällt1) 

§  271.  Dies  fuhrt  naturgemäß  zu  der  Erörterung  der  kleinen 
Schwingungen  eines  FlfissigkeitBtropfens  um  die  Kugelform. *)  Wir 
wollen  die  Frage  ein  wenig  verallgemeinern,  indem  wir  annehmen, 
daß  wir  eine  Flüssigkeitskogel  von  der  Dichte  p  haben,  die  von  einer 
unendlichen  Masse  einer  anderen  Flüssigkeit  mit  der  Dichte  p'  um- 
geben wird. 

Es  möge  der  Ursprungspunkt  im  Zentrum  liegen,  und  die  Gestalt 
der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche  sei  in  jedem  Augenblick  durch 

r  —  a  +  £  —  a  +  £„  •  sin  (fit  +  e)  (1) 

gegeben,  wo  a  der  mittlere  Radius  und  Sn  eine  Kugelflftchenfimktian 
Ton  der  Ordnung  n  ist.  Die  entsprechenden  Werte  des  Geschwindig- 
keitspotentials  sind  dann  für  innere  Punkte 

9? —■  ^  S„  ■  cos  (g  t  +  e)  (2) 

und  für  änßere  Punkte 

da  diese  für  r  —  a 

8t      _  2? 3^ 

1)  Wenn  wir  nämlich  eine  Anzahl  möglicher  StSrungsformen  mit  den  Zeit- 
fektoren  e"1*,  «**',  e°*',  ■  ■  ■  haben,  wo  o,  >  a,  >  a,  >  ■  ■  •,  und  diese  gleichzeitig 
erregt  weiden,  so  wird  die  Amplitude  der  ersten  gegen  diejenigen  dar  andern 
Komponenten  in  den  Verhältnissen  e<-"'~ aJ',  d0i~ "■'',.  ■■  wachsen.  Die  Kom- 
ponente mit  dem  größten  a  wird  deshalb  schließlich  vorherrschen. 

Die  Instabilität  einen  zylindrischen  Strahle«,  welcher  von  einer  änderet 
Flüssigkeit  umgeben  wird,  ist  von  Lord  Rayleigh  erörtert  worden:  ,.On  tha  In- 
atability  of  Cylindrical  Fluid  Snrfaces",  Phil  Mag.  (5),  84,  3. 177.  1832  ißt.  Popen, 
Bd.  IH,  S.  691).  Für  einen  Luftatrahl  in  Wasser  findet  man  fflr  die  Wellenling* 
maximaler  Ioat&bilität  den  Wert  6,48  x  9«. 

2)'  Lord  Rayleigh,  I.  c,  S.  660;  Webb,  Mets,  of  Math.,  9,  S.  177,  1880. 
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ergeben.   Die  veränderlichen  Teile  des  inneren  und  des  äußeren  Druckes 
an  der  Fläche  sind  dann  durch 


p  — f-  *~  S„  ■  sin  (6t  +  t)   I 

p' ^S--sin(^  +  6)j 


W 


Um  die  Summe  der  Krümmungen  zu  finden,  verwenden  wir 
einen  bekannten  Satz  der  Geometrie  de«  Raumes.  Wenn  ü,,  B,  die 
Hanptkrümmongeradien,  und  X,  p,  v  die  Rielitmigakosinuase  der  Nor- 
malen im  Punkte  (x,  y,  g)  der  Fläche  der  Schar 

F{x,f,  *)  —  konst., 
welche  durch  diesen  Punkt  geht,  bezeichnen,  ho  haben  wir 

l     .    t        81    .   du  ,  Bv  ,.. 

B^  +  B^-n  +  ^  +  dT'  (°> 


F, 

zu  setzen  sind.    Da  das  Quadrat  von  f  zu  vernachlässigen  int,  so  kann 
die  Gleichung  (1)  des  harmonischen  Sphäroides  auch 

r-a  +  %»  (6) 

geschrieben  werden,  wo 

S.-£s,  ■«»(«<  +  «),  (7) 

d.  h.  £.  ist  eine  räumliche  Kugelfunktion  von  der  Ordnung  n.     Wir 
finden  also 

»-*-  — +  »i,E.) 

*+i-'+^t.-!+ <^-«  s.  •  **  («« + «)■  w 

Setzen  wir  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (9)  in  die  allgemeine  Ober- 
nächenbedingong  des  §  262  ein,  so  finden  wir 

"—  (»+!)(—')(«  +  *)  |,.+1),\.,->..-      c(10) 
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Wenn  wir  p'  ■-  0  setzen,  so  gibt  dies 

«■_„(„-  1)(„  +  2)A.  (11) 

Die  wichtigste  Normalschwingung  ist  diejenige,  fflr  welche  » —  2; 
wir  haben  dann 

""  ««' 
Setzen  wir  für  einen  Wassertropfen  Tj  =  74,  p  =  l,  to  finden  wir 
also  fflr  die  Frequenz 

5~  =  3,87o~i  Schwingungen  pro  Sekunde, 

wenn  a  der  Badins  in  Zentimetern  ist  Der  Radius  einer  Kugel, 
welche  in  einer  Sekunde  schwingen  wurde,  ist  a  =  2,47  cm,  also  etwas 
kleiner  als  ein  Zoll. 

Der  Fall  einer  kugelförmigen  Luftblase,  welche  von  Flüssigkeit 
umgeben  ist,  wird  erhalten,  wenn  wir  in  Gleichung  (10)  p  -=  0  setzen; 
wir  haben  dann 

«■-(»  +  l)(»-l)(»  +  2)i.  (12) 

Fflr  gleiche  Dichte  der  Flüssigkeit  ist  die  Frequenz  einer  gegebenen 
Schwingung  größer  als  in  dem  Falle,  der  durch  (11)  dargestellt 
wird,  und  zwar  wegen  der  Verringerung  der  Trägheit;  vergl.  §  91 
(7)  und  (8). 
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§  373.  Ein  Lehrbuch  der  Hydrodynamik  würde  kaum  voll- 
ständig sein,  ohne  einiges  Über  diesen  Gegenstand  zu  bringen,  zum 
mindesten  schon  aus  dem  Grunde,  weil  alle  Flüssigkeiten  mehr  oder 
weniger  kompressibel  sind,  und  weil  es  nur  durch  Berücksichtigung 
dieser  Kompressibilität  möglich  wird,  daß  wir  solchen  offenbar  unnatür- 
lichen Resultaten  wie  in  §  20  entgehen,  wo  gefunden  wurde,  daS 
eine  Drackänderung  sich  momentan  durch  eine  Flüssigkeitsmasae  fort- 
pflanzen solle. 

Wir  werden  demgemäß  in  diesem  Kapitel  die  allgemeinen  Gesetze 
der  Fortpflanzung  kleiner  Störungen  untersuchen,  wobei  wir  jedoch 
solche  Einzelheiten  meistenteils  übergeben,  welche  eigentlich  in  die 
Theorie  des  Schalles  gehören. 

In  den  meisten  Fällen,  die  wir  betrachten  wollen,  werden  die 
Druckänderungen  unendlich  klein  sein  und  können  deshalb  den 
Änderungen  der  Dichte  proportional  gesetzt  werden,  also 

wo  x  ■-=  q  ,p  ein  gewisser  Koeffizient  ist,  welcher  als  „  Volumen- 
etasiiaitäi"  bezeichnet  wird.  Für  eine  gegebene  Flüssigkeit  ändert  sich 
der  Wert  von  x  mit  der  Temperatur  und,  wenn  auch  in  geringem  Grade, 
mit  dem  Druck.  Für  Wasser  bei  15°  C.  beträgt  x  -  2,22  •  10»  Dynen 
pro  qcm.  Für  Quecksilber  bei  derselben  Temperatur  ist  x  =  0,42  -  10". 
Der  Fall  der  Gase  wird  sogleich  betrachtet  werden. 

Ebene  Wellen. 

§  373.  Wir  werden  zunächst  den  Fall  ebener  Wellen  in  einem 
gleichförmigen  Medium  betrachten. 

Wenn  die  Bewegung  eindimensional  in  der  a;- Richtung  vor  sich 
geht,  so  ist  die  Bewegungsgleichung  bei  Abwesenheit  äußerer  Kräfte 

3«  ,      $* l_  9_P      _  }  dp  dt_  /,  ■, 

ft  "*" *a*        t  ix ~     0  de  dx'  *■  > 
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während  die  Kontinuitätsgleicbung  (4)  des  §  8  sich  auf 

lf+Ä('»)-0  <2> 

reduziert. 

Wenn  wir 

9  -  ft>  (1  +  «)  (3) 

setzen,  wo  p0  die  Dichte  im  ungestörten  Znstand  bezeichnet,  so  bann  s 
als  die  „Kondensation"  in  der  i-Ebene  bezeichnet  werden.  Setzen 
wir  dies  in  (1)  und  (2)  ein,  so  finden  wir  unter  der  Annahme,  daß 
die  Bewegung  unendlich  klein  sei, 

und 

97 Si'  <5> 

wenn 

-  [•&..•  (6) 

wie  oben.     Eliminieren  wir  s,  so  haben  wir 

«'       ffJ<"  ^> 

■"-i-ßfl        ■  (8) 

Die  Gleichung  (?)  besitzt  die  Form,  welche  in  §  169  behandelt 
wurde,  und  die  vollständige  Lösung  ist  deshalb 

M  _  f(d  —  x)  +  F(ct  +  x),  (9) 

was  zwei  Systeme  von  Wellen  darstellt,  welche  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit c  sich  in  der  positiven  bzw.  negativen  x-Rtchtung  fort- 
pflanzen. Aus  (5)  ergibt  sich,  daß  der  entsprechende  Wert  von  s 
durch 

es  -  f(ct  -  et)  -  F  (et  +  x)  (10) 

gegeben  ist 

Für  eine  einfache  Welle  haben  wir 

«-±cs,  (11) 

da  die  eine  oder  die  andere  der  Funktionen  f  und  F  null  ist.  Das 
obere  oder  das  untere  Vorzeichen  ist  zu  nehmen,  je  nachdem  die 
Welle  sich  in  der  positiven  oder  negativen  Richtung  bewegt.  Man 
sieht  leicht,  daß  für  diesen  Fall  die  Annäherungen,  welche  in  (4) 
und  (5)  enthalten  sind,  berechtigt  sind,  wenn  «  überall  klein 
iregen  c  ist. 

6   *  D.gtzPd.yC.ÜOglC 
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Es  besteht  eine  völlige  Analogie  zwischen  der  obigen  angenäherten 
Theorie  und  derjenigen  der  langen  Wasserwellen  unter  dem  Einfluß 
der  Schwere.'  Wenn  wir  £  für  s  und  gk  für  —  achreiben,  so  werden 
die  obigen  Gleichungen  (4)  und  (5)  mit  den  Gleichungen  (3)  und  (5) 
des  §  168  identisch. 

$  374.  Mit  dem  Wert  von  x,  der  in  §  272  gegeben  ist,  finden 
wir  für  Wasser  bei  lö»  C. 

e  =  1490  m/sek. 

Die  Zahl,  die  von  Colladon  und  Sturm  bei  ihren  Versuchen  auf  dem 
Genfer  See  erhalten  wurde,  war  1437  bei  einer  Temperatur  von  8"  0.1) 
Wenn  wir  im  Falle  eines  Gases  annehmen,  daß  die  Temperatur 
konstant  sei,  ho  wird  der  Wert  von  x  durch  das  Gesetz  von  Boyle, 
nämlich 

*-—'-,  (i) 

bestimmt.    Wir  haben  somit 

*-J>„,  (2) 

und  folglich 

(3) 

Dies  ist  als  die  „Newtonsehe"  Schallgeschwindigkeit  bekannt.2) 
Wenn  wir  mit  R  die  Höhe  einer  „homogenen  Atmosphäre"  des  Gases 
bezeichnen,  haben  wir  p0  —  gf0H,  und  deshalb 

«-(»*!)*■  (4) 

was  mit  der  Formel  (13)  des  §  169  verglichen  werden  kann,  die  die 
Geschwindigkeit  langer  Wasserwellen  unter  dem  Einfluß  der  Schwere 
angibt.    Für  Luft  bei  0°  C.  haben  wir  als  entsprechende  Werte 
ft  -  76  x  13,60  x  981, 
Po  -  0,00129 
in  absoluten  G.  G.  S.  -  Einheiten ;  folglich 
c  —  280  m/sek. 

Dies    liegt   beträchtlich   unter  dem  Werte,  der   durch  direkte  Beob- 
achtungen gefunden  ist. 


y  p. 


1)  Ann.  de  Chim.  et  de  Fhya.,  88,  1837.  Ea  mag  erwähnt  werden,  daß  die 
Schallgeschwindigkeit  in  Wasser,  welches  in  einet  Bohre  enthalten  ist,  durah 
die  Nachgiebigkeit  der  Wund  unter  Umstunden  beträchtlich  vermindert  werden 
kann.  Siehe  Heimholte,  Fortschritte  der  Physik,  4,  S.  119,  1848  {Ges.  Abk.,  Bd.  I, 
B.  342);  Korteweg,  Wied.  Amt.,  6,  S.  526, 1878;  Lamb,  Manch.  Mem.,  42,  No.  1, 1898. 

1)  Prindpia,  Mb.  H,  Ssct.  Vin,  Prop.  48. 

■ig  z      y  ^ 
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,  Laplace  hat  Theorie  and  Beobachtung  in  Einklang  gebracht.1) 
Wenn  ein  Gas  plötzlich  zusammengedrückt  wird,  bo  steigt  seine 
Temperatur,  so  daß  der  Druck  mehr  als  der  Volnmenverminderung 
gemäß  wächst;  ähnliches  gilt  natürlich  für  den  Fall  einer  plötzlichen 
Ausdehnung.  Die  Formel  (1)  bezieht  eich  nur  aof  4«n  Fall,  wo  die 
Ausdehnungen  und  Verdünnungen  so  allmählich  vor  sich  gehen,  daß 
genügend  Zeit  für  den  Temperaturausgleich  durch  Wärmeleitung  and 
Strahlung  vorhanden  ist.  In  den  meisten  Fällen  hingegen  gehen  die 
Dichteänderungen  außerordentlich  rasch  vor  sich;  die  Wärmeströmung 
von  einem  Element  zu  einem  anderen  hat  kaum  begonnen,  bevor  ihre 
Richtung  umgekehrt  wird,  sodaß  praktisch  jedes  Element  sich  so 
verhalt,  als  ob  es  Warme  weder  gewänne  noch  verlöre. 

Von    diesem    Gesichtepunkt   aus    ist   die   Formel  (1)    durch    das 
„adiabatischtf'  Gesetz 

£-©'  <6> 

zu  ersetzen,  wo  y  das  Verhältnis  der  beiden  spezifischen  Wärmen  des 
Gases  ist,  wie  in  den  Lehrbüchern  der  Thermodynamik  dargelegt 
wird.     Dies  ergibt 

«  -  M>.  (6) 

und  deshalb 


-V'- 


m. 


(7) 

Wenn  wir  y  —  1,410*)  setzen,  so  ist  das  frohere  Resultat  mit  1,187 
zu  multiplizieren,  folglich 

c  -  332  m/sek., 
was  mit  den  besten  direkten  Bestimmungen  sehr  gut  übereinstimmt. 

Das  Vertrauen,  welches  die  Physiker  gegenüber  der  Richtigkeit 
der  Laplaceschen  Ansicht  hegen,  ist  so  stark,  daß  es  jetzt  gebräuch- 
lich ist,  die  Formel  (7)  umgekehrt  anzuwenden,  um  die  Weite  von  y 
für  verschiedene  Gase  und  Dämpfe  ans  der  Beobachtung  der  Schall 
geacb  windigkeiten  in  ihnen  zu  berechnen. 

Streng  genommen  müsste  ein  ähnlicher  Unterschied  zwischen 
dem  adiabati  sehen  und  isothermen  Elaetizitätskoeffizienten  einer  tropf- 
baren Flüssigkeit  oder  oines  festen  Körpers  gemacht  werden,  aber  die 
Differenz  ist  praktisch  unwesentlich.  Für  Wasser  z.  B.  ist  das  Ver- 
hältnis der  beiden  VohunenelaBtizitäten  zu  1,0012  berechnet  worden.1) 

1)  Ea  wird  gewöhnlich  auf  folgende  Arbeit  verwiesen,  „Sur  la  vitesse  du 
son  dann  l'air  et  dans  l'eau",  Ann.  de  Chim.  et  de  Jfty*.,  8,  8.  SS8,  1816 
(Mbaniqytt  Oüewte,  II.  Bach,  8.  Kap ,  1898).  Aber  Poitson  nimmt  in  einer  Arbeit 
vom  Jahn  160T  (aiehe  8.  C8T}  auf  diese  Darlegung  Bezog,  als  wenn  sie  bereits 
reo  Laplace  gegeben  sei. 

8)  Dieser  Wert  ist  durch  direkten  Versuch  gefanden. 

;i)  Evtirett,   Units  and  Iftyncal  Ocmetante. 
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Die  Wirkungen  der  Wärmestrahlung  und  -leitung  bei  Luftwellen 
sind  theoretisch  von  Stokes1)  und  von  Lord  Rajleigh*)  untersucht 
worden.  Wenn  die  Schwingungen  zn  rasch  sind,  am  einen  völligen 
Temperaturausgleich  zn  gestatten,  aber  nicht  so  rasch,  daß  sie  die 
Übertragung  tob  Wärme  zwischen  benachbarten  Elementen  ganz  aus- 
schließen, so  nimmt  die  Amplitude  der  Wellen  allmählich  ab,  indem 
sie  fortschreiten,  und  zwar  infolge  der  Dissipation  der  Energie,  welch» 
bei  den  thermischen  Prozessen  vor  sich  geht.  Die  Wirkung  der 
Wärmeleitung  wird  im  nächsten  Kapitel  zusammen  mit  derjenigen 
der  Zähigkeit  besprochen  werden. 

Nach  dem  Gesetze  von  Charles  und  Dalton  ist  —  proportional 
mit  1  +  0,00366  •  9,  wo  9  die  Temperatur  in  Celsiusgraden  ist.  Darum 
wird  die  Schallgeschwindigkeit  der  Quadratwurzel  der  absoluten  Tem- 
peratur proportional  sein.  Für  mehrere  der  permanenteren  Gase,  welche 
ungefähr  denselben  Wert  von  y  besitzen,  zeigt  die  Formel  (7),  daß 
die  Geschwindigkeit  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichte  umgekehrt 
proportional  ist,  vorausgesetzt,  daß  die  relativen  Dichten  unter  den 
gleichen  Bedingungen  von  Druck  und  Temperatur  bestimmt  werden. 

§  375.  Die  Theorie  ebener  Schallwellen  kann  auch  durch  die 
Methode  von  Lagrange  sehr  einfach  behandelt  werden  (§§  13  und  14). 

Wenn  £  die  Verrfickung  eines  Teilchens  zur  Zeit  t  bestimmt, 
dessen  ungestörte  Abszisse  x  ist,  so  wird  die  FlUssigkeitsschicht, 
welche  ursprünglich  zwischen  die  Ebenen  x  und  x  +  6x  eingeschlossen 
war,  zur  Zeit  t  +  dt  von  deu  Ebenen 

x  +  l    und     3  +  £  +  (l  +  ||)  dz 
begrenzt,  sodaß  die  Kontinuitätsgleichung 

«-(i  +  fö-o.  W 

lautet,  wo  o„  die  Dichte   im   ungestörten  Zustand  ist.     Wenn  s    die 
Kondensation —  bezeichnet,  haben  wir  also 

H 

—IT?-  (2) 


1)  „An  Elimination  of  the  Poesible  effect  of  the  Radiation  of  Heat  on 
(he  Pronag&tion  of  Sound",  Phü.  Mag.  (4),  1,  3.  806,  1861  (Math,  and  Phys. 
Paper»,  Bd.  EU,  S.  148). 

3)  Theorr  of  Sound,  §  247.  In  einer  neueren  Arbeit  „On  the  Cooling  of 
Air  by  Radiation  and  Conducton,  and  on  the  Propagati  on  ofSonud",  Phil.  Mag.lfi), 
4T,  S.  SOS,  1899  (Sc.  Paper»,  Bd.  IT,  S.  876)  ichlieBt  Lord  Rajleig-h  aui  experi- 
mentellen Gründen,  daß  die  Leitung  in  dieser  Hinsicht  viel  wirksamer  als  die 
Strahlung  iat 
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Die  Bewegnngflgleichung,  welche  erhalten   wird,  indem  man  die 
Kräfte  betrachtet,  die  auf  die  Flächeneinheit  der  Schicht  wirken,  lautet: 


(3) 

Diese 
wegungen 

Gleichungen   sind   genau,  aber  in   dem 

tonnen  wir 

Falle   kleiner  Be- 
(4) 

—  E 

(*) 

schreiben. 

Setzen 

wir  in 

Gleichung  (3)  ein,  so  finden  wir 

3"S      jS'i 
81"  _e8»" 

(61 

wo  c1  —  - 

•    Die 

Lösung 

von  (6)  ist  die  gleiche 

™  m  den  §§  169 

und  273. 

§  378.     Die 

ist  durch 

kinetische  Energie  eines   Syaten 

es  ebener  Wellen 

T- 

ls9QfffuHxd9di 

(« 

gegeben,  wo  w  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  (x,  y,  e)  zur  Zeit  f  ist 
Die  Berechnung  der  „inneren  Energie"  macht  einige  Mühe. 
Wenn  v  das  Volumen  der  Masseneinheit  ist,  so  ist  die  Arbeit,  welche 
■diese  bei  der  Ausdehnung  vom  wirklichen  Volumen  auf  das  normale 
Volumen  va  leistet, 

fidv.  (2) 


"-IT,'     P-P»  +  ' 
so  finden  wir  für  die  innere  Energie  E  ')  der  I 

«-{»»  +  (*»-*.)<■)•.,  (3) 

wenn  wir  die  Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigen.  Für  die 
innere  Energie  der  Flüssigkeit,  welche  im  ungestörten  Zustand  eiaen 
gegebenen  Kaum  einnimmt,  haben  wir  folglich  den  Ausdruck 

W-fffE9dxdyd*=QjffE(l+s)dxdyd*-fff(jpa8+ixif)dxd!ii,(l) 

1)  Gem&B  dem  strengen  Gebrauche  der  neueren  Therm  od jniimik  wird  iÜmn 
Namen  nur  gebraucht,  wenn  die  Ausdehnungen  und  Verdichtungen  &diab»tii*t 
und.  Im  Falle  der  isothermen  Beziehungen  gibt  der  Ausdruck  (S)  die  Vermehre« 
der  Große,  welche  als  „freie  Energie"  bekannt  ist 

DigmzedsyLiOOgie 


da  p0c0  —  1.  Wenn  wir  einen  Kaum  betrachten,  der  so  groß  ist,  daß 
die  Verdichtungen  and  Verdünnungen  sich  ausgleichen,  so  haben  wir 

fjJadxdydi-Q,  (5) 

und  deshalb 

W—^xfff&dxdydz.  (6) 

Bei  einer  fortschreitenden  ebenen  Welle  haben  wir  es  —  ±  u  und 
deshalb  T  —  W.  Die  Gleichheit  der  beiden  Energien  in  diesem  Falle 
kann  auch  ans  dem  allgemeineren  Gedankengang  erschlossen  werden, 
welcher  in  §  173  dargelegt  wurde. 

In  der  Theorie  des  Schalles  bietet  naturlich  der  Fall  einfach 
harmonischer  Schwingungen  besonderes  Interesse.  Wenn  a  die  Am- 
plitude einer  fortschreitenden  Welle  von  der  Periode  —  ist,  können 
wir  in  Übereinstimmung  mit  §  275  (6)  annehmen,  daß 

|  —  a  cos  (kx  —  9t  +  e),  (7) 

wo  k  ■=  ,  und  die  Wellenlänge  somit  I  —  ,-  ist.  Die  Formeln  (1) 
and  (6)  ergeben  dann  für  die  Energie  in  einem  prismatischen  Räume, 
der  die  Flächeneinheit  als  Querschnitt  und  die  Länge  X  in  der 
*-  Richtung  hat, 

T+W-$gt>e*ant  (8) 

also  dasselbe  wie  die  kinetische  Energie  der  ganzen  Masse,  wenn 
diese  mit  der  Maxi malgesch windigkeit  aa  bewegt  wurde. 

Der  Betrag  der  Energie,  welche  pro  Flächeneinheit  durch  eine 
Ebene  gelassen  wird,  die  sich  mit  den  in  ihr  gelegenen  Teilchen  be- 
wegt, lautet  pro  Zeiteinheit 

p  ~  —  psa  sin  (kx  —  ot  -f  e).  (9) 

Die  Arbeit,  welche  von  dem  konstanten  Teile  des  Druckes  in  einer 
vollständigen  Periode  geleistet  wird,  ist  null.  Flu*  den  veränderlichen 
Teil  haben  wir 

Ap  -  xs x  ||  -  xka  sin  (kx  -  at  +  e).  (10) 

Setzen  wir  in  Gleichung  (9)  ein,  so  finden  wir  für  den  Mittelwert 
der  pro  Zeiteinheit  durchgelassenen  Energie 

\xaka*  —  |p„ffVxc.  (11) 

Die  Energie,  welche  in  einer  Anwthl  von  vollständigen  Perioden  durch- 
gelassen wird,  ist  also  genau  diejenige,  welche  den  Wellen  entspricht, 

Liub,  H>diod7BUilk.  B*1'1 
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die  in  der  gleichen  Zeit  durch  die  Ebene  hindurchgehen,  wie  zu 
erwarten  war,  weil  die  Gruppengeschwiodigbeit  mit  der  Wellen- 
geschwindigkeit (vergL  §  235)  identisch  int,  da  c  von  X  nicht  abhängt 

Wellen  mit  endlicher  Amplitude. 
§  377.    Wenn  p  eine  Funktion   von  $  allein   ist,   so  geben  die 
Gleichungen  (1)  and  (£)  des  §  275  ohne  Annäherung 

Auf  Grand  der  iBOthermen  Annahme,  daß 

£-i,  (2) 

i 

(3) 


8'S 


RF 


Auf  die  gleiche  Weise  fahrt  die  ftdiabatisehe  Beziehung 

w 

8't 

Die  genauen  Gleichungen  (3)  und  (5)  können  mit  der  ähnlichen 
Gleichung  für  lange  Wellen  in  einem  gleichförmigen  Kanal  »er- 
glühen werden,  §  172  (3). 

Es  ergibt  sich  aus  (1),  daß  die  Gleichung  (6)  des  §  275  eis 
genau  zu  betrachten  wäre,  wenn  p  und  p  in  einer  solchen  Beziehung 
ständen,  daß  . 


Tt 


•  Po'«*- 


Daher  können  ebene  Wellen  mit  endlicher  Amplitude  dann  und  nnr 
dann  ohne  Gestaltewechsel  fortgepflanzt  werden,  wenn 

Eine  derartige  Beziehung  gilt  für  keine  bekannte  Substanz,  gleichviel 
ob  bei  konstanter  Temperatur,  oder  bei  Abwesenheit  von  Wärme- 
gewinn  oder  -vertust  infolge  von  Leitung  und  Strahlung.1)  Daher 
müssen  Schallwellen  von  endlicher  Amplitude  unausbleiblich  einen 
Gestaltswechsel  erfahren,  indem  sie  sich  vorwärtsbewegen. 

e  p  ergeben,  wenn  ?  unter  einen  be- 

Digmzed^y  G00gle 
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§  378.  Die  Gesetze  für  die  Fortpflanzung  von  Wellen  mit  end- 
licher Amplitude  Bind  unabhängig  und  durch  verschiedene  Methoden 
von  Earnshaw  und  Riemann  untersucht  worden.  Es  soll  hier  über 
diese  Untersuchungen  kurz  berichtet  werden,  indem  wir  betreffs 
weiterer  Einzelheiten  auf  die  Originalarbeiten  und  auf  die  vollständige 
Behandlung  des  Gegenstandes  von  Lord  Rayleigh  verweisen. ') 

Riemanns  Methode1)  ist  in  diesem  Buche  bereits  (§  185)  auf  die 
Behandlung  der  entsprechenden  Frage  für  die  Theorie  langer  Wasser- 
wellen  angewendet  worden.  Er  geht  von  den  Eulerschen  Gleichungen 
den  g  273  aus,  welche  in  der  Form 

»•+.y__ij«|i>  (i) 

dt  ex  t  dg  ex'  v  ' 

de    ,      de  du  /„, 

Tt  +  *r,  —  T*  <2> 

geschrieben  werden  können. 
Wenn  wir 

Q-m—l  w 

setzen,  wo  /*($)  noch  unbestimmt  ist,  so  finden  wir,  wenn  wir  (2) 
mit  f(p)  multiplizieren  und  zn  (1)  addieren, 

sp  ,     sp        i  dp  de       -Ma« 

Wenn  wir  jetzt  /"(p)  so  bestimmen,  daß 

irwi"-pg,  w 

so  kann  dies 

dP  ,      3P  ,- ,  ,  SP  /*■, 

geschrieben  werden.    Auf  die  gleiche  Weise  erhalten  wir 

H+.g-frwg-  (6) 

Die  Bedingung  (4)  wird  durch 

befriedigt     Setzen  wir  dies  in   die  Gleichungen  (5)  und  (6)   ein,  so 

1)  Thtory  of  Sound,  XI.  Kap. 

3)  „Über  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingungs- 
weite", Gott.  Abk.,  8,  3.  48,  1868-59  (Werke,  8.  Aufl.,  Leipzig  1893,  S.  157). 
Siehe  auch  H.  Weber ,  Partielle  Differentialgleichungen  der  mathematischen 
Phymk,  Bd.  II,  8.  «69.  v 
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(8) 


Folglich  ist  dP  —  0,  oder  P  konstant,  für  einen  geometrischen  Punkt, 
welcher  sich  mit  der  Geschwindigkeit 


/«8\*.i 


(9) 


bewegt,  während  Q  für  einen  Funkt  konstant  ist,  dessen  Geschwin- 
digkeit 

S  —  ©*+•  M 

igt.  Deshalb  pflanzt  sich  ein  gegebener  Wert  von  P  vorwärts  und 
ein  gegebener  Wert  von  Q  rückwärts  fort,  mit  Geschwindigkeiten, 
welche  dnrch  (9)  bzw.  (10)  gegeben  sind. 

Diese  Resultate  setzen  uns  in  stand,  die  Bewegung  in  irgend 
einem  gegebenen  Falle  auf  allgemeine  Weise  zu  verstehen.  Wenn 
die  anfängliche  Störung  auf  den  Kaum  zwischen  den  beiden  Ebenen 
x  =  a  und  x  =  b  beschränkt  ist,  so  können  wir  annehmen,  daß  P 
and  Q  beide  für  z  >  a  und  z  <  h  verschwinden.  Das  Gebiet,  in 
welchem  P  veränderlich  ist,  wird  sich  vorwärts  bewegen,  und  das- 
jenige, in  welchem  Q  veränderlich  ist,  wird  sich  rückwärts  bewegen, 
bis  nach  einer  gewissen  Zeit  diese  Gebiete  getrennt  sind  und  zwischen 
sich  einen  Kaum  lassen,  für  welchen  P  «-  0,  Q  —  0  ist,  und  wo  die 
Flüssigkeit  deshalb  ruht.  Die  ursprüngliche  Störung  ist  dann  in 
zwei  fortschreitende  Wellen  gespalten,  welche  sich  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  bewegen.  Für  die  vorwärtsschreitende  Welle 
haben  wir  Q  —  0  und  deshalb 

—m,  (») 

sodaß  Dichte  wie  Geschwindigkeit  der  Teilchen  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit fortpflanzen,  die  durch  Gleichung  (9)  bestimmt  ist. 
Mögen  wir  das  isotherme  oder  dos  adiabatische  Gesetz  für  die  Aus- 
dehnung annehmen,  immer  wird  diese  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
größer  ausfallen,  je  größer  p  ist.  Das  Gesetz  für  das  Fortschreiten 
der  Welle  kann  erläutert  werden,  indem  man  eine  Kurve  mit  x  als 
Abszisse  und  p  als  Ordinate  zieht,  sowie  jeden  Punkt  dieser  Karre 
sich  mit  der  gehörigen  Geschwindigkeit  vorwärts  bewegen  läßt,  ww 
sie  durch  (9)  und  (11)  gegeben  ist.  Da  die  Teile  sich  rascher 
bewegen,  welche  größere  Ordinalen  haben,  so  wird  die  Kurre 
*      '  Ä  'DigHzedsy^OOgle 
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schließlich  in  einem  Punkte  senkrecht  zu  x  werden.  Die  Größen 
=-,  ce  werden  dann  unendlich;  die  vorhergehende  Methode  gibt  uns 
keinen  Aufschluß  Ober  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung.  (Vergl. 
§185.) 

§  370.  Ähnliche  Resultate  können  aus  der  Untersuchung  von 
Eamshaw1)  abgeleitet  werden,  welche  jedoch  weniger  allgemein  ist, 
da  sie  nur  auf  eine  fortschreitende  Welle  paßt,  die  bereits  entstanden 
Bein  soll. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  daß  p  und  q  durch 
das  Gesetz  von  Boyle 

p-*f  (i) 

verknüpft  seien.  Wenn  wir  y  --  x  +  |  schreiben,  sodaß  y  die  absolut« 
Koordinate  des  Teilchens  für  die  Zeit  t  bezeichnet,  dessen  ungestörte 
Abszisse  x  ist,  so  lautet  die  Gleichung  (3)  des  §  277: 

dt'  "f    ÖyV  w 

Dies  wird  durch 

!W(K)  m 

befriedigt,  vorausgesetzt,  daß 

Ein  erstes  Integral  von  (2)  ist  deshalb 

^-Ci.logf*.  (5) 

Um  das  allgemeine  Integral  von  (5)  zu  erhalten,  müssen  wir  a 
zwischen  den  Gleichungen 

jr  -  ttX  +  (C  ±  c  log  «)  *  +  9  (a)  1 
0-ax±Ct  +  a<p'(a)  |  ' 

eliminieren,  wo  <p  willkürlich  ist.1)     Nun  ist 

2y       c, 

dx        g  ' 

sodaß  wir,  wenn  u  die  Geschwindigkeit  des  Teilchens  x  bezeichnet, 
«-°*-C±clog?;  (7) 

1)  „On  Ihn  Mathematical  Theory  of  Sound",  Phü  Tran«.,  160,  S.  1SS,  186t. 
8)  Sieb«  Forsyth,  Differential  Eqwtiotu,  9.  Kap. 
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haben.     An  den  äußeren  Grenzen  der  Welle  werden  wir 

»  -  0,    <i  -  to 
haben.    Es  folgt,  daß  C-  0,  und  deehalb 

»-ft/7-  (8) 

Für  eine  fortschreitende  Welle  müssen  darum  p  und  u  durch 
diese  Beziehung  verknüpft  sein.  Wenn  diese  am  Anfang  erfüllt  wird, 
so  ist  die  Funktion  tp,  welche  in  Gleichung  (6)  auftritt,  aus  den  Be- 
dingungen zur  Zeit  ( =  0  durch  die  Gleichung 

*$)—'  (») 

zu  bestimmen. 

Um  Resultate  zu  erhalten,  welche  von  der  besonderen  Form  der 
Welle  unabhängig  sind,  betrachten  wir  zwei  Teilchen  (durch  die 
Suffixe  voneinander  unterschieden),  welche  so  miteinander  verknüpft 
sind,  daß  der  Wert  von  p,  der  für  das  erste  Teilchen  zur  Zeit  t\  gilt, 
für  das  zweite  Teilchen  zur  Zeit  (,  gefunden  wird. 

Der  Wert  von  a  =-■  —  ist  für  beide  derselbe,  und  deshalb  folgt 
ans  Gleichung  (6)  mit  C  —  0 

y1~yl  =  a  (xt  -x1)±c(tt-  *,)  log  a  \ 

0  =  «(xt-zl)±c(tt-t1)  }'  "•    > 

Die  letztere  Gleichung  kann 

geschrieben  werden,  was  zeigt,  daß  der  Wert  p  von  Teilchen  zu  Teil- 
chen mit  der  Geschwindigkeit  —  -c  fortgepflanzt  wird.  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit im  Räume  lautet  hingegen 

|S_T<,±el„g<,_Te  +  0.  (12) 

Dies  steht  mit  den  Resultaten  Riemanns  im  Einklang,  da  bei  der 
„isothermen"  Annahme  1/  -J-  —  c. 

Für  eine  Welle,  die  sich  in  der  positiven  Richtung  bewegt,  sind 
die  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen.  Wenn  eine  Verdichtung  (p  >  o„) 
stattfindet,  bo  ist  u  nach  Gleichung  (8)  positiv.  Es  folgt  daraus,  daß 
die  dichteren  Teile  der  Welle  beständig  schneller  als  die  verdünnteren 
fortschreiten  und  sie  schließlich  einholen;  die  nachfolgende  Bewegung 
liegt  dann  außerhalb  des  Bereichs  unserer  Rechnung.       <   "ooolp 
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Eliminieren  wir  x  aus  den  Gleichungen  (6)  und  schreiben  wir 
für  c  log  a  seinen  Wert  —  u,  so  finden  wir  für  eine  Welle,  die  sich 
in  der  positiven  Richtung  bewegt, 

y  -  (e  +  «)  *  +  F(m),  (13) 

wo  F  eine  willkürliche  Funktion  ist.  Infolge  der  Gleichung  (8)  ist 
dies  mit 

«-/■(»-(«+•)<)  (") 

gleichbedeutend.  Diese  Formel  stammt  von  Poisson.1)  Ihre  Deutung 
hinsichtlich  der  Veränderung  einer  Welle  beim  Fortschreiten  fuhrt 
zu  denselben  Resultaten  wie  oben  und  bildet  den  Inhalt  einer  Arbeit 
von  Stokes.*) 

§  380.  Die  Bedingungen  für  eine  Welle  von  permanentem 
Typus  sind  in  sehr  einfacher  Weise  von  Rankine  untersucht  worden.') 

Es  seien  A  und  B  zwei  Punkte  einer  idealen  Röhre  vom  Quer- 
schnitt 1,  in  der  Fortpnanzungsrichtung  gelegen,  welche  mit  derjenigen 
der  positiven  x-Richtung  zusammenfalle,  und  es  seien  die  Werte  des 
Druckes,  der  Dichte  und  der  Geschwindigkeit  der  Teilchen  in  A  und  B 
durch  pj,  q,,  M[  bzw.  p,,  ps,  w,  bezeichnet. 

Wenn  wir,  wie  in  §  174,  überall  eine  Geschwindigkeit  c  gleich 
und  entgegengesetzt  derjenigen  der  Welle  hinzufügen,  fuhren  wir  die 
Aufgabe  auf  eine  solche  der  stationären  Bewegung  zurück.  Da  jetzt 
der  gleiche  Betrag  an  Materie  in  der  Zeiteinheit  jeden  Querschnitt 
der  Röhre  durchkreuzt,  haben  wir 

d  («-*>)-  P»  (c  -  *S)  -  *»,  (1) 

wo  m  die  Masse  bezeichnet,  welche  in  der  Zeiteinheit  von  einer 
Ebene,  die  sich  mit  der  Welle  bewegt,  durchlaufen  wird,  gemäß  der 
ursprunglichen  Form  der  Aufgabe.  Diese  Größe  m  wird  von  Rankine 
als  die  „Massengeschwindigkeit'  bezeichnet. 

Weiter  ist  die  gesamte  Kraft,  welche  auf  die  Masse  zwischen  A 
und  B  wirkt,  in  der  Richtung  BA  gleich  pt  —  p,,  und  der  Betrag, 
am  welchen  das  Bewegungsmoment  dieser  Masse  nach  derselben 
Richtung  pro  Zeiteinheit  wächst,  ist 

m  (c  -  m,)  -  m  (c  -  «,). 
Folglich 

A-JPi-»(«|-»i)-  (2) 

1)  „Memoire  aar  la  Theorie  da  Son",  Journ.  de  VEcoU  PolyUchn.,  7, 
S.  867,  1807. 

S)  „On  &  Difficnltj  in  tbe  Theory  of  Sound",  Phü.  Mag.  (B),  38,  S.  84», 
18*8  (Math,  and  Phys    Paper»,  Bd.  II,  S.  61). 

8)  „On  the  Tbermodynamic  Theory  of  Wavee  of  Finita  Longitndiaal  DJs 
tarbaoce",  Phü.  Tram.,  180,  S.  377,  1870  (jtfwc.  8e.  Papers,  3.  610). 
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Mit  (1)  vereinigt;  gibt  dies 

ft  +  -JT-R+ft-  (3) 

Es  könnte  also  eine  Welle  von  endlicher  Amplitude  nicht  umgeändert 
fortgepflanzt  werden,  ausgenommen  in  einem  Medium,  wo 

p  H —  konet.  (4) 

Zu  diesem  Schlüsse  sind  wir  bereits  auf  andere  Weise  in  §  277  ge- 
langt.    Es  mag  bemerkt  werden,  daß   für  v die  Beziehung  (4) 

im  „Zustandsdiagramm"  durch  eine  gerade  Linie  dargestellt  wird. 

Wenn  die  Änderung  der  Dichte  klein  ist,  so  kann  jedoch  die 
Beziehung  (4)  für  wirkliche  Flüssigkeiten  als  näherungsweise  gültig 
^betrachtet  werden,  vorausgesetzt,  daß  m  den  passenden  Wert  hat 
Setzen  wir 

e-e»(i  +  *)| 

P~Pa  +  *s      »  (5) 

m  —  p0c  I 

so  finden  wir 

wie  in  §  273. 

Der  Umstand,  daß  in  wirklichen  Flüssigkeiten  eine  fortschreitende 
Welle  von  endlicher  Amplitude  beständig  ihre  Gestalt  ändern  mal, 
sodaß  die  Dichteänderungen  nach  der  Vorderseite  zu  mehr  und  mehr 
schroff  werden,  bat  verschiedene  Autoren  dazu  geführt,  über  die 
Möglichkeit  einer  Diskontinuitätswelle  nachzudenken. 

Es  ist  zuerst  von  Stokes1)  gezeigt  worden,  und  später  auch  von 
einigen  anderen  Autoren,  daß  die  Bedingungen  für  die  Konstanz  der 
Masse  und  die  Konstanz  des  Beweguugsmomentes  beide  für  eine 
solche  Welle  erfüllt  werden  können.  Der  einfachst«  Fall  ist  der, 
wo  die  Werte  von  0  und  u  keiner  Veränderung  unterliegen,  außer 
in  der  Diskontinuitätsebene.  Wenn  in  der  vorhergehenden  Unter- 
suchung von  den  Querschnitten  A  und  B  der  eine  nach  der  Hinter 
seite  und  der  andere  nach  der  Vorderseite  dieser  Ebene  gelegt  wird, 
so  haben  wir  nach  Gleichung  (3): 


9t         \Pi  —  9t     9t  I 


»Lioogle 
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"»>  „,_%_  £-:.±fe-*-rt»  (9) 

1  ^  «.  Pl  -"-    V  ?!  Pl  /  W 

Das  obere  oder  untere  Vorzeichen  ist  zu  nehmen,  je  nachdem  p, 
größer  oder  kleiner  als  p,  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Welle  eine  Ver- 
dichtungs  oder  Verdünnungswelle  ist.  Die  Resultate  enthalten  nur 
Unterschiede  der  Geschwindigkeit,  wie  zu  erwarten  war,  da  eine  be- 
liebige gleichförmige  Geschwindigkeit  des  ganzen  Mediums  super- 
poniert  werden  kann. 

Wir  können  z.  B.  annehmen,  daß  die  Größen  p.2>  p,,  «,,  welche 
den  Zustand  des  Mediums  auf  der  Vorderseite  bestimmen,  willkürlich 
gegeben  sind;  es  sei  auch  die  Dichte  p,  der  Luft  für  die  fort- 
schreitende Welle  vorgeschrieben.  Ferner  wird  eine  bestimmte  Be- 
ziehung zwischen  j>„  q1  and  pi}  ps  vorausgesetzt,  welche  sich  auf 
physikalische  Betrachtungen  gründet  Die  übrigen  Größen  m,  c,  uj 
werden  dann  durch  die  Gleichungen  (7),  (8)  and  (9)  bestimmt 

Diese  Resultate  haben  jedoch  an  Interesse  verloren,  seitdem 
Lord  Rayleigb1)  darauf  aufmerksam  gemacht  hat,  daß  in  wirklichen 
Flüssigkeiten  die  Energiegleichung  nicht  gleichzeitig  mit  (1)  und  (2) 
erfüllt  werden  kann.  Lidern  wir  den  Überschuß  an  Arbeit  berechnen, 
die  in  der  Zeiteinheit  auf  die  Flüssigkeit  geleistet  wird,  welche  hei  ß 
in  den  Raum  AB  eintritt,  über  diejenige,  die  von  der  Flüssigkeit 
geleistet  wird,  die  ihn  bei  A  verlaßt,  und  die  Zunahme  der  kinetischen 
Energie  davon  abziehen,  erhalten  wir 

Pt  C«  -  «»)  -Ä  (c  -  «,)  -  im  { (c  -  «,)•  -  (c  -  «,)*}, 
oder 

Pi"i  -Ä«i  ~  i»>  (V  -  V), 
oder 

i(ft+ft>  («!-«*)■  (10) 

Diese  Formen  sind  infolge  der  Bewegnngsgleichung  (2)  äquivalent. 
Das  entsprechende  Resultat  für  die  Masseneinheit  wird  erhalten,  wenn 
man  durch  m  dividiert.  Wenn  wir  für  Uj  —  u,  aus  (1)  oder  (9)  ein- 
setzen, erhalten  wir  ,  ,  ,  .  ,  ,  .... 
iiPi  +  Pji**-^),                                    (11) 

wo  v  für  -  geschrieben  ist. 

Wenn  die  beiden  Zustände  des  Mediums  durch  zwei  Punkte  A 
und  B  im  ZastandadiagTamm  dargestellt  werden,  so  ist  der  Ausdruck  (11) 
gleich  dem  Flächeninhalt,  welcher  zwischen  die  gerade  Linie  AB,  die 
«-Achse,  sowie  die  Ordinaten  von  A  und  B  eingeschlossen  ist.  Wenn 
der  Übergang  von  B  zu  A  ohne  Gewinn  oder  Verlust  von  Wärme 
ausgeführt  wird,  so  werden  die  fraglichen  Punkte  auf  derselben 
„adiabatischen  Kurve0  liegen,  und   die  Zunahme  der  inneren  Energie 


1)  Theory  of  Sound,  §  268. 
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wird  durch  den  Inhalt  der  Fläche  dargestellt  werden,  die  von  dieser 
Kurve,  der  «-Achse  und  den  äußeren  Ordinaten  eingeschlossen  wird 
Für  ein  wirkliches  Gas  ist  die  Adiabate  nach  oben  zn  konkav;  letzterer 
Flächeninhalt  ist  folglich  dem  absoluten  Wert  nach  kleiner  als  der 
erstere.  Wenn  wir  die  Vorzeichen  berücksichtigen,  welche  den  Flächen 
zuzuschreiben  sind,  so  finden  wir,  daß  für  eine  Kondensationswelle 
(v,  <  v})  die  auf  das  Medium  geleistete  Arbeit  größer  ist,  als  dem 
Zuwachs  der  kinetischen  und  inneren  Energie  entspräche;  für  eine 
Verdünnungswelle  (c,  >  «,)  hingegen  ist  die  abgegebene  Arbeit  größer 
als  der  entsprechende  scheinbare  Energieverlust. 

Es  folgt,  daß  die  Energiegleichung  für  Diskontinuitätswellen  nicht 
erfüllt  werden  kann,  außer  in  dem  Falle  eines  hypothetischen  Mediums, 
dessen  adiabatische  Kurven  gerade  Linien  sind.  Dies  ist  mit  der  Be- 
dingung identisch,  welche  bereits  für  die  Permanenz  der  Form  bei 
stetigen  Wellen  erhalten  worden  ist. 

In  der  obigen  Untersuchung  sind  dissipative  Kräfte,  wie  Zähig- 
keit sowie  Wärmeleitung  und  -Strahlung,  nicht  in  Betracht  gezogen 
worden.  Praktisch  würde  eine  Diskontinuität  eine  gewisse  Temperatur- 
differenz zwischen  den  Teilchen  der  Flüssigkeit  auf  beiden  Seiten  der 
Disko ntinuitätsebene  bedingen,  sodaß,  abgesehen  von  der  Zähigkeit, 
eine  Dissipation  von  Energie  infolge  der  thermischen  Wirkungen  an 
dieser  Ebene  notwendig  stattfinden  würde.  Ob  bei  Berücksichtigung 
dieses  Uin  stand  es  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Zuständen  mit 
der  Energiegleichung  in  Einklang  gebracht  werden  kann,  ist  eine 
physikalische   Frage,   auf  welche   wir   uns   nicht   einlassen   werden.1) 


1)  Dies  ist  zum  Teil  von  Rankiue  erörtert  worden,  welcher  darauf  aufmerksam 
macht,  daß  der  Gesamtbetrag  der  Wärme  0  sein  muß,  welcher  von  irgend  einem 
Teile  des  Medium«  beim  Übergang  von  einem  Zustand  zum  anderen  absorbiert  wird. 

In  einigen  Untersuchungen  von  Hugoniot,  welche  von  fladam&rd  in  «einen 
„Lecona  aar  la  propagation  des  ondea  et  lee  equations  de  rbvdrodynamique", 
Paria  1908,  gedeutet  sind,  ist  der  im  Text  gegebene  Beweis  umgekehrt  worden. 
Es  iat  die  Möglichkeit  einer  Diskon tinnit&tswelle  postuliert,  und  es  ist  aus- 
einandergesetzt worden,  daß  die  Energiegleichung  befriedigt  werden  wird,  wenn 
wir  den  Anadruck  (10)  dem  Zuwachs  der  inneren  Energie  (siehe  Gleichung  (8) 
des  §  11)  gleichsetzen.  Aua  diesem  Grunde  wird  geschlossen,  daß  der  Übergang 
von  einem  Zustand  zu  dem  anderen  durch  das  Gesetz 

t CA  +  A> 0,  -  A>  -  ^  (ra  -  p, t,,) 

geregelt  sei:  ,, Tolle  est  la  relation  qa' Hugoniot  &  Substitute  s.  [j>vr  •=>  conat.] 
pour  ei  primer  qne  la  condensation  ou  dilatation  brusque  se  fait  «ans  absoiption 
ni  dt'gagement  de  chaleur.  On  lui  donne  actuellemeut  le  nom  de  loi  adiabatique 
dynamiqiie,  la  relation  [pvr  ■=  const.],  qui  convient  aux  changements  iento,  ötant 
deeignee  sous  le  nom  de  loi  adiabatique  staiique"  (Hadamard,  S.  102).  Aber  ee 
ist  kein  physikalischer  Grund  für  daa  vorgeschlagene  Gesetz  erbracht  worden. 
Betreffs  einer  anderen  Erörterung  dieses  Gegenstandes  verweisen  wir  auf 
H.  Weber,  Partielle  DiffererttialgteirAwgen,  Bd.  II,  Kap.  22. 
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Es    scheint    aber,     daß    die    Möglichkeit     einer    diskontinuierlichen 

Verdünn ungswello  jedenfalls  ausgeschlossen  ist,  da  es  leicht  durch 
graphische  Darstellung  zu  beweisen  ist,  daß  dies  eine  Abnahme 
der  Entropie  bei  einem  nichtumkehrbaren  Prozeß  bedingen  würde. 

Kugelwellen. 

§  381.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  die  Störung  am 
einen  festen  Punkt  symmetrisch  ist,  den  wir  als  Anfangspunkt  nehmen 
wollen.  Die  Bewegung  ist  notwendig  wirbelfrei,  sodaß  ein  Geschwin- 
digkeitspotential  <p  existiert,  welches  eine  Funktion  von  r,  dem  Ab- 
stand vom  Ursprungspuukte,  und  von  (  allein  ist.  Wenn  wir,  wie 
vorher,  die  Quadrate  kleiner  Größen  vernachlässigen,  so  haben  wir 
nach  Gleichung  (3)  des  §  20: 


f'i- 


In  der  Bezeichnungsweise  der  §§  272  und  273  können  wir 

schreiben,  folglich 

A,-|f  (1) 

Um  die  Kontinuitätagleichung  zu  bilden,  bemerken  wir,  daß  in- 
folge des  Unterschiedes  des  Flusses  durch  die  innere  and  äußere 
Fläche  der  Baum  zwischen  den  Kugeln  r  und  r  +  är  Masse  von  dem 
Betrag 

£(«»*»  j9" 

pro  Zeiteinheit  gewinnt.     Da  derselbe  Betrag  auch  durch 
§f-4*rMr 

ausgedrückt  wird,  haben  wir 

"fc- £(*•■£)•  <ä> 

Dies  hätte  auch  durch  eine  unmittelbare  Umformung  der  allgemeinen 
Kontinuitätagleichung  (4)  des  §  8  erhalten  werden  können.  Im  Falle 
unendlich  kleiner  Bewegungen  wird  dies 

Durch  Einsetzen  aus  Gleichung  (1)  erhalten  wir  folglich 
d*f  ^  e*  d_ Aj  3qsy 


3$le 


Dies  kann  in  die  bequemere  Form 

»£l_,rp  (5) 

gebracht  werden,  sodaß  die  Lösung 

rtp-f(r-ct)  +  F{r  +  ct)  (6) 

lautet.  Die  Bewegung  beateht  also  aus  zwei  Systemen  von  Kugel- 
wellen, von  denen  das  eine  »ach  außen  und  das  andere  nach  innen  mit 
der  Geschwindigkeit  c  fortschreitet.  Betrachten  wir  für  einen  Augen- 
blick das  erste  System  allein,  so  haben  wir 

ca jf  (r  -«0, 

was  zeigt,  daß  eine  Verdichtung  mit  der  Geschwindigkeit  c  nach 
außen  fortgepflanzt  wird,  jedoch  beim  Vorwärtsschreiten  abnimmt, 
indem  ihr  Betrag  dem  Abstand  vom  Ursprungspunkte  umgekehrt 
proportional  ist.  Die  Geschwindigkeit,  welche  von  demselben  Wallen- 
zug  herrührt,  ist 

-ff 'rr(r-ct)  +  ±r(r-ct). 

Wenn  r  wächst,  so  kommt  das  zweite  Glied  immer  weniger  gegen 
das  erste  in  Betracht,  sodaß  schließlich  die  Geschwindigkeit  nach 
demselben  Gesetz  wie  die  Verdichtung  fortgepflanzt  wird. 

Wir  bemerken,  daß  wir  beim  Vorhandensein  divergierender  oder 
konvergierender  Wellen  allein 

■f-^-fr*)-*  «  (!) 

haben;  dies  entspricht  der  Gleichung  (11)  des  §  273. 

Für  manche  Zwecke  wird  die  Formel  eines*  System«  divergierender 
Wellen  passender  in  der  Form 

4*rV-f(t-$)  (8) 

geschrieben.     Da  dies 

5S>[-4«<fg-«o  (») 

ergibt,   so   kann   man  sich  das  fragliche  System   durch   eine  Quelle 
der  Stärke  f(t)  im  Ursprungspunkte  hervorgerufen  denken;  vergL  §  1H 
Es  folgt  aus  (1),  daß 

fsdt  =  0,  (10) 

vorausgesetzt,  daß  die  Anfangs-  und  Endwerte  von  <p  beide  verschwinden 
Dies  wird  immer  der  Fall  sein,  wenn  die  Quelle  f(t)  nur  für  eüie 
endliche  Zeit  in  Wirkung  ist.     Der  Umstand,  daß  ein 
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Kugelwelle  immer  notwendig  sowohl  verdichtete  wie  verdünnte  Teile 
enthalten  maß,  wurde  zuerst  von  Stokes  bemerkt.1)    Vergl.  §  195. 

Wie  in  dem  Falle  von  ebenen  fortschreitenden  Wellen  (§  276) 
ist  die  Energie  eines  Systemes  divergierender  Kugelwellen  halb  kine- 
tisch und  halb  potentiell.  Dies  folgt  ans  dem  allgemeinen  Satze  des 
§  173  und  kann  auch  unabhängig  bewiesen  werden.  Wir  haben 
nämlich  identisch 

Wenn  wir 

,    ':„.  w 


d<f 


schreiben,  so  gibt  dies  nach  (7)  in  dem  Falle  eines  divergierenden 
W  ellensy  ste  m  es 

rV-cVs*-  J:(*V). 
Folglich: 

f±pq*  ■  4xr>dr  -f±9<?s*  ■  4nt*dr,  (12) 

wenn  rtp*   an   der   inneren   und    äußeren    Grenze    des    Systemes    ver- 
schwindet. *) 

§  383.  Die  Bestimmung  der  Funktionen  f  und  F  in  Gleichung  (6) 
durch  die  Anfangsbedingungen  kann  für  den  unbegrenzten  Raum 
folgendermaßen  ausgeführt  werden. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Geschwindigkeits-  und  Konden- 
sat! ohb  Verteilungen  zur  Zeit  t  —  0  durch  die  Formeln 

V  -*(r) | 

»•-*<M  (13) 

ausgedruckt   sind,  wo  !f>  and  %  willkürliche   Funktionen    bedeuten. 
Durch  Vergleich  mit  (6)  erhalten  wir 

f(*)  +  F(*)-zit,(*)   | 


1)  „Od  Same  Points  in  tbe  Beceived  Tlieory  of  Sound",  Pinl.  Mag.  (S) 
34,  S.  6S,  184»  (Matli.  and  Phys.  Paper»,  Bd.  II,  3.  88).  Siebe  auch  Lord 
Rayleigh,  Theory  of  Sound,  §  278. 

2)  Lamb,  Proe.  Land.  Math.  Soc.,  86,  8.  160,  1903. 
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Ans  der  letzteren  Gleichung  folgt  durch  Integration 

-m  +  n')-~fn(.-)  +  c-  (i5) 

o 
Die  Bedingung,  daß  keine  Erzengang  oder  Vernichtung  von  Flüssig 
keit  im  UrBprungspankte  stattfindet,  gibt  ferner 

f(-i)  +  F(M)-0.  (16) 

Die  Formeln  (14)  und  (15)  bestimmen  die  Funktionen  f  and  F  für 
positive  Werte  für  e;  (16)   bestimmt  f  fflr  negative  Werte  von  i.1} 
Das  Endresultat  kann  in  der  Form 

r9  -  *(r  -  «0  *  (r  -  C()  +  H*  +  «0  *fr  +  «0  +  £if»l(*)*'  (17) 

oder  -     , 

ol+r 

rV i(c(_r)*(c<-r)  +  i(c(  +  r)*(c(  +  r)  +  ^  f'l(*)*»  (18) 

geschrieben  werden,  je  nachdem  r  größer  oder  kleiner  als  et  ist 

Als  ein  sehr  einfaches  Beispiel  wollen  wir  annehmen,  daß  die 
Luft  anfänglich  in  Buhe  ist,  und  daß  die  Anfangsstörung  aus  einer 
gleichförmigen  Kondensation  s0  besteht,  welche  auf  eine  Kugel  vom 
Radius  a  beschränkt  ist.  Wir  haben  dann  if>  (e)  —  0,  während  %  (s)  —  c\ 
oder  —  0,  je  nachdem  e ^  a.  In  einer  Entfernung  r>a  vom  Ur- 
sprungspunkte  wird  die  Bewegung  erst  beginnen,  wenn  t  =  - — -,  und 
sie  wird  aufhören,  wenn  t  —  ~\  •  Fflr  die  zwischenliegende  Zeit 
werden  wir 

r<p-ics.{*'-(r-ct))>  (19) 

und  deshalb 


haben.  Die  Störung  ist  jetzt  auf  eine  KugelBchale  von  der  Dicke  So 
beschränkt;  die  Kondensation  s  iat  in  der  äußeren  Hälfte  der  Schale 
positiv  und  in  der  inneren  Hälfte  negativ. 

Wir  werden  bald  einen  Ausdruck  fflr  den  Wert  von  ip  im  Ur- 
sprungspunkte  fflr  alle  Werte  von  t  nötig  haben,  welcher  beliebigen 
Anfangsbedingungen  entsprechen  soll.    Wir  haben  nach  (t>)  und  (16) 

[rtr.,_lj,ffi=*±£fc±fS 

-  Z.  *«*+-•>=■.*«!■=■»  _  2  f  (et), 


1)  Lord  Rayleigh,  Theorie  of  Somd,  §  87». 
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oder  nach  Gleichung  (14)  nnd  der  ans  ihr  folgenden  Gleichung, 

[»>-•- s*  («»("Ol  +  <l(°0-  (21) 

Allgemeine  Gleichung  der  Schallwellen. 

§  383.  Wir  gehen  zu  dem  allgemeinen  Falle  der  Fortpflanzung 
von  Luft  wellen  über.  Wir  vernachlässigen  wie  bisher  kleine  Größen 
zweiter  Ordnung,  aodaß  die  BewegungBgleichang  wie  in  §  281 

'— S  d) 

lautet.    Schreiben  wir  p  =  (i0  (1  +  s)  in  der  allgemeinen  Kontinuitäts- 
gleichung  14)  des  §  8,  so  haben  wir  mit  derselben  Annäherung 

3«      3*^       3*91       3'g>  ,„, 

ät        3a:*  "*"  W  +  »«■  '  W 

Die  Elimination  von  s  aus  (1)  und  (2)  gibt 

3?  -«  ^.  +  aj,«  +  a7'7'  W 

oder  in  unserer  früheren  Schreibweise, 

?£ -«■*»>.  (4) 

Da  diese  Gleichung  linear  ist,  so  wird  sie  durch  das  arithmetische 
Mittel  einer  Anzahl  partieller  Lösungen  tpu  tpt,  tplt  , . .  erfüllt.  Wie 
in  §  38  wollen  wir  uns  eine  unbegrenzte  Anzahl  rechtwinkliger 
Achsensysteme  gleichförmig  um  einen  Punkt  P  als  Ursprung  an- 
geordnet denken,  und  es  seien  <pt!  f>„  tpt,  ...  die  Geschwindigkeits- 
potentiale der  Bewegungen,  welche  in  Bezog  auf  diese  Systeme  die- 
selben sind,  wie  die  ursprüngliche  Bewegung  <p  in  Bezug  auf  das 
System  x,  y,  e.  In  diesem  Falle  wird  das  arithmetische  Mittel  <j>  der 
Funktionen  ip,,  <pt,  %>„■■■  das  Geschwindigkeitspotential  einer  Be- 
wegung sein,  die  in  Bezug  auf  den  Punkt  P  symmetrisch  ist  nnd 
deshalb  unter  die  Untersuchung  des  §  282  fällt,  vorausgesetzt,  daß  r 
die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  von  P  bezeichnet.  Mit  an- 
deren Worten,  es  sei  9?  eine  Funktion  von  r  nnd  t,  welche  durch  die 
Gleichung 

definiert  ist,  wo  9  irgend  eine  Losung  von  (4)  und  du  der  räumliche 
Gesichtswinkel   ist.   unter   welchem  ein  Element  der  Kugelfläche   mit 
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dem   Radius   r   in   P   erscheint,   das   diesen  Punkt  als  Zentrum   hat; 
dann  ist1) 

Folglich 

r»-f(r-rf)  +  F(r +  «;*).  CO 

Der  Mittelwert  von  97  über  einer  Kugel,  welche  irgend  einen 
Funkt  P  des  Mediums  als  Mittelpunkt  hat,  ist  deshalb  denselben 
Gesetzen  unterworfen  wie  das  Geschwindigkeitspotential  einer  sym- 
metrischen Störung  von  kugelförmiger  Gestalt.  Wir  sehen  sogleich, 
daß  der  Wert  von  ro  in  P  zur  Zeit  t  von  den  Mittelwerten  abhängt, 
welche  tp  und  ■;  -  ursprünglich  in  den  Punkten  einer  Kugel  vom 
Radius  et  hatten,  welche  um  P  als  Zentrum  beschrieben  ist,  sodaß 
die  Störung  sich  nach  allen  Richtungen  mit  der  gleichförmigen  Ge- 
schwindigkeit c  ausbreitet.  Wenn  z.  B.  die  ursprüngliche  Störung 
sich  nur  auf  einen  endlichen  Teil  £  des  Raumes  erstreckt,  so  wird 
die  Störung  in  einem  Punkte  P  außerhalb  S  nach  einer  Zeit  -'  be- 
ginnen, wird  eine  Zeit  *  -1  dauern  und  dann  völlig  aufhören,  wobei 
r,  und  rt  die  Radien  zweier  Kugeln  bezeichnen,  mit  P  als  Mittel- 
punkt beschrieben,  von  denen  die  eine  S  gerade  ausschließt,  die  an- 
dere gerade  einschließt. 

Um  die  Lösung  von  (4),  die  im  wesentlichen  bereits  erhalten 
ist,  in  einer  mathematischen  Form  auszudrücken,  nehmen  wir  für  tp 
und  !|  zur  Zeit  t  -  0  die  Werte 

V  =  V  0,  V,  *)  | 

Die   Mittelwerte   dieser   Funktionen   auf  einer   Kugel,    die   mit   dem 
Radius  r  um  den  Punkt  (x,  y,  b)  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist,  sind: 

tp  —  -     //  ^>{x  +  Ir,  y  +  mrt  e  +  nr)da, 

8t  ~  L  jj  Z(x  +  lr>  9  +  i*r,M  +  nr)  dVf, 
wo    l,  m,  «   die  Richtungskosinusse  eines   Radius   dieser  Kugel   sind, 

1)  Dieses  Resultat  wurde  auf  eine  andere  Weine  von  Poisaon  erhalten, 
„Memoire  BDI  la  theorie  du  son",  Journ  de  fjtcole  Polyttchn.,  7,  8.  IM—  888,  1807. 
Die  Bemerkung,  daß  dieses  sogleich  auf  die  vollständige  Lösung  von  (4)  führt, 
stammt  von  Lionville,  Joum.  de  Math..  1,  3.  1,  1856. 
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und    fisf    den   entsprechenden   elementaren    Raumwinkel   bezeichnet. 


I    —  sin  6  coe  m, 
m  —  sin  0  sin  <o. 


setzen,  so  werden  wir 

dm  -~  sin  8  SO  Sa 


(9) 


haben.    Bei  Vergleich  mit  §  282  (21)  sehen  wir  daher,  daß  der  Wert 
von  qp  im  Funkte  (x,  y,  s)  für  eine  folgende  Zeit  ( 

'  ™"   4 »  3t  '  '  / /  *  (X  "*"  "'  ™  '  C0S  m'  "  "^  C'  "k  *  "™  "^ 

*  +  c (  cos  9)  sin  8  d  9  da 

+  —  /  /  j  («  +  c(  sin  0  coa  m,  y  -f  e*  sin  0  sin  a,  B  +  et  oos  ö) 
sinÖrfÖrfm  I 

lautet,  was  der  Ausdruck  ist,  den  Poisson  gegeben  hat.1) 

§  284.  Der  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  der  Flüssig- 
keit, die  in  einem  gegebenen  Gebiet  enthalten  ist,  lautet: 

'-»■Orj0rW9r+fc),+fc),)**fc      « 

Folglieh 

Tt      "'JJJ  \>ifi  +  W  8y  +  ST  8,-)  *"*!«*». 
wo   ip  für     *■  steht.     Vermittels  des  Greenschen  Satzes  (§  43)  kann 
dies  in  die  Form 

dt 9* Jj  ^^dS~9oJjj  9*9***9*' 

—  *ffi'l&d8-$fff  ******** 
gebracht  werden.     Wenn 

W=±xfffs?dxditdB  -  1  ^JJJtfdxdyde,        (2) 
so  haben  wir 

ft  (T  +  W)  -  -  ,,ffr  ll  dS.  (3) 

1)  „Memoire  rar  1 'inWgration  de  quelques  equatioBB  linlairei  aus  diffe> 
rences  partielles,  et  particnlieremeiit  de  l'äquation  g&ierale  du  mouvement  des 
fluides  dlaatiquea",  Mim.  de  VAcad.  de»  Science»,  8,  3.  121,  1819. 

Andere  Beweise  siehe  bei  Kirchhoff.  Mechanik,  23.  Vorlesung,  and  Lord 
Bajleigh,  Theory  of  Sound,  §  878. 

Laub,  ejdrodj7i»mik.  ''"  17     '''' 
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Wir  haben  gesehen  (§  276),  daß  unter  einer  gewissen  Bedingung  W 
die  innere  Energie  darstellt.1) 

.  Die  vollständige  Deutung  der  Gleichung  (3)  mag  dem  Leser 
überlassen  bleiben.  In  verschiedenen  wichtigen  Fällen,  z.  ß.  wenn 
die  Begrenzung  fest  (~-  —  Ol  oder  frei  (y  —  0)  ist,  verschwindet  das 
Fliichenintegral,  und  wir  haben 

T+  TT-konet.  (4) 

Dies  fahrt  zu  einem  Beweis  für  die  Eindeutigkeit  der  Bewegung, 
welche  aus  einer  gegebenen  anfänglichen  Verteilung  von  Geschwindig- 
keit und  Kondensation  entsteht.  Es  seien  <px  und  <j>,  zwei  verschiedene 
Werte  des  Geschwindigkeitspotentials,  welche  die  vorgeschriebenen 
Anfangsbedingungen  erfüllen.  Bei  der  Bewegung,  für  welche  9>"-(P,— oj,, 
würde  dann  T  +  W  beständig  null  sein,  da  es  am  Anfang  verschwindet. 
Da  jedes  Element  von  T  und  W  wesentlich  positiv  ist,  erfordert  dies, 
daß  die  Ableitungen  von  a>  in  Bezug  auf  x,  y,  z,  t  alle  verschwinden; 
<p,  und  ip,  können  sich  also  nur  um  eine  Konstante  unterscheiden.*) 
Der  Satz  gilt  natürlich  für  alle  Fälle,  wo  wir  das  Verschwinden  des 
Flachenintegrali  in  (3)  voraussagen  können. 

Einfache  Schwingungen. 
§  386.     In   dem   Falle   einer   einfach   harmonischen  Bewegung, 
wo  der  Zeitfaktor  (f"'  ist,  nimmt  die  Gleichung  (4)  des  §  283  die  Form 

(A  +  tV-0  (1) 

an,  vorausgesetzt,  daß 

i-f  (2) 

Bei  Vergleich  mit  §  276  ergibt  sich,  daß  -j-  die  Länge  ebener  Wellen 
von  der  angenommenen  Periode  —  ist. 

Wenn  Symmetrie  um  den  Ursprüngspunkt  herrscht,  so  haben 
wir  nach  §  281  (5)  oder  nach  Umformung  von  (1): 

*£*  +  *. „_0.  (3) 

Die  Lösung  hiervon  lautet: 

?  -  Ä  -jj-  +  B  -j—  ■  »)  (4) 

1)  Siehe  jedoch  die  Anmerkung  auf  S.  660. 

2)  Kirchhoff,  Mcdianik,  38.  Vorlesung. 

8)  Der  Zeitl&ktor  int  hier  und  an  anderen  Stellen  der  Kürte  wegen  aue- 
geuuaen. 
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Wenn   die  Bewegung  im   TJrsprungapunkte  endlich  ist,   müssen 
wir  JB  —  0  haben,  und  (4)  reduziert  eich  auf 

.  am  kr  /E. 

f-JTT'  W 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  diese  Lösung  durch  Superposition  von 
Systemen  ebener  Wellen  erbalten  werden,  kann,  deren  Fortpflanzungs- 
richtungen gleichförmig  verteilt  sind.  Für  ein  System  ebener  Wellen, 
dessen  FortpflanzungBrichtung  mit  der  x-  Achse  einen  Winkel  6  bildet, 
haben  wir 

<p  _  e-ikr<*»°,  (6) 

nnd  der  Mittelwert  für  alle  Richtungen  durch  den  Anfangspunkt  ist 


'-hj' 


tfresin  üd(l  =  - 


CO 


Wir  können  aus  (5)  einen  Schluß  auf  den  allgemeinen  Fall 
ziehen,  auf  welchen  Gleichung  (1)  sich  bezieht.  Wir  haben  gesehen 
(§  283),  daß  der  Mittelwert  von  y  auf  einer  Kugel  vom  Radius  r, 
welche  um  einen  Punkt  0  als  Zentrum  beschrieben  ist,  einer  Gleichung 
von  der  Form  (3)  genfigt.  In  der  Schreibweise  des  genannten  Para- 
graphen haben  wir 

—       lin  kr  ,0, 

V  -  ~sp  '  *M  t8) 

wo  <p0  den  Wert  von  9  in  0  bezeichnet  Dies  setzt  voraus,  daß  tp 
keine  Singularitäten  innerhalb  der  Kugel  hat,  auf  welche  r  sich  be- 
zieht.1)   VergL  g  38. 

Kehren  wir  zu  dem  Falle  der  Symmetrie  zurück,  so  ist  zu  be- 
merken, daß  die  Lösung  auch 

-Hr  Jkr 

9-Ce-^+D^~  (9) 

geschrieben  werden  kann.  Im  Hinblick  auf  §  281  (8)  ist  klar,  daß 
die  Formel 

9-^Q  (10) 

das  divergierende  Wellensystem  darstellt,  welches  von  einer  Einheits- 
quelle im  Ursprungspunkte  herrührt. 

§  286.  Die  allgemeine  Theorie  der  Funktionen,  welche  der 
Gleichung 

(A  +  V)  o>  -  0  (1) 


1)  Dieser  Satz  stammt  von  H.  Weber,  Grelles  Journ.,  W,  1868. 
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genügen,  ist  von  Heimholte1),  Lord  Rayleigh*)  u.  a.')  entwickelt 
worden.  Sie  ist  in  manchen  Punkten  analog  zu  der  Losung  der 
Laplaceschen  Gleichung  Aq>  —  0,  die  in  der  Tat  ein  besonderer  Fall 
ist,  den  man  erhält,  indem  man  c  —  oo  oder  a  —  0  setzt. 

Die  typische  Lösung  von  (1),  ans  der  alle  anderen  abgeleitet 
werden  können,  ist  die,  welche  einer  Einheitsquelle  entspricht,  nämlich: 

iTtkT 

wo  r  die  Entfernung  von  der  Quelle  bezeichnet. 

Wenn  tp  und  tp'  irgend  zwei  Funktionen  sind,  welche  zugleich 
mit  ihren  ersten  und  ihren  zweiten  Ableitungen  in  einem  endlichen 
Gebiet  endlich  und  einwertig  sind,  so  ergibt  sich  aus  dem  Greenschen 
Satze,  daß 

ff(*  %  -  *'  Ü)  iS-fffV**  -  r^dxäya..    (8) 

Wenn  außerdem  tp  und  tp'  beide  die  Gleichung  (1)  erfüllen,  so 
verschwindet  das  Glied  auf  der  rechten  Seite,  und  wir  haben 

jOr»K"-j0Vfc"-  « 

Hieraus  leiten  wir  durch  genau  dasselbe  Verfahren*)  wie  in  §  57 
die  Formel 

ah,  welche  den  Wert  von  tp  für  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Ge- 
bietes gibt,  ausgedrückt  durch  die  Werte  vor»  tp  und  *—  an  der  Grenze. 
Das  Zeichen  r  bedeutet  hier  die  Abstände  der  einzelnen  Flachen- 
elemente von  P,  und  wir  sehen,  daß  mau  sich  den  Wert  von  o>  durch 
eine  bestimmte  Verteilung  einfacher  und  doppelter  Quellen  auf  der 
Grenzfläche  herrorgerufen  denken  kann.6) 

Wenn  wir  ferner  mit  r  die  Entfernung  von  einem  Punkte  P' 
bezeichnen,  welcher  außerhalb  des  Gebietes  liegt,  so  haben  wir 


1)  „Theorie  der  Lufuchwingungen  in  Rubren  mit  offenen  Enden",  Grelle» 

Journ.,  67,  3.  1,  1S69  {Wies.  Äbh.,  Bd.  D.  S.  808). 

8)  Theory  of  Sound,  Bd.  IL 

8)  Betreffs  der  neueren  mathematischen  Theorie  liehe  Pockels,  „Über  die  par- 
tielle Differentialgleichung  A  «-)-**«  =  0",  Leipzig  1891,  und  Sommerfeld,  I.  c,  S.  76. 

i)  D.  li.  wir  lotsen  tp'  —  —  e~ '*•",  wo  r  den  Abstand  von  einem  bestimmten 
Punkte  boieichnet,  und  wir  isolieren  diesen  Punkt  (falls  er  in  dai  betrachtet« 
Gebiet  fallt),  indem  wir  eine  kleine  KogeUUcbe  um  ihn  legen. 

.)  Hd-b.lt.,  I.e. 


Einfache  Schwingungen.  581 

Es  ist  zu  bemerken,  daß,  wie  iu  §  58,  die  besondere  Verteilung 
von  Quellen  auf  der  Grenzfläche,  die  durch  Gleichung  (5)  ausgedrückt 
wird,  nur  eine  aus  einer  unbegrenzten  Anzahl  derartiger  Verteilungen 
ist,  welche  genau  denselben  Wert  von  <p  für  die  Punkte  innerhalb 
des  Gebietes  ergeben  würden.  Addieren  wir  z.  B.  die  Formeln  (5)  und 
(6),  so  erhalten  wir  eine  andere  solche  Verteilung,  welche  überdies 
auf  unendliche  Weise  abgeändert  werden  kann,  indem  wir  die  Lage 
von  P'  ändern.1) 

Die  Sätze  (5)  und  (6)  gelten  für  den  Fall  eines  unendlichen  Ge- 
bietes, welches  innen  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen  Flächen 
begrenzt  wird,  vorausgesetzt,  daß  tp  in  unendlicher  Entfernung  R  vom 
Uraprungspunkte  sich  der  Form 

nähert     Wir  können  dies  anders  ausdrücken,   indem  wir  sagen,  daß 
im  Unendlichen  keine  Quellen  vorhanden  sein  sollen. 

Wir  können  die  Analogie  mit  der  Theorie  des  gewöhnlichen 
Potentiales  einen  Schritt  weiter  führen  und  den  Wert  von  q>  für  einen 
Punkt  eines  endlichen  Gebietes  durch  einfache  Quellen  allein  oder 
durch  doppelte  Quellen  allein  ausdrücken,  die  auf  der  Grenzfläche 
verteilt  sind.     Es  ist  nämlich 

oder 

wo  die  Hilfsfunktion  9/  den  Bedingungen  unterworfen  ist,   daß  sie 
der  Gleichung 

(A  +  *»)o/-0  (10) 

im  übrigen  Teile  des  unendlichen  Raumes   genügen  und  im  Unend- 
lichen sich  der  Form  (7)  nähern  muß,  während  an  der  Grenzfläche 

0/-9.,     bzw.     |£  =  fj-  (11) 

Der  Beweis  geschieht  wie  in  §  58. 

Es  würde  jedoch  falsch  sein,  zu  schließen,  daß,  wie  in  dem  Falle 
des  gewöhnlichen  Potentials,  notwendigerweise  eine  Funktion  o>  existiert, 
welche  in  einem  gegebenen  Raum  die  Gleichung  (1)  erfüllt  und  auch 


1}  Lannor,  l.  c,  S.  75. 
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der  Bedingung  genügt,  daß  <p  oder  ~-  an  der  Grenzfläche  willkürlich 
vorgeschriebene  Werte  annehmen  soll.  Der  angenommene  Existential- 
Batz  gilt  zwar  in  der  Regel,  aber  er  versagt  für  eine  Reihe  bestimmter 
Werte  von  k,  welche  den  Normalschwingungen  der  Luftmasae  ent- 
sprechen, die  den  Baum  einnimmt,  wenn  die  Grenzbedingung  q>  —  0 
bzw.  ö^-  — ■  0  lautet. 

Aus  demselben  Grunde  können  die  Formeln  (8)  und  (9)  nicht 
ohne  Einschränkung  auf  den  Fall  eines  unendlichen  Gebietes  ange- 
wendet werden,  da  die  Bestimmung  der  Hilfsfunktion  q>  unmöglich 
sein  kann. 

Um  diese  Punkte  aufzuklären,  wollen  wir  annehmen,  daß  inner- 
halb einer  Engel  vom  Radius  a  und  mit  dem  Hittelpunkt  0 

v-^r,  (12) 

wo  R  die  Entfernung  von  0  bezeichnet.  Wenn  wir  in  dem  äußeren 
Baume 

tp  —  ein  ha ^ (13) 

setzen,  so  werden  die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  der  Formel  (8) 
erfüllt,  und  wir  finden 

r-^ff^*8-  (") 

Es  wäre  nicht  schwer,  rückwärts  zu  beweisen,  daß   dies  für  R  <  a 
der  Gleichung  (12)  und  für  JB  >  a  der  Gleichung  (13)  äquivalent  ist 
Ferner   wollen  wir  eine  Oberflächenverteilung  einfacher  Quellen 
suchen,  welche  für  den  Raum  außerhalb  der  Kugel 

r--^  (15) 

ergeben  soll.  Der  Wert  von  q>  für  den  inneren  Raum,  der  mit  diesem 
an  der  Grenze  zusammenfällt  ist: 

und  wir  erhalten  somit 

r-zzkaff1^*8-  (") 

Die  Bestimmang  von  <p  wird  aber  immer  unmöglich,  wenn  k  eine 
Wurzel  von  sin  ha  — •  0  ist.  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so 
ergibt  sich  tatsächlich,    daß  eine  gleichförmige  Verteilung  einfacher 

Dfrtizedoy  G00gie 
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.Quellen  auf  einer  Kugel  mit  dem  Radius  a  gar  keine  Wirkung  auf 
äußere  Punkte  ausübt. 

Wenn  alle  Dimensionen  dea  betrachteten  Raumes  klein  gegen 
die  Wellenlänge  sind,  so  können  wir  in  Gleichung  (5)  näherungs- 
weise  e-'tr  —  1  setzen,  und  die  Formel  nimmt  wie  in  §  57  die  Gestalt 

an.  In  Abständen,  die  klein  gegen  die  Wellenlänge  sind,  können 
deshalb  die  Veränderungen  von  y  berechnet  werden,  als  wenn  es  die 
Gleichung  Aip  —  0  erfüllte.  Dieser  Satz  ist  für  die  angenäherte  Be- 
handlung verschiedener  akustischer  Fragen  besonders  nützlich  (vergl. 
§§  293  und  294). 

Wir  bemerken  noch,  daß  wir  nach  Wiedereinführung  des  Zeit- 
faktors  die  Formel  (8) 

^--Äj(r4^K»+Äj[r^(4^)«w) 

schreiben  können.  Dies  läßt  sich  nach  dem  Fourierschen  Doppel- 
integralsatz  verallgemeinern,  welcher  in  der  Form 

Vto-izftofvi*)*'9-***  (20) 

geschrieben  werden  kann.  Wenn  wir  mit  tp{t)  den  Wert  bezeichnen, 
welchen  <p  im  Punkte  (x,  y,  z)  zur  Zeit  t  hat,  gleichviel  ob  dieser 
Punkt  innerhalb  des  Gebietes  oder  auf  dessen  Begrenzung  liegt,  und 
mit  f(t)  den  Wert,  welchen  ~-  in  einem  Punkte  der  Grenzfläche  hat, 
dann  erhalten  wir 

vorausgesetzt,  daß  in  dem  letzten  Glied  die  Raumdifferentiation  sich 
nur  insofern  auf  r  bezieht,  als  dieses  Zeichen  explioite  vorkommt. 
Diese  bemerkenswerte  Formel  gibt  den  Wert  von  <p  in  einem  be- 
liebigen Zeitpunkt  für  den  Punkt  P,  ausgedrückt  durch  die  vorher- 
gehenden Werte  von  <p  und  in  den  Punkten  einer  geschlossenen 
Flüche,   welche  P   umgibt     Sie  ist  zuerst  von  Kirchhoff1)  aus   der 


1)  „Zar  Theorie  der  Lichtstrahlen",  Bert.  Eer.  1 882,  S.  641  (Ges.  Abk.,  Bd.  II, 
S.  32).  Es  und  verschiedene  andere  Beweise  gegeben  worden;  vergl.  Larmor,  I.e., 
8.  76,  und  Love,  Proc.  Lmd.  Math.  3oe.  (2),  1,  S,  BT,  190S. 
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allgemeinen  Gleichung  (4)  des  §  283  auf  andore  Weise  erhalten  vordem 
Es  ist  von  verschiedenen  Autoren  angenommen  worden,  daß  sie  die 
eigentliche  mathematische  Formulierung  des  ,J{uygens 'sehen  PrineipesP 
für  die  Akustik  enthalte;  aber  es  ist  bereits  im  Zusammenhang  mit 
dem  besonderen  Fall  (6)  bemerkt  worden,  daß  diese  Darstellung  von 
rp  in  hohem  Grade  willkürlich  und  unbestimmt  ist. 


Anwendungen  der  Xugelfunktionen. 

$  387.    Die  Lösung  der  Gleichung 

(A+iV-O  (1) 

kann  folgendermaßen  ausgeführt  werden,  wenn  die  Grenzbedingungen 
sich  auf  Kugelflächen  beziehen. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Wert  von  tp  auf  einer  Kugel- 
flache  vom  Radius  r,  die  ihren  Mittelpunkt  im  Ursprung  hat,  in 
eine  Reihe  von  Kugelflächenfunktionen  entwickelt  sei,  deren  Koeffi- 
zienten Funktionen  von  r  sind.     Wir  schreiben  deshalb 

qj  —  ££>„,  (2) 

wo  ?>„  eine   räumliche  Kugelfonktion  von  dem  Grad  n,  und  Rn  eine 
Funktion  von  r  allein  ist.    Nun  ist 

und  infolge  der  Definition  einer  räumlichen  Kugelfunktion  haben  wir 

Aq».—  0 

und 

•T&  +  »!? +  •£—*■ 

Folglich 

Ä(üBvJ=(AJi,+  --^J9.1,=  (-5^  +  -!^^)vB.        (4) 

Setzen  wir  in   Gleichung  (1)  ein,   so   müssen  die  Glieder  in  <p„  die 
Gleichung  unabhängig  erfüllen,  folglich 

(5) 
Dies  kann  durch  Reihen  integriert  werden.    Nehmen  wir  an,  daß 
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so    findet    man    für    die    Beziehung    zwischen    aufeinanderfolgenden 
Koeffizienten 

m(2n  +  l  +  m)Äm  +  4._,  -  0. 

Dies  gibt  zwei  aufsteigende  Reihen,   wobei  die  eine  mit  m—  0  und 
die  andere  mit  m  —  —  2n—  1  beginnt,  nämlich: 


R         A  (t  _       KT* | *'*"* 

^"^T        2(8n  +  8)"'"2-4CS»+8)(2M  +  ö) 


+  Br"-1  (l *'f*      + *^ \ 

~  "T  \         2(1  —  2n)  T  2-4(1  —  2n)(8  —  Sit)  J' 

wo  .4  und  B  willkürliche  Konstanten  sind.  Wenn  wir  also  fn-—i'>Sm 
setzen,  aodaß  Sm  eine  Kugelfiächenfunktion  ron  der  Ordnung  n  ist, 
so  kann  die  allgemeine  Lösung  von  (1)  in  der  Form 

<p  -  £{Äi>m(kr)  +  B¥m(kr)}f8m  (6) 

geschrieben  werden,  wo 

*-C£)-1.8...{Sn+1)(l-a(2n  +  a)+2.4(2»  +  8)(8i.  +  6)-'"7l 
f,l.»...<«n-l)/ £•_ f \'u' 

■W  f»«»1  ^      2(1  — 2*V  2-4(1  — 2«) (8  — 2»)  /' 

Bas    erste  Glied   von  (6)  ist  allein   zu  behalten,   wenn  die  Be- 
wegung im  Koordinatenanfangspnnkt  endlich  ist. 

Die  Funktionen  *.(£)  und  *Fa($)  können  auch  in  endlicher  Form 
ausgedrückt  werden,  nämlich  durch 

«.»-(-#¥1  _ 

Dies  ist  mit  (7)  leicht  in  Übereinstimmung  zu  bringen,  wenn  man 
sin  £  und  coe  £  nach  Potenzen  ron  £  entwickelt,  sowie  die  Differen- 
tiationen ausfahrt.     Als  besondere  Fälle  haben  wir 

£  £     |  (9) 


*<o-(?— p)™'-' 


Die  Formeln  (6)  und  (8)  zeigen,  daß  die  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung 
*&  +  *$*>  tfr  +  M.-».  (10) 

1)  Dies  ist  eine  kleine  Abweichung  von  der  Schreibweise,  die  Heine  ge- 
braucht hat  (Kugelfunktionen,  Bd.  L,  S.  W2).  Eb  mag  bemerkt  werden,  daß  die 
Formel  (6)  einen  unmittelbaren  Beweis  des  Sattes  (8)  in  §  268  gibt. 

i    l.-d  >,      i  ^ 
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welche  erhalten  wird,  wenn  man  in  Gleichung  (5)  £  für  kr  schreibt, 

lautet. 

Dies  ist  leicht  zu  bestätigen;  denn  wenn  Ü^  eine  Lotung  ron 
(10)  ist,  so  finden  wir,  daß  die  entsprechende  Gleichung  für  En  +  1  durch 

befriedigt  wird,  und  durch  wiederholte  Anwendungen  dieses  Resultates 
ergibt  sieh,  daß  (10)  durch 

erfüllt  wird,  wobei  R^  die  Lösung  von 
bezeichnet,  nämlich 

JH, -'""+*'""■  (is)') 

Es  empfiehlt  sich,  eine  besondere  Bezeichnung  für  diejenige 
Kombination  der  Funktionen  tf>„  (£)  und  9*(£)  zu  haben,  welche  auf 
den  Fall  divergierender  Wellen  paßt.     Wir  schreiben 

'.»-(-jjeJ't-'-  5,"(ti"i*"(°-  (14) 

Besondere  Fälle  sind: 

ft<D--r 

,,«,_(_£  +  •{ +«)^J 

Die  allgemeine  Formel  lautet: 
)Pff>„iV^(1+»{n  +  l)+(W-l)n(n+l)(n  +  2)  ,  . ...  _*   « ■ »■ -   in     , 

hw     p+i  i1^  2.-:   +       a-4-(.ß>        +    +i-4.6-..ifi(«jyi  ^ 

1)  Die  obige  Rechnung,  welche  in  der  mathematischen  Physik  vielfach 
Anwendung  findet,  ist  in  der  einen  oder  anderen  Form  von  verschiedenen  Autoren 
gegeben  worden,  seit  Laplace  „Sur  la  diminution  de  la  dnree  du  jour  par  le 
refroidissement  de  la  Terre",  Ctmn.  da  Tempe  ponr  l'An  1828,  8.  346,  1820  («Ar. 
Celeste,  11.  Buch,  4.  Kap.).  Betreffs  Angaben  über  die  Geschichte  diese«  Gegen- 
•tandes,.als  einer  Aufgabe  der  Differentialgleichungen,  siehe  Glaüther,  „On  Bic- 
cnti's  Eqoation  and  its  Tratufonnetions",  Phil.  Tram.,  1861. 
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Dies  kann  durch  mathematische  Induktion  oder  vermittel*  der  Diffe- 
rentialgleichung bewiesen  werden,  die  durch  fn  (£)  erfüllt  wird.1)  Wenn 
wir  die  reellen  und  imaginären  Teile  einzeln  einander  gleichsetzen,  so 
werden  die  Funktionen  #„(£)  und  Va(£)  durch  cos  £,  sin  £  und  end- 
liche algebraische  Reihen  ausgedruckt. 

Die  Funktionen  1>n(t),  ^«(Ö>  f»(Ö  genügen  alle  Rekursions- 
formeln  von  den  Typen: 

*.'(0  —  e*.+1(o,  (17) 

t*.'(Ö  +  (2n  +  1)*.(0  -  ♦._,«);  (18) 

diese  sind  bei  Reduktionen  häufig  von  Nutzen. 

§  388.  Eine  einfache  Anwendung  der  vorausgehenden  Rechnung 
geschieht  auf  die  Schwingungen  von  Luft,  welche  in  einem  kugel- 
förmigen Gefäß  enthalten  ist. 

1.  Wir  wollen  zuerst  die  freien  Schwingungen  bei  fester  Be- 
grenzung betrachten.  Da  die  Bewegung  im  Anfangspunkt  endlich 
ist,  haben  wir 

y  —  J4^,(*r)f"Slt-«'",  (1) 

zugleich  mit  der  Grenzbedingung 

Jca1>m'(ka)  +  n$„(ka)  —  0,  (2) 

wo  a  der  Radios  ist.  Dies  bestimmt  die  zulässigen  Werte  von  Ä  und 
deshalb  auch  von  c(—  kc). 

Es  ist  aus  §  287  (8)  klar,  daß  diese  Gleichung  eich  immer  auf 

die  Form  ,         _,,  .  ._, 

tang  ha  —  F(ha)  (3) 

zurückführen  läßt,  wo  F(ka)  eine  rationale  algebraische  Funktion  ist. 
Die  Wurzeln  können  dann  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden, 
nämlich  entweder  durch  eine  Reihe  oder  durch  eine  Methode,  welche 
von  Fourier  ersonnen  wurde.1) 

Im  Falle  der  rein  radialen  Schwingungen  (»  —  0)  haben  wir 

r-A^-*«  (4) 

mit  der  Grenzbedingung 

tang  ia  —  Jca,  (5) 

was  die  Frequenzen  der  Normalschwingungen  bestimmt.  Die  Wurzeln 
dieser  Gleichung,  die  bei  verschiedenen  physikalischen  Problemen 
auftritt,  werden  am  bequemsten  durch  eine  Reihe  berechnet.*)     Die 


1)  StokeB,  (.  c,  8.  690.     Die  Bezeichnung  ist  verschieden. 
S)   TMorie  analytique  de  ta  Chaleur,  Paris  18S8,  g  S86. 

8)  Euler,  Introductio  in  Analyrin  Infmitorum,  Lauaannae  1748,  Bd.  II,  8.  S19; 
Lord  Bavleigh,  Theoty  of  Sound,  g  207  CjjOOqIc 

■ig  z      y  ^ 
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Werte,  welche  von  Scfawerd  für  die  ersten  Wurzeln  erhalten  wurden, 
sind  durch1) 

^-1,4303,    2,4690,    3,4709,    4,4774,    5,4818,    6,4844     (6) 

gegeben,  wo  die  numerischen  Werte  eich  der  Form  m  -f-  \  nähern, 
wenn  m  ganzzahlig  ist  Diese  Zahlen  geben  das  Verhältnis  -j-  des 
Durchmessers  der  Kugel  zur  Wellenlänge.  Nehmen  wir  die  reziproken 
Werte,  so  finden  wir 

~- 0,6992,    0,4067,    0,2881,    0,2233,    0,1824,    0,1542.    (7) 

Im  Falle  der  zweiten  und  der  höheren  Wurzeln  von  (5)  geben  die 
Wurzeln  von  niederer  Ordnung  die  Lagen  der  sphärischen  Knoten 
(jj -  -  =—  Ol.  Bei  der  zweiten  Nbnnolschwingung  ist  z.  6.  ein  sphäri- 
scher Knoten  vorhanden,  dessen  Radius  durch 


gegeben  ist. 

In  dem  Falle  «  —  1  lassen  wir  die  «-Achse  mit  derjenigen  der 
Funktion  Sl  zusammenfallen  und  schreiben  x  —  r  cos  8;  dann  haben  wir 

und  die  Gleichung  (2)  lautet: 

Die  Wurzel  0  kommt  nicht  in  Betracht.  Die  nächste  Wurzel  gibt 
für  das  Verhältnis  von  Durchmesser  zu  Wellenlänge 

~  -  0,6625, 

und  die  höheren  Werte  des  Verhältnisses  nähern  sich  der  Reihe  nach 
den  ganzen  Zahlen  2,  3,  4,  ... .  In  dem  Falle  der  kleinsten  Wurzel 
haben  wir 

fi  -  1,609. 

Bei  dieser,  der  wichtigsten  aller  Normalschwingungen,  schwingt  die 
Luft  etwa  in  derselben  Weise  hin  und  her,  wie  in  einer  doppelt  ver- 
schlossenen Pfeife.     Im  Falle  einer  der  höheren  Wurzeln  geben  die 


i  bei  Verdet,  Leqorut  iTOptique  Phyeique,  Pariii  1869—70,  Bd.  I, 

DfrtizedDy  G00gle 
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Wurzeln  von  niedrigerer  Ordnung  die  Lagen  der  kugelförmigen  Knoten 
Ap  —  Ol .  Bezüglich  der  weiteren  Bearbeitung  des  Probleme;*  müssen 
wir  auf  die  Untersuchung  von  Lord  Rayleigh  verweisen.1) 

2.  Um  die  Bewegung  der  Luft  infolge  einer  vorgeschriebenen 
Schwingung  der  Grenzfläche  in  der  Richtung  der  Normalen,  etwa 

|f -*»•«"%  (10> 

ku  finden,  haben  wir 

9 -.4t>.(*r)f»  &••<*'  (11) 

mit  der  Bedingung 

A  (*Of>.'(fta)  +  «*>.(*«))  o"-1  -  1, 
and  deshalb 

Wie  zu  erwarten  war,  wird  dieser  Ausdruck  unendlich,  wenn  ha  eine 
Wurzel  von  (2)  ist,  d.  h.  immer  wenn  die  Periode  der  eingeprägten 
Schwingung  mit  derjenigen  einer  Normalschwingung  zusammenfällt, 
welche  von  einer  Kugelfunktion  derselben  Ordnung  n  abhängt. 

Setzen  wir  ka  —  0,  so  kommen  wir  auf  den  Fall  einer  inkom- 
preseiblen  Flüssigkeit  zurück.  Die  Formel  (12)  reduziert  sich  näm- 
lich auf 

»-•SO"*-'"  <13> 

wie  in  §  91.  Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  daß  das  gleiche  Resultat 
auch  im  Falle  eines  Gases  näherungsweise  gilt,  wenn  ka  klein  ist, 
d.  h.  wenn  die  Wellenlänge  -r- ,  die  der  wirklichen  Periode  entspricht, 
groß  gegen  den  Umfang  der  Engel  ist.  Wir  haben  hier  ein  Beispiel 
eines  allgemeinen  Satzes,  der  in  §  286  aufgestellt  wurde  und  der  dem- 
nächst ausgedehnte  Anwendung  finden  wird  (§§  293  und  294). 

3.  Um  die  Bewegung  eines  Gases  innerhalb  eines  Raumes  zu 
bestimmen,  der  von  zwei  konzentrischen  Kugeln  begrenzt  wird,  haben 
wir  die  vollständige  Formel  (6)  des  %  287  nötig.  Der  einzige  inter- 
essante Fall  ist  jedoch  der,  wo  die  Radien  nahezu  gleich  sind;  dieser 
kann  auf  unabhängige  Weise  leicht  gelöst  werden.*) 

Schreiben  wir  die  Gleichung  (A  - 1  ks)  <p  —  0  in  Polarkoordinaten 
r,  8,  m,  so  lautet  sie: 

JS +? w + htk  K1  - <•■> % )  +  r-b £] + *■* - °.  <"> 

1)  „Od  the  Vibration?  of  a  Gas  oontained  witbiii  a  Rigid  Spterical  Enro- 
lope",  Prix.  Land.  Math.  Soc.,  4,  8-  »8,  1873;  Theory  of  Sound,  %  SSI. 

2)  Lord  Rayleigh,  Iheory  of  Sound,  §  SSS.  Die  direkte  Losung  iit  von 
Chree,  Met»,  of  Math.,  IG,  3.  90,  1886,  gegeben. 
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wo  (t  —  cos  8.  Wenn  jetzt  rp  =  0  für  r  *-  a  und  r-^wo  «  und  & 
nahezu  gleich  sind,  so  können  wir  die  radiale  Bewegung  ganz  ver- 
nachlässigen, sodaß  die  Gleichung  sich  auf 

reduziert.  Es  ergibt  sich  genau  wie  in  §  198,  daß  die  einzigen 
Lösungen,  die  auf  der  ganzen  Kugelfläche  endlich  sind,  die  Form 

V  -  8«  (16) 

besitzen,  wo  Sn  eine  Kugelflachenfunktion  von  der  ganzzahligen  Ord- 
nung n  ist,  und  daß  die  entsprechenden  Werte  von  h  durch 

*V-«(»  +  l)  (17) 

gegeben  sind. 

Bei  der  wichtigsten  Normalschwingung  n  —  1  schwingt  das  Glas 
durch  den  Äquator  der  Funktion  S,  hin  und  her,  indem  es  in  den 
äußersten  Phasen  an  dem  einen  Pole  verdichtet  und  an  dem  anderen 
verdünnt  wird.  Da  in  diesem  Falle  ka  ™  y  2 ,  so  haben  wir  für  die 
entsprechende  Wellenlänge  j- =  2,221. 

Bei  dem  nächsten  Fall  «  =  2  hängt  die  Schwingungsform  von 
der  Beschaffenheit  der  Eugelfunktion  St  ab.  Wenn  diese  eine  ein- 
fache ist,  so  ist  der  Äquator  ein  Knoten.  Die  Frequenz  ist  durch 
Tta  —  1/6  oder  ^  —  1,283  bestimmt. 

§  289.  Wir  wollen  zunächst  die  Fortpflanzung  von  Wellen 
von  einer  Kugelflache  nach  außen  in  einem  unbegrenzten  Medium 
betrachten. *) 

Wenn  an  der  Oberfläche  (r  —  a)  eine  Normalgeschwindigkeit 


(i) 

.-0 
9-CJ.(hr).fS.<f.  (2) 

-  'S  -  S  «"" 

welche  an  der  Kugelfläche  (r  —  a)  zu  erfüllen  ist,  gibt 


vorgeschrieben  ist,  so  lautet  die  angenäherte  Lösung  von  (A  +  k*)  <p  —  0 
in  der  Schreibweise  des  §  287: 

Die  Bedingung 

-5J-V,  (»> 


1)  DicMa  Problem  wurde  in  einer  etwu  verschiedenen  Weite  von  Stoka* 
gelöst,  „Oji  the  Couimnnication  of  Vibration«  from  a  Vibrüting  Body  to  a  ■or- 
rounding  Gas",  Phä.  Tränt.,  1868  {Math,  and  Fhyi.  Papas,  Bd.  IV,  S.  IM). 

Di;-li=cl:v,^jOOQIt 
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flf.__ — . > ..  (4) 

In  Entfernungen  r,  welche  groß  gegen  die  Wellenlänge  ~  Bind, 
haben  wir  näharungsweiae 

sodaß  Gleichung  (2) 

V-hSi^S.  (6) 


lautet,  oder  in  reeller  Form 

__lft]  MlH-r-H, 


(') 


Die  Geschwindigkeit  fdr  die  Fortpflanzung  der  Energie  nach 
außen  ist: 

-fftfrim,  (8) 

wo  dS  ein  elementarer  Raumwinkel  ist,  und  r  als  groß  betrachtet 
werden  kann.     Da 

f-A  +  fcl|.  (9) 

so  finden  wir  für  den  Mittelwert  von  (8) 

Dies  hätte  sogleich  aus  den  Resultaten  des  §  276  hingeschrieben 
werden  können,  da  die  Wellen,  welche  in  einer  bestimmten  Richtung 
ausgesendet  werden,  danach  streben,  schließlich  eben  zu  werden. 

Wenn  n  >  0,  so  befindet  sich  die  Normalgeschwindigkeit  in 
entgegengesetzten  Phasen  auf  irgend  zwei  Gebieten  der  Kugelfläche 
r  —  a,  welche  durch  eine  Knotenlinie  8n  —  0  getrennt  sind.  Hier- 
durch entsteht  eine  seitliche  Bewegung  der  Luft  nahe  an  der  Kugel, 
nämlich  von  Stellen  aus,  die  sich  nach  außen  bewegen,  zn  den  Stellen 
hin,  die  sich  nach  innen  bewegen.  Wenn  die  Wellenlänge  nicht  zu 
klein  ist,  wird  dies  die  Wirkung  haben,  die  Intensität  der  fort- 
gepflanzten Schwingungen  in  einiger  Entfernung  zu  vermindern,  in 
Vergleich  zu  dem  Falle,  wo  die  Normalgeschwindigkeit  überall  dieselbe 
Phase  hätte.  Diese  Wirkung  wird  bei  höherer  Ordnung  der  Kugel- 
nächenfuuktiou  mehr  hervortreten,  infolge  der  größeren  Anzahl  von 
Abteilungen,  in  welche  die  Kugelfläche  durch  die  Knotenlinien  geteilt 
wird.     Überdies  wird  für  dieselbe  Kugelfunktion  S,  und  für  eine  be- 


X.  Expuuuoniwellea. 


stimmte  Frequenz  —  der  Einfloß  der  seitlichen  Bewegung  rasch  zu- 
nehmen, wenn  die  WeUengesehwindigkeit  e  und  somit  die  Wellen 
länge  -j-  vermehrt  wird.  Dies  erklärt  den  schwachen  Klang,  den 
eine  Glocke  in  einer  Atmosphäre  von  Wasserstoff  aussendet,  im  Ver- 
gleich zu  demjenigen,  der  in  Luft  vernommen  wird.1) 

Um  diese  Sätze  durch  Rechnung  aufzuklären,  bemerken  wir 
folgendes.  Wenn  die  seitliche  Bewegung  durch  eine  große  Anzahl 
kegelförmiger  Scheidewände,  die  sich  in  den  Richtungen  der  Kugel- 
radien nach  außen  zu  erstrecken,  verhindert  wurde,  so  würde  der 
Ausdruck  (10)  durch 

Ww-ffv*»  (ii) 

zu  ersetzen  sein.  Das  Verhältnis,  etwa  ln,  in  dem  dies  zu  (10)  steht, 
ist  dem  absoluten  Betrage  des  Ausdruckes 

-gleich.  Aus  den  Werten  von  fa,  f%1  ft,  die  in  Gleichung  (15)  des 
■§  287  gegeben  sind,  erhalten  wir  leicht 

w, 


I*- 


81-f-9Jfc1tt'-ai'a'  +  ,fa' 


(13) 


Die   folgenden    numerischen  Beispiele   (zusammen    mit  anderen)  sind 
von  Stokes  gegeben  worden: 


ka 

I* 

I, 

*. 

4 

0,96688 

0,87538 

8 

1 

1,8686 

1 

3,6 

Aifi 

0,6 

IS 

1084,8 

0,25 

60,291 

19660 

Um  feiner  die  Geschwindigkeit  für  die  Mitteilung  Ton  Energie 
unter  ähnlichen  Umständen  für  zwei  verschiedene  Oase  zu  vergleichen, 
haben  wir  für  das  Verhältnis  dieser  Geschwindigkeiten  den  absolutes 
Betrag  des  Ausdruckes 

(*-.)'— ■(«■«)•.'  »«■)  +  »/■„(»)) ; 


,*,,;>■ 


{kaf,-(ha)  +  nr,{ta)l- 


(14) 

»Google 
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wo   Je'   sieh    auf  das   zweite    Gas   bezieht.     Dies   läßt   sieb    aas    den 
Gleichungen  (10)  and.  (4)  mit  Hilfe  der  Beziehungen 


leiebt  ableiten,  da  die  Frequenz  in  beiden  Oasen  dieselbe  sein  soll.1) 
Für  »  —  2  wird  das  Verhältnis  gleich 

(kay  (81  +  9*"q'  -  8fc"q«  +  V*)  - . 

(A,a)'(81  +  9t*a'~2i'o'  +  t»o*)  '  \l°' 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  die  beiden  Gase  Sauerstoff  und  Wasser- 
stoff seien,  und  setzen  wir  ha  =  0,5,  k'a~  0,125,  so  finden  wir,  daß 
die  Geschwindigkeiten  der  Fortpflanzung  von  Energie  nach  außen 
ungefähr  in  dem  Verhältnis  16000 :  1  stehen. 

§  290.  Der  Fall  »  —  1  des  vorhergehenden  Paragraphen  ist  von 
dem  Gesichtepunkt  der  Theorie  des  Pendels  aus  besonders  interessant, 
da  er  der  Schwingung  der  Kugel,  diese  als  starr  Torausgesetzt,  in 
einer  geraden  Linie  entspricht  Es  ist  jedoch  zn  bemerken,  daß  die 
Vernachlässigung  von  Gliedern  zweiter  Ordnung  in  den  Bewegungs- 
gleichnngen  die  Annahme  enthält,  daß  die  Schwingungsamplitude 
der  Kugel  klein  gegen  den  Radius  ist. 

Setzen  wir 

St-a  eoeß,  (16) 

wo  0  der  Winkel  ist,  den  r  mit  der  Linie  bildet,  in  der  der  Mittel- 
punkt schwingt,  so  reduziert  sich  die  Formel  (2)  auf 

P-C-J^  *<°'-*r> «CO8  0.  (17) 

Der  Wert  von  C,  wie  er  durch   die  Obernäehenbedingung  bestimmt 
wird,  ist 

C.g.'d-W'-i«.)^  (18) 

Der  resultierende  Druck  auf  die  Kugel  ist 


-/Apc 


(19) 


Ap  -  «%•  -  p0  -2  -  «0-*? .  (20) 

Setzen    wir   die  Werte  (17)  und  (18)  ein,   und  fuhren  wir  die  Inte- 
gration aus,  so  finden  wir 

1)  Es  wird  angenommen,   daß  das  Verhältnis  ■/  der  spezifischen  Wärmen 
in  beiden  Oasen  dasselbe  ist. 

Limb,  Hrdrodrnaarik.  88 
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X S»'^'^«'".  (21) 

Dies  kann  in  der  Form 
„  i  ,    2  4-  kW    dU       4  .       jfc'o*  rr  ,„„. 

X  -  -  8  Jt^0   ■  4  +  W  ■   dt   ~  8  *«0°  ■  i+3W  '  *  F  (22> 

geschrieben  werden,  wo  U  =  aef"  die  Geschwindigkeit  der  Engel 
bezeichnet.1)  Wenn  wir  das  Vorzeichen  von  X  umkehren,  erhalten 
wir  die  äußere  Kraft,  welche  auf  die  Engel  wirken  maß,  am  die 
Yor&usge setzte  einfache  Schwingung  aufrecht  zu  erhalten. 

Das  erste  Glied  des  Ausdruckes  (22)  ist  dasselbe,  als  wenn  die 
Trägheit  der  Engel  um  den  Betrag 

vermehrt  wäre,  während  das  zweite  das.  gleiche  ist,  als  wenn  die 
Engel  einer  Reibungskraft  unterworfen  wäre,  die  der  Geschwindigkeit 
proportional  ist,  wobei  der  Koeffizient 

jq£fc  '  »  "W*"  (24) 

lautet 

Im  Falle  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit,  und  allgemeiner, 
immer  wenn  die  Wellenlänge  -^-  groß  gegen  den  Umfang  der  Kugel 
ist,  können  wir  Jca  =  0  setzen.  Die  Vermehrung  der  Trägheit  ist 
dann  gleich  der  Hälfte  derjenigen  der  verdrängten  Flüssigkeit,  während 
der  Reibungekoeffizient  verschwindet.1)     Vgl.  §  92. 

Der  Reibungskoeffizient  ist  jedenfalls  von  einer  hohen  Ordnung 
in  ha,  sodaß  die  Schwingungen  einer  Kugel,  deren  Umfang  ver- 
hältnismäßig klein  gegen  die  Wellenlänge  ist,  hierdurch  nur  wenig 
beeinflußt  werden.  Um  die  Energie  zu  finden,  welche  auf  die  Er- 
zeugung von  Wellen  in  dem  umgebenden  Medium  pro  Zeiteinheit  auf- 
gewendet wird,  müssen  wir  das  Reibungsglied  in  Formel  (22),  welche 
jetzt  als  eine  Gleichung  zwischen  reellen  Größen  betrachtet  wird, 
mit  XJ  multiplizieren  und  den  Mittelwert  nehmen;  dann  finden  wir 

T*W*-4+F«?'"  "  <25> 

Mit  anderen  Worten,  wenn  o,  die  mittlere  Dichte  der  Kugel  ist,  so 

1)  Diese  Formel  ist  von  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  §  826,  gegeben. 
Eine  andere  Behandlung  des  Problems  der  schwingenden  Kugel  siehe  bei 
Poiaeon,  „Sur  les  Mouvementa  Bimultanfia  d'un  pendule  et  de  l'air  environnanfr', 
Mim.  dt  l'ÄCad.  des  Sciences,  XI,  S.  621,  1882,  und  Kirchhof!",  Mechanik,  23.  Vor- 
lesung. 

2)  Poiaaorj,  I.  e. 
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ist  der  Bruchteil  ihrer  Energie,  welcher  in  einer  Periode  aufgewendet 
wird,  ,,  , 

§  391.  Dasselbe  Verfahren  bann  angewendet  werden,  um  die 
Zerstreuung  von  Wellen  an  einem  kugelförmigen  Hindernis  zn  be- 
rechnen. Insbesondere  werden  wir  den  Fall  eines  einfallenden  Systems 
ebener  Wellen  betrachten,  die  sich  in  der  negativen  x-Richtung  fort- 
pflanzen und,  abgesehen  von  dem  Zeitfaktor,  durch 

v  - «"'  (1) 

dargestellt  werden. 

Da  dies  der  Gleichung 

genügt  keine  Singularitäten  im  Endlichen  hat,  sowie  um  die  «-Achse 
symmetrisch  ist,  muß  es  sich  in  eine  Reihe  von  Gliedern  der 
Form 

i>n(Jcr)^-Pn(QOB0)  (2) 

entwickeln  lassen,  vorausgesetzt,  daß  x  •-=  r  cos  6  —  r ft. 
Die  gesuchte  Formel  lautet: 

e*t" -  E(2n  +  I)(t0"*-(0P» ■  (3) 

Dies  kann  auf  verschiedene  Weise  bewiesen  werden.  Eine  Methode 
ist  die,  die  Funktion  e*'^'  nach  Potenzen  von  p  zu  entwickeln,  und 
diese  Potenzen  durch  ihre  entsprechenden  Werte  in  einfachen  Kugel- 
funktionen zu  ersetzen,  vermittelst  der  bekannten  Formel 


""-TTa:sT^.-+i7{(2»+i)P.+  ( 


-■«+». 


^  (»«  +  »)(* 


■H3»-7)'"- r-»7— '*.-.  +  -)■         (4) 

Wenn  wir  den  Koeffizienten  von  Pn  in  diesem  Resultat  aussondern, 
so  erhalten  wir  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  (3).  *) 
Eine  andere  Methode  besteht  darin,  den  Säte 


1)  Heine,  Kugel  funktionell,  Bd.  I,  S.  82,  1878.  Ein  in  (8)  entsprechender  Satz 
war  bereits  von  Lord  Rajleigh  gegeben  worden,  nämlich  in  »einer  Arbeit: 
„Invettigation  of  the  Disturbance  produced  by  a  Spherical  Obrtacle  on  the 
Waven  of  Sound",  Proc.  Land.  Math.  Soc.,  4,  S.  2G8,  1878  (Theory  of  Sound, 
§  831).  Die  entsprechende  Formel  für  eine  Quelle  in  endlicher  Entfernung 
wurde  von  Clebsch  erbalten,  in  der  Arbeit:  „Über  die  Reflexion  an  einer  Kngel- 
flache",  OrOte»  Journ.,  81,  S.  I9fi,  1868,  auf  welche  auf  S.  197  verwiesen  wurde. 
Die  Formel  (4)  stammt  von  Legen dre;  siehe  Heine,  I.  c. 
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in  beweisen,  welcher  in  (3)  enthalten  ist.  Da  die  allgemeine  Form 
der  gesuchten  Entwicklung  von  vornherein  bekannt  ist,  so  ist  der 
Zahlenfaktor  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  allein  zu  bestimmen; 
hierzu  ist  es  genügend,  die  Koeffizienten  von  £"  auf  beiden  Seiten 
zu  vergleichen.1) 

Wir  können  wiederum  zeigen,  daß  die  Funktion  ^„(S),  ftif  einen 

Augenblick  durch  Gleichung  (5)  bestimmt  gedacht,  der  Rekursioas- 

gdy^lf?  formel  (17).  genügt;    dies   folgt   leicht   aus    bekannten  Eigenschaften 

^  der  einfachen  Sagelfunktionen.    Die  Identifizierung  der  beiden  Formen 

von  #„(£)  wird  dann  durch  die  evidente  Beziehung 


/* 


vollfuhrt. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  Bestandteil 
<p  —  BHl>„Qcr)r*Sa 
eines   einfallenden  Wellensvstems,   und   es  sei  der  entsprechende  Be- 
standteil der  zerstreuten  Wellen 

rr-B;r.(lr)r-S,.  (7) 

Wenn   das   kugelförmige   Hindernis   fest   ist,   so   lautet  die  Be- 
dingung 

-gffr  +  V')-« 
welche  für  r  —  a  zu  erfüllen  ist, 


(6) 


(8) 


Bn        _  kayn'(ka)+*Ti,n{ka) 

Das  Resultat  kann  nur  dann  ohne  Schwierigkeit/ 
wenn  die  Wellenlänge  groß  gegen  den  T 
d.  h.  wenn  ka  klein  ist.  Nach  §  287,  (7)  und  (ff 
kleine  Werte  von  £  näherungsweise 


folglich  für  »  >  0 


3  .-.(»«+1) 

f.(()-'- 

n 

(*.)■■  +  ' 

(») 


(10) 


(11) 


Der  Fall  n  —  0  bildet  eine  Ausnahme;  wir  finden  naherungaweiae 

%—  -,(*»)'■  w 

1)  Lord  Rajleigh,  l  e. 
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In  dem  Falle  des  ebenen  Wellensystems  (1)  haben  wir  nach  (3) 

B„-(2k+1)»"*",  (13) 

und  der  wichtigste  Teil  der  zerstreuten  Wellen  in  einer  Entfernung  r, 
welche  gegen  die  Wellenlänge  groß  ist,  wird  folglich  durch 

V  -  B;  f,(kr)  +  B;ft(hr)ra»e--  (So)'  (i  +  i  cos  «)  '~^       (14) 

dargestellt.  Der  physikalische  Grand  für  das  Auftreten  dieser  beiden 
Glieder  wird  am  Ende  des  §  294  erklärt  werden. 

Wie  in  §  289  ist  für  die  zerstreuten  Wellen  die  Geschwindigkeit 
für  die  Fortpflanzung  von  Energie  nach  außen 

I^I*.T  #>.■**■  (16) 

Der  passende  Maßstab  für  den  Vergleich  ist  hierbei  der  Energiefluß 
durch  die  Flächeneinheit  bei  dem  einfallenden  Wellensystem  (1). 
Gemäß  unserer  Feststellungen  ist  dieser  Fluß  nach  §  276  gleich 
^{j0ft'c,  und  das  Verhältnis  des  Ausdrucks  (15)  zu  diesem  ist  im 
vorliegenden  Falle 

Wenn  ka  klein  ist,  so  sind  die  Glieder  von  der  niedrigsten  Größen- 
ordnung diejenigen,  für  welche  n  =  0,  n  —  1 .  Die  Summe  derselben 
beträgt 

£(ifca)*.»a».  (17) 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Energie  zerstreut  wird, 
ist  deshalb  der  vierten  Potenz  der  Wellenlänge  umgekehrt  proportional.1) 

Eine  kleine  Kugel  von  -■-  Zoll  Durchmesser  zerstreut  z.  B.  nur 
1,43  •  10-11  von  der  einfallenden  Energie,  wenn  die  Wellenlänge 
4  Fuß  beträgt.  Es  bietet  deshalb  keine  Schwierigkeit,  zu  verstehen, 
warum  ein  Nebel,  der  optisch  ganz^gurchsichtig  ist,  gewöhnliche  Töne 
mit  großer  Leichtigkeit  hindurch  läßt. 

§  282.  Wir  wollen  weiter  den  Fall  betrachten,  wo  die  Kugel 
beweglich  ist,  aber  durch  eine  Kraft,  die  sich  wie  die  Verrückung 
verhält,  gegen  eine  bestimmte  Lage  gezogen  wird. 


1)  Die  obige  Aufgabe  wurde  auf  etwas  verschiedene  Weise  von  Lord 
Rayleigh  untersucht,  „Inveetigation  of  the  Distnrbance  produced  by  a  Spherical 
Obstacle  on  the  Wares  of  Sound",  Proc.  Land.  Math.  Soc,  4,  8.  S6S,  1872: 
siehe  auch  Theory  of  Sound,  %%  See,  881  und  836.  Die  Formel  (IT)  wurde  von 
ihm  in  einer  späteren  Arbeit  gegeben,  „On  the  Transmission  of  Light  througii 
an  Atmosphere  containing  Small  Particlee  in  Suspension",  Phil.  Mag.  (6)  47. 
S.  876,  1899  {Sc.  Paper»,  Bd.  IV,  3.  897).  OOQle 
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Ihre  Bewegungsgleichung  parallel  zur  x-  Achse  wird  dann  die  Form 

Äß?  +  VI)  -  -jQfi  O"  "«'dB  (18) 

haben. 

Wenn  der  Zeitfaktor  ^*"  ist,  haben  wir 

P  —pQ+ßojj(,V  +  <Pl  -J>o  +  »iceoCv  +  ?0'  (19) 

Setzen  wir  in  Gleichung  (18)  ein,  so  haben  wir  folglich 

(V-  *■«■)*£--  ikciB^Qca)  +  BifrQta)]  •i*fcffl*,       (20) 

da  die  Produkte  von  Kugelfunktionen  verschiedener  Ordnung  Ter- 
schwinden,  wenn  über  die  Kugel  integriert  wird. 

Weiter  erfordert  die  kinematische  Oberflächenbedingung 

--/-(w  +  yO-Jjjeoifl-iMeoi*,  (21) 

daß  (9)  wie  vorher  gilt,  außer  in  dem  Falle  n  =-  1,  wo  wir 

-  ikct  -  A(*o*i'(*«)  +  *i(*o)J  +  Bi  (*»/!'(**)  +/i(*<0)    t22) 

haben.     Eliminieren  wir  g  aus  (20)  und  (22),  so  finden  wir 

V-*!lV B,»,Cfca)  +  B,yi(jfca)  __  4         .  «„ 

i'c»    Ä         J»,{ioTl'(ia)+*1(i«))+^(»«fi'(il«H-/'I(*a))  l,wri    J 

Wenn  keine  äußeren  Quellen  vorhanden  sind,  so  ist  B,  —  0,  nnd 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  Wert  von  k  und  folglich  den  Charakter 
der  „freien"  Bewegung  der  Kugel,  wie  er  durch  das  umgebende  Medium 
beeinflußt  wird.  Führen  wir  sie  auf  eine  algebraische  Form  zurück, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung  vierten  Grades1);  aber  von  unserem 
Standpunkt  aus  sind  nur  die  beiden  kleineren  Wurzeln  von  Wichtig- 
keit.    Dieselben  werden  näherungsweise  durch 

<=p-M-\xf,af  (25) 

gegeben,  oder  wenn  — i-,  im  Trrhar^.  ß  —  -Ä-  schreiben,  durch 

V-rJT  (26) 


1)  Ein  gleichbedeutendes  Resultat  wird  erhalten,  wenn  man  in  §  S90  (31) 

X  —  M(*,»—  t*)t 

fc  Digmzed^y  GOOgie 
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Wir  erkennen,  daß  die  hauptsächlichste  Folge  des  Vorhandenseins 
der  Flüssigkeit  darin  besteht,  die  Trägheit  der  Engel  nm  die  Hälfte 
der  Trägheit  der  verdrängten  Flüssigkeit  zu  vermehren;  vgl.  §§  92 
nnd  290.  Um  den  Abfall  der  Schwingungen  zu  finden,  würde  es 
nötig  sein,  die  Annäherungen  weiter  za  treiben.  In  Übereinstimmung 
mit  der  Untersuchung  des  §  290  wird  man  finden,  daß  die  freien 

(27) 


Schwingungen  v( 

m  der  Art 

sind,  wo 

g  —  Ce-*'  cos  (•*  +  «) 

~Vi+fi 

V  =  4(1+0)  T»~  J 

wenn  wir  nur  die  wichtigsten  Glieder  bewahren. 

Für   die   erzwungenen  Schwingungen,   wo   der  Wert  von  k  vor- 
geschrieben ist,  haben  wir  nach  Gleichung  (23) 


<*aip1'(*a)  +  ip,(fcq))(V-*'e-)  +  2pft'C>,(fca) 

{»o/i*(t«) +r,(*»)j  K'-fo  +  2/j*,cvi  (*«)""' 


(29) 


Wenn  ha  klein  ist,  so  ergeben  die  angenäherten  Werte  für  *,(&a) 
und  fx  {ka)  aus  §  291  (10) 

aber  die  Annäherung  wird  offenbar  hinfällig,  wenn  kc  nahezu  gleich 
-===  ist,   d.  h.  wenn   die   Frequenz    der  Wellen   nahezu    mit   der- 

yr+1     '  _  H 

jenigen  der  freien  Schwingung  zusammenfällt. 

Um   den  Fall  genauer  zu  untersuchen,  wo  näherungsweiBe  Syn- 
chronismus stattfindet,  schreiben  wir  in  der  exakten  Formel  (29) 

/i(*o)  =  *i(fca)  -  i^ka),  (31) 

und  erhalten 

wo 

&(*<>)-  \kai>t'(ia)+  *k(*o)}(^-Pfl,)  +  2jJ^o»*,(to)| 

ö,(*a)-  {*uV,'(*a)+  9'l(Ao)}(-0*,--fc»ai)  +  2^it*os^(*a)| 

Der  Modul  des  zweiten  Gliedes  von  (32)  ist  niemals  größer  als  die 
Einheit,  aber  er  erreicht  den  Wert  1,  und  die  Amplitude  der  zer- 
streuten Wellen  ist  dann  ein  Maximum,  wenn 


•(33) 


G,(iai)-0,  (34) 
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in  welchem  Falle 

5;  ~-iBf  (36) 

Wenn  wir   für   9\tka)   aus  Gleichung  (7)  des  §  287  einsetzen, 
so  erhält  die  Gleichung  (34)  die  Form 

_(2+i*V  +  -.)(^,-ft*a*)  +  2/W(l  +  !lV  +  .--)-0,  (36> 

und  es  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  dies  für  kleines  -*—  durch  einen 
reellen  Wert  von  ha  befriedigt  wird,  der  nur  wenig  kleiner  als  der- 
jenige ist,  welcher  den  freien  Schwingungen  entspricht,  nämlich 

ha  -      *!.    .  (37) 

In  dem  Falle  des  Systems  ebener  Wellen,  das  durch  §  291  (1) 
dargestellt  wird,  haben  wir  nach  (13)  und  (35) 

B;  =31,  (38) 

und  das  Geschwindigkeitspotential  der  zerstreuten  Wellen  ist  in 
reeller  Form 

9> 3  8ipAt^~'")-  cos  6 ,  (39) 

was  den  einfallenden  Wellen 

<p  »-  cos  k(ct  +  x)  (40) 

entspricht.  Im  Hinblick  auf  (21),  oder  unmittelbar  aus  (22)  und  (40), 
finden  wir 

$^  ^sinket.  (41) 

Die  Schwingungsamplitude  der  Luftteilchen  in  der  ursprünglichen 
Welle  ist  bei  dem  gegenwärtigen  Maßstab  — .  Die  Amplitude  der 
Kugel  übertrifft  diese  in  dem  Verhältnis  ■  , .  Überdies  ergibt  sich 
aus  (15),  daß  die  maximale  Dissipation  von  Energie  durch  die  zer- 
streuten Wellen  6?rp0c  beträgt  oder,  durch  den  Energiefluß  in  den 
ursprünglichen  Wellen  ausgedrückt, 

{•!■.  (42) 

Dieses  steht  in  dem  Verhältnis  (ha)-*  zu  der  Dissipation,  welche 
durch  eine  feste  Kugel  hervorgebracht  würde.  (Siehe  Gleichung  (17)). 
Andererseits  ist  zu  bemerken,  daß  die  Wellenlänge,  welche  der 
maximalen  Dissipation  entspricht,  scharf  ausgezeichnet  ist.  Es  kann 
ohne  große  Schwierigkeit  gezeigt  werden,  daß  die  Dissipation  auf  die 
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Hälfte  des  Maximums  sinkt,  wenn  die  Wellenlänge  des  einfallenden 
Zugs  von  dem  kritischen  Werte  cm  den  Bruchteil 

4(1  +  « 

von  sich  selbst  abweicht.  Bei  allen  akustischen  Anwendungen  ist 
dies  ein  äußerst  kleiner  Bruch.  Praktisch  werden  massive  Körper 
gewöhnlich  nicht  durch  den  unmittelbaren  Stoß  der  Luftwellen  in 
starke  Schwingung  versetzt,  sondern  eher  durch  Vermittln ng  von 
Resonanzkästen  und  Resonanzböden. 

Das  Auftreten  des  Faktors  3  in  (42)  erfordert  eine  Bemerkung. 
Das  Resultat  ist  von  der  Richtung  der  einfallenden  Wellen  un- 
abhängig, infolge  der  drei  Freiheitsgrade,  welche  die  Engel  besitzt 
Wenn  die  Kngel  auf  eine  Schwingung  in  einer  bestimmten  geraden 
Linie  beschränkt  wäre,  so  wurde  der  Qrad  der  Zerstreuung  von  der 
Einfallsrichtung  abhängen,  und  da»  Mittel  für  alle  solche  Richtungen 
wäre  --.») 

§  383.  Die  Beugung  ebener  Schallwellen  an  einer  Lamelle 
oder  an  einer  Öffnung  in  einem  dünnen  Schirm  kann  durch  an- 
genäherte Methoden  behandelt  werden,  vorausgesetzt,  daß  die  Dimen- 
sionen des  Hindernisses  oder  der  Öffnung  klein  gegen  die  Wellenhinge 
sind.1)  Diese  Beziehung  ist  natürlich  derjenigen,  welche  gewöhnlich 
in  der  Optik  auftritt,  gerade  entgegengesetzt,  und  die  Resultate  sind 
demgemäß  ganz  abweichend.  Insbesondere  finden  wir  unter  dieser 
Bedingung  niemals  etwas,  was  als  Schallscbatten  oder  Schallstrahl 
gelten  mag. 

1.  Wir  wollen  zuerst  den  Fall  nehmen,  wo  ein  Wellenzug.  der 
sich  in  der  negativen  x-  Richtung  fortpflanzt,  auf  eine  dünne  Lamelle 
in  der  Ebene  x  —  0  trifft.  Wenn  die  Lamelle  nicht  vorhanden  wäre, 
so  würde  die  Bewegung  überall  durch 

9  -  *""  (1) 

dargestellt  werden.  Dies  gibt  eine  Normalkomponente  der  Geschwin- 
digkeit —  ik  an  der  Oberfläche  der  Lamelle;  die  vollständige  Lösung 
ist  deshalb 

»-«""  +  1,  (2) 

1)  Die  Untersuchungen  dieses  Paragraphen  sind  einer  Arbeit  von  Lamh 
entnommen,  „A  Problem  in  Resonance,  illustrative  of  the  Theory  of  Selective 
Absorption  of  Light,',  Proe.  Land.  Math.  8oe.,  32,  S.  1 1,  1900.  Die  Bemerkung 
im  Schlüsse  stammt  von  Lord  Rayleigh,  „Some  General  Theorems  conceming 
Forced  Vibration*  and  Resonance",  Phil  Mag.  (6),  3,  3.  97,  1902. 

S)  Lord  Rayleigh,  „On  the  Passage  of  Waves  thiough  Aperturas  in  Plane 
Bcreens,  and  Allied  Problems'1,  Phil.  Mag.  (b\  43,  8.  269,  1897  (Se.  Paper», 
Bd.  IV,  S.  283). 


^ 
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wo  %  die  Bewegung  darstellt,  welche  in  der  umgebenden  Luft  erzengt 
würde,  wenn  die  Lamelle  senkrecht  zu  ihrer  Ebene  mit  der  Ge- 
schwindigkeitsamplitnde  ik  schwingen  würde.  Wendet  man  die 
Formel  (5)  des  §  286  auf  das  Gebiet,  an,  welches  innen  von  den 
beiden  Oberflächen  der  Lamelle  begrenzt  wird,  so  gibt  sie 

vorausgesetzt,  daß  die  Integration  sich  aber  die  positive  Seite  der 
Lamelle  allein  erstreckt.  Bei  der  Reduktion  ist  der  Umstand  ge- 
braucht worden,  daß  die  Werte  von  %  und  von  -£-  für  benachbarte 
Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Lamelle  offenbar  entgegen- 
gesetzt gleich  sind.  Wenn  x,  y,  e  die  Koordinaten  von  P  in  Bezog 
auf  einen  Anfangspunkt  sind,  der  in  der  Lamelle  liegt,  so  können 
wir  ~—  —  —  g—  schreiben.  Wenn  die  Entfernung  des  Punktes  P  von 
einem  Punkt  der  Lamelle  groß  gegen  die  linearen  Dimensionen  der- 
selben ist,  haben  wir  weiter 

wo  r  jetzt  die  Entfernung  vom  Ursprungsponkte  bedeuten  soll  Die 
zerstreuten  Wellen  sind  deshalb  so  beschaffen,  als  wenn  sie  durch 
eine  doppelte  Quelle  von  passender  Intensität  erzeugt  wären. 

Unter  der  oben  genannten  Grundbedingung  sind  die  Änderungen 
von  %  in  unmittelbarer  Nachbarschaft  der  Lamelle  nahezu  dieselben,  ab 
wäre  die  Flüssigkeit  inkompressibel  (§  286).  Wenn  in  letzterem  Falle  die 
Dichte  der  Flüssigkeit  und  die  Geschwindigkeit  der  Lamelle  senkrecht 
zu  ihrer  Ebene  beide  gleich  1  gesetzt  wären,  so  wurde  der  Ausdruck 
2JjxdS  dem  „Trägheitskoeffizienten"  der  Lamelle  gleich  sein;  vgL 
§  121  (3).  Bezeichnen  wir  diesen  Koeffizienten,  welcher  nur  Ton  der 
Gestalt  und  Größe  der  Scheibe  abhängt,  mit  M,  so  haben  wir  im 
vorliegenden  Falle 

JJxdS~\ikM,  (5i 

und  deshalb  näherungsweise 

Y    = g_   )  = cos  6,  (t>) 

**  4*      ex  \     r     }  in  r  '  v 

wo  Ö  der  Winkel  ist,  den  OP  mit  Ox  macht. 

Für  eine  kreisförmige  Lamelle  vom  Radius  a  haben  wir  nach 
den  §§  102  und  108 

*-*■'■  wwGoog[<P> 
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*. — StV»"'  w 

2.  Wenn  ebene  Wellen  senkrecht  auf  einen  Schirm  fallen,  wel- 
cher die  Ebene  x  -=  0  einnimmt,  so  würden  wir,  falls  der  Schirm 
vollständig  wäre, 

<p  -  fi**1  +  «-'**     oder    —  0  (9) 

haben,  je  nachdem  j;  <;  0,  wobei  das  Glied  e~'**  die  reflektierten 
Wellen  darstellt.  Wenn  eine  Öffnung  vorhanden  ist,  nehmen  wir  an, 
daß  für  die  beiden  Seiten 

03  —  e1*1  +  er'1'  +  %,    bzw.    <p  —  ;('.  t1^) 

Die  Kontinuität  des  Druckes  und  der  Geschwindigkeit  erfordert,  daß 
an  der  Öffnung 

•+I-*.    Js-g.  (") 

während  für  den  übrigen  Teil  der  Ebene  x  =-  0 

Diese  Bedingungen  werden  alle  erfüllt,  wenn  wir  %  und  x'  den 
Potentialen  von  denjenigen  Verteilungen  einfacher  Quellen  auf  der 
Flache  der  Öffnung  gleichsetzen,  welche  auf  dieser  Fläche 

,  — 1,    taw.     l'-  +  l  (13) 

ergeben. 

Wenn  wir  nun  die  Formeln  (5)  und  (6)  des  §  286  auf  das  Ge- 
biet anwenden,  welches  rechts  von  der  Ebene  x  =  0  liegt,  und  unter 
P'  den  Spiegelpunkt  von  P  in  Bezug  auf  diese  Ebene  verstehen,  so 
erkalten  wir  durch  Addition 

da  »■'  =  *■  für  *  =  0.  Im  vorliegenden  Falle  kann  vermöge  der  Glei- 
chung (12)  die  Integration  auf  die  Fläche  der  Öffnung  beschränkt 
werden.  Für  Abstände  r,  welche  groß  gegen  die  Dimensionen  der 
letzteren  sind,  reduziert  sich  dies  auf 

Wenn  k  gleich  0  wäre,  eo  würde  die  Bestimmung  von  %  gemäß 
den  Bedingungen  (13)  mit  dem  elektrostatischen  Problem  identisch 
sein,  das  Feld  einer  geladenen  und  isolierten  Metallscheibe  zu  finden, 
welche   die  Gestalt   der  Öffnung  hat.     Für  Punkte  in  der  unmittel- 
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boren  Nähe  wird  das  Feld  bei  dem  wirklichen  Problem  dieselbe  Be- 
schaffenheit haben.     Deshalb  können  wir 


m 


2«C  (16) 

schreiben,  wo  C  die  elektrostatische  Kapazität  der  Metallscheibe  be- 
deutet.1)    Darum  lautet  Gleichung  (15)  näherungsweise: 

l, C^.  (17) 

Hieraus  folgt  der  Wert  von  %   durch  die  evidente  Beziehung 

U-  *,»,«) !(»,»,»).  (18) 

Es  ergibt  sich,  daß  die  durchgelassenen  Wellen  so  beschaffen  sind, 
als  wenn  sie  durch  eine  einfache  Quelle  von  passender  Intensität 
hervorgebracht  wären. 

Im  Falle  einer  kreisförmigen  Öffnung  ist 

C-1-.  (19) 


Der  Vergleich  mit  (8)  zeigt,  daß  unter  der  angenommenen  Be- 
dingung die  Amplitude  der  durch  die  Lamelle  zerstreuten  Wallen  in 
gleicher  Entfernung  viel  kleiner  als  diejenige  der  Wellen  ist,  die 
durch  eine  Öffnung  von  derselben  Größe  und  Gestalt  durchgelassen 
werden.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  die  gesamte  Energie,  welche  pro 
Sekunde  durch  die  kreisförmige  Öffnung  hindurch  gelassen  wird,  w 
dem  Energienuß  der  ursprunglichen  Wellen  in  dem  Verhältnis 

~-a'    oder    0,816*0»  (21) 

steht. 

Das  Verhältnis  der  Amplitude  der  zerstreuten  Wellen  in  einem 
entfernten  Punkt  zu  derjenigen  der  auffallenden  Wellen  ist  von  der 
Wellenlänge  unabhängig,  solange  diese  gegen  die  Dimensionen  der 
Öffnung  groß  ist. 

§  294.  Eine  ähnliche  Rechnung  kann  auf  die  Zerstreuung 
von  Schallwellen  durch  ein  Hindernis  von  beliebiger  Form  an- 
gewendet werden,  wenn   man   an    derselben   Grundannahme   festhält, 


1)  Für  kleine  Werte  von  kr  drücken  die  beiden  Funktionen  t  nnd  j'  n- 

men  die  Strömung  einer  inkoropreBsiblen  Flüssigkeit  durch  die  Offnnng  tu. 
Vergl.  SS  102,  Nr.  8;  108,  Nr.  1;  and  113. 
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daß  die  Dimensionen  des  Hindernisses  klein  gegen  die  Wellenlänge 
aeien. l) 

Der  Ursprungspunkt  mdge  in  oder  nahe  bei  dem  Hindernis 
liegen;  dann  nehmen  wir  an,  daß 

»-<""  +  !,  (1) 

wo  das  erste  Glied  die  einfallende  und  das  zweite  die  zerstreute  Welle 
darstellt.  An  der  Oberfläche  des  Hindernisses,  welches  als  starr  und 
fest  betrachtet  wird,  müssen  wir 

£--&«"*--*""  W 

haben,  vorausgesetzt,  daß  l,  m,  n  die  Richtungskosinusse  der  nach 
außen  gezogenen  Normalen  sind. 

Die  Formel  (5)  des  §  286  gibt 

wo  die  Integrationen  über  die  Oberfläche  des  Hindernisses  zn  erstrecken 
sind.  Wir  gehen  dazu  über,  einen  angenäherten  Wert  für  den  Aus- 
druck auf  der  rechten  Seite  zu  erhalten,  wenn  die  Entfernungen  r 
groß  gegen  die  Dimensionen  des  Hindernisses  sind.  Die  Koordinaten 
eines  Punktes  der  Oberfläche  sollen  mit  x,  y,  e  bezeichnet,  diejenigen 
des  Punktes  P  durch  *1(  y,,  *,  unterschieden  werden. 
Nehmen  wir  das  erste  Glied,  so  schreiben  wir 

f?  -  fP). + * (ä  t-), + 1  Gl  S-), + ■  (Ä  ^). + ■  •  •■ 

wo  der  Index  0  besagt  daß  x,  y,  s  in  den  Ausdrücken,  denen  er  an- 
gehängt ist,  gleich  0  gesetzt  worden  sind.     Dies  kann  auch 

geschrieben  werden,  wo  ra  die  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Ur- 
eprungspunkte  bezeichnet,    Ferner  folgt  aus  (2) 

|| ikl  +  &xl  +  . . . .  (5) 

Nehmen  wir  das  Produkt  von  (4)  und  (5),  und  integrieren  wir  über 
die  Oberfläche,  so  erhalten  wir  näherungsweise 

1)  Lord  Rajleigb,  „On  the  Incidence  of  Atrial  and  Electric  Waves  npon 
Small  Obstaclea  in  the  Form  of  Elhpaoids  or  Elliptit  Cjlinderi  . .  ,**,  Fful.  Mag. 
(6),  M,  S.  28,  1897  (Sc.  Paper»,  Bd.  IV,  S.  806). 
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ff'r 


wo  Q  das  Volumen  des  Hindernisses  bezeichnet.  Wir  haben  hier  die 
evidenten  Beziehungen 

ffldS-O,   ffxldS-Q,   ffyldS=0,   ffeldS  =  0    (7) 

benutzt.  Die  Glieder,  welche  auf  der  rechten  Seite  Ton  (6)  zurück- 
behalten sind,  haben  gleiche  Größenordnung,  während  diejenigen,  die 
weggelassen  sind,  verhältnismäßig  klein  sind. 

Was  das  zweite  Glied  von  (3)  betrifft,  so  haben  wir 

Wir  können  im  Einklang  mit  unserer  früheren  Annäherung  r,  für  r 
schreiben  und  die  Ableitungen  von  —  ■  e~ikr>  nach  den  Koordinaten 
vor  die  Integrationszeichen  setzen.  Das  Resultat  enthält  dann  die 
Flächenintegrale 

ffhiS,   ffmtiS,   ff'tdS.  (9) 

Aus  (2)  und  (5),  sowie  aus  einem  allgemeinen  Satze,  der  in  §  286 
aufgestellt  wurde,  ergibt  sich,  daß  die  Funktion  %  in  unmittelbarer 
Nahe  des  Hindernisses  mit  dem  Geschwindigkeitspotentiale  einer 
Flüssigkeit  nahezu  identisch  ist,  welche  durch  Translation  des  Hinder- 
nisses durch  sie  mit  der  Geschwindigkeit  ik  parallel  zur  ar-Achse  in 
Bewegung  gesetzt  wäre.  Daher  erkennt  man,  daß  die  Integrale  (9) 
unter  den  vorausgesetzten  Umständen  Komponenten  des  Impulses  sänd. 
In  Übereinstimmung  mit  den  §§  121  und  123  können  wir  daher 

fßzdS-ikA.,    jJmxdS-ikC,    ffnzd8=ikW    (10) 

schreiben,  vorausgesetzt,  daß  die  Dichte  der  gedachten  Flüssigkeit 
gleich  1  ist.     Folglich 

in^"  — «(*^  +  »it  +  »i5)£V-W> 

Das  Endresultat  lautet  deshalb  näherungsweise 

((A  +  «T«,-+(r£  +  B'£l£r:'(1!) 

wobei  der  Index  0  bei  r  weggelassen  ist,  da  er  nicht  mehr  nötig  ist 
Wenn  kr  groß  ist,  so  kann  dies  in  der  Form 


ff 


*'£l 


- i "  i(a  +  e) k  +  o^ + b v^S^gi a» 
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geschrieben  werden,  wo  A,,  /*,,  vi  die  Riehtungakoaiuusse  von  r 
sind. 

Die  zerstreuten  Wellen  lassen  sich  durch  das  Vorhandensein 
einer  einfachen  und  einer  doppelten  Quelle  hervorgerufen  denken.  Die 
Achse  der  letzteren  fällt  im  allgemeinen  nicht  mit  der  Richtung  der 
einfallenden   Wellen  zusammen. 

Eine  mehr  symmetrische  Formel  wird  erhalten,  wenn  man  an- 
nimmt, daß  die  ursprünglichen  Wellen  aus  einer  willkürlichen  Rich- 
tung (l,  (i,  v)  kommen,  sodaß  Gleichung  (1)  durch 

<p  -  <?W'  +  M*  +  »)  +  %  (14) 

ersetzt  wird.  Wenn  wir  die  einzelnen  Schritte  der  vorangehenden 
Untersuchung  überblicken,  finden  wir  ohne  Schwierigkeit  an  Stelle 
von  Gleichung  (13) 

*' \-;- i^^  +  ^  +  ^V 

-*JAii,+  Bm  +  C^  l  (15) 

Wie  in  §  124  können  die  Richtungen  der  Koordinatenachsen  so  ge- 
wählt werden,  daß  A'  =  B"  —  C  —  0,  und  die  Formel  reduziert  sich 
dann  auf 

t> V*^'-^{(A+«)»*.+(B+e)(.c,+(C+«)v«1|>~-(16) 

Im  Falle  eines  Ellipsoides  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c  haben  wir 
nach  §  121  (4) 


e  +  g-    •    «J 


(17) 


wo  «oj  ßo,  Yo  durch  Gleichung  (6)  des  §  114  definiert  sind.  Im  Falle 
der  Kugel  haben  wir  a0  —  ß0  —  y0  —  £ ,  und  erhalten  somit  durch 
Einsetzen  in  Gleichung  (13)  das  Resultat  (14)  des  §  291  wieder. 
Im  Falle  der  kreisförmigen  Lamelle  (o  —  6,  c  ■•  0)  haben  wir 

<>-0,    A-|o',    B-0,    C-0, 
sodaß  Gleichung  (16)  sich  auf 

*>-—.-"">  *"*  <18> 

reduziert     Die  Wirkung  einer  schiefen  Stellung  der  Lamelle   gegen- 
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Ober  den  einfallenden  Wellen  besteht  darin,  die  Amplitude  der  zer- 
streuten Wellen  im  Verhältnisse  des  Kosinus  (i)  des  Neigungswinkels 
ZU  vermindern. 

Die  Ursache  der  beiden  Störungstypen,  die  in  Gleichung  (13) 
oder  (16)  auftreten,  läßt  sich  leicht  auf  allgemeine  Weise  erkennen. 
Wenn  zunächst  das  Hindernis  nicht  vorhanden  wäre,  so  wurde  der 
von  ihm  eingenommene  Raum  der  Sitz  abwechselnder  Verdichtungen 
und  Verdünnungen  sein.  Durch  Beinen  Widerstand  gegen  diese  übt 
das  Hindernis  eine  gewisse  Wirkung  auf  das  Medium  aus;  die  Wellen, 
die  hierdurch  erzeugt  werden,  sind  tatsächlich  in  grober  Entfernung 
so  beschaffen,  als  wenn  sie  in  einem  sonst  ruhenden  Medium  durch 
eine  periodische  Veränderung  des  Volumens  des  Hindernisses  erzeugt 
würden,  die  gerade  ausreicht,  um  die  genannten  Änderungen  dar  Dichte 
auszugleichen.  Das  Resultat  ist  einer  einfachen  Schallquelle  äquivalent. 
Dieser  Störung  superponiert  sich  ein  zweites  Wellensystem,  das  von 
der  Unbeweglichkeit  des  Hindernisses  herrührt.  Wenn  das  letztere 
frei  beweglich  wäre  und  überdies  dieselbe  Trägheit  wie  die  verdrängte 
Luft  hätte,  so  würde  es  mit  den  Luftteilehen  rückwärts  und  vorwärts 
schwingen,  und  das  zweite  Wellensystem  würde  fehlen.  Dieses  System 
ist  in  der  Tat  dasjenige,  das  erzeugt  werden  würde,  wenn  das  Hindernis 
gezwungen  wäre,  in  gerader  Linie  hin  und  her  zu  schwingen,  und 
zwar  mit  einer  Bewegung,  welche  derjenigen  der  Luftteilchen  bei  den 
ungestörten  Wellen  entgegengesetzt  gleich  ist.  Dies  ist  einer  dop- 
pelten Schallquelle  gleichwertig. 

Wenn  die  Wellenlänge  klein,  anstatt  gros,  im  Vergleich  zu  den 
Dimensionen  des  Hindernisses  ist,  so  bietet  das  Problem  der  Beugung 
Schwierigkeiten,  welche  bisher  nicht  gänzlich  überwunden  sind,  selbst 
nicht  im  Falle  der  Kugel.  Lord  Rayleigh  hat  jedoch  in  einer  neueren 
Arbeit1)  die  ersten  Stadien  der  Bildung  eines  Schallschattena  für  den 
besonderen  Fall  untersucht,  wo  die  Wellenlänge  den  zehnten  Teil  des 
Uinfanges  betragt. 

§  396.  Wenn  wir  uns  nicht  mehr  auf  einfache  Schwingungen 
beschränken,  sondern  die  allgemeine  Gleichung 

?'*  -  c»A9  (1) 

durch  eine  Reihe  von  Kugelfunktionen,  etwa 

v~2:Rn9n,  (2) 

zu  integrieren  suchen,  wo  g>„  eine  räumliche  Kugelfunktion  von  der 
Ordnung  n  ist,  dann  haben  wir  nach  Gleichung  (4)  des  §  287 

1)  „On  the  Aooustic  Shadow  of  a  8phwe".  Phü.  Trans.,  A.,  SOS,  8.  87,  1804. 
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Wenn  Ra  eine  Losung  hiervon  ist,  so  läßt  sich  leicht  beweisen,  daß 
die  entsprechende  Gleichung  für  Bn+t  durch 

tf-i  -  -  -£*  M 

»+i        r    er  *■  ' 

befriedigt  wird,  und  daß  folglich  Gleichung  (3)  durch 

erfüllt  wird. 

In  dem  Falle  «  =  1  haben  wir  die  Lösung 

d  f(r-ct)  +  F(,r  +  et) 
<p  =  Fr cob0.  (6) 

Diese  ist  von  Kirchhoff  und  noch  ausführlicher  von  Love  angewendet 
worden,  um  die  ziemlich  interessante  Frage  zu  erforschen,  wie  die 
Vorderseite  eines  Wellensystemes,  das  durch  die  Bewegung  einer  Kugel 
verursacht  wird,  durch  das  umgebende  Medium  fortgepflanzt  wird. 

In  Kirchhoffs  Untersuchung1)  ist  die  Bewegung  der  Kugel  vor- 
geschrieben, indem  ihre  Geschwindigkeit  eine  gegebene  Funktion  der 
Zeit  ist,  und  die  Losung  ist  verhältnismäßig  einfach. 

Love1)  untersucht  die  Wellen,  die  von  einem  momentanen  Impuls 
herrühren,  der  auf  eine  Pendelkugel  wirkt.  Die  Bewegungsgleichung 
des  Pendels  ist 

m  (S + *■*)  -  -ff*  °°" e  ***«        o 

wie  in  §  292.     Wir  nehmen  an,  daß 

r_»im=ä.„ti  t8) 

indem  das  Glied  von  (6),  das  einem  nach  innen  zu  konvergierenden 
Wellenzug  entspricht,  weggelassen  wird.  Dies  ergibt 

w  +  ft  - 1>°  [fif  -  •) + \rd*- »)),        (») 


.}»- 


(10) 


Die  kinematische  Bedingung,  die  an  der  Oberfläche  der  Kugel  zu  er- 

1)  Tetgl.  ClebBch,  l  c,  S.  127,  nnd  3.  5»fl ;  C.  Niven,  Solutions  of  the  Senate 
Boute  Problems  .  .  .  for  1878,  8.  168. 

8)  I.  c,  8.  66*. 

3)  „Some  IlustrationB  of  Müdes  of  Decay  of  Vibratory  Motions",  Proc.  Land. 
Math.  See.  (2),  S,  3.  88,  1901. 

Uub,  Hjdmdj-Q.mik.  !"   S8 
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füllen  ist;  gibt 

« — lf"  <■"-"'>  -,V(i-«)->-«).    (») 

Um  die  simultanen  Gleichungen  (9)  and  (11)  zu  lösen,  nehmen 
wir  an,  daß 

f(ct  -  r)  -  Ae*«'--+'\    i-BJ«,  (12) 

folglich 

(ZW  -i-  O-B  -  ^  (**  +  l)i^| 

i     *  ■  (") 

AcB  ~  -  i-,  (Pa*  +  2Zo  +  2)  Ä  | 

Eliminieren  wir  das  Verhältnis  ^-,  so  erhalten  wir  die  bi quadratische 

Gleichung1)  in  Z: 

(ZV  +  V)  O1*0*  +  2la  +  2)  +  20<rU,(Za  +  1)  -  0.        (14) 

Unterscheiden    wir    die    verschiedenen    Wurzeln    durch    Suffixe,    so 
haben  wir 

£_       VW±«£+«V,„  (16) 

9  -  -2  (V  +  1)  £  «■•<"-'+">  so.  «.  (16) 

Wenn  wir  von  willkürlichen  Anfangswerten  für  £  und  aus- 
gehen, wobei  das  Medium  vorher  in  Ruhe  war,  so  setzt  diese  Lösung 
voraus,  daß  £>0  und  r  <  et  +  a.  Die  Anfangsverhältnisse  ergeben 
zwei  Bedingungen,  denen  durch  die  vier  Konstanten  At  zu  genügen 
ist.    Nehmen  wir  z.  6.  an,  daß  for  t  —  0 

«-°.    äf-S-  (") 

so  haben  wir 


2  (V»'  +  2  l.o  +  2)  Ä,  -  V,a' 


(18) 


Die   übrigen  Bedingungen   ergeben   sich   ans   einer  Betrachtung 
über   die  Diskontinuität   an  der  kugelförmigen  Grenzfläche  der  fort 

1)  Wonn  wir  1  —  ik,  Ic  =.  le  aetzeii,  bo  wird  die«  mit  der  Gleichung  vierte» 
Oradofl  identisch,  auf  die  in  §  SOS  »erwiesen  wurde. 

ig  1 1-(  ay      >  ^ 
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schreitenden  Welle.  Es  sei  SS  ein  Element  dieser  Grenzfläche,  und 
ziehen  wir  durch  die  Umrißlinie  von  SS  Normalen  nach  außen,  welche 
eine  parallele  Fläche  in  einer  Entfernung  cSt  treffen;  wir  grenzen  so 
ein  Volumen  Clement  SS-  cSt  ah.  In  der  Zeit  St  wechselt  die  Flüssig- 
keit, die  in  diesem  Element  enthalten  ist,  ihre  Geschwindigkeit  in 
der  Richtung  der  Normalen  von  0  bis  zn  — -~ ,  welche  gerade  die 
Normalgeschwindigkeit  innerhalb  der  Grenzfläche  ist  und  zwar  infolge 
der  Wirkung  des  DrnckflherschusseB  auf  der  inneren  Seite.     Folglich 


■  V„d S  ■  cd t -<*(/„$   SS -8t, 


oder,  da  c3s  — 


d<p 


tS—'tS.  (19> 

was  für  r  =  et  +  a  zu  erfüllen  ist1)  Setzen  wir  aus  Gleichung  (16) 
ein,  so  finden  wir 

Diese  Gleichung  kann  nicht  allgemein  gelten,  außer  wenn 

Zk,A,-Q,    2Ät-0,  (20) 

was,  wie  zu  bemerken  ist,  gleichzeitig  die  Kontinuität  von  g?  ver- 
sichert und  deshalb  auch  diejenige  der  GesohwindigkeitBkomponenten 
tangential  zur  Wellenfläche. 

Die  vier  Bedingungen  (18)  und  (20)  können  jetzt  folgender- 
maßen geschrieben  werden: 

2k*A,—  U9a,    £k,A,  —  Q,    ZA,-Q,     Vj-'-O;       (21) 

hieraus  folgt,  daß 

A-.ft-wVcwy^  -.-.••■•        <22> 

Die  Bewegung  der  Luft  wird  demgemäß  durch 

<p  -  \r  ^  v  W-'+4  cos  6     [r<ct  +  a] 

93  —  O  [r>ct  +  ei\ 

gegeben. 

1)  Die  Theorie  der  Diskontinuitäten  an  Wellenflachen  iit  systematisch  von 
Christoffel  behandelt  worden,  „Untersuchungen  über  die  mit  dem  Fortbestehen 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  Textragliohen  L'nirtetigkeiten",  Ann.  di 
MaUmat.,  8,  S.  81,  18T6;  ferner  von  Love,  „Ware-Motion*  with  Diicontinuitie» 
at.  Wnve-Fronte",  Proe.  Lond.  Math.  Soc.  (*),  1,  S.  87.  1908. 
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Gewöhnlich  ist  ß  ein  sehr  kleiner  Bruch,  and  die  Wurzeln  von 
(14)  Bind  in  erster  Annäherang 

*,-£,    ».--£.    l.--~+-,     ».-—„-•        (24) 

Wenn  der  von  einer  Schallwelle  in  der  Schwingungsperiode  durch- 
laufene Weg  ein  sehr  großes  Vielfaches  des  Kngelumfanges  ist,  so 
werden  Xt  und  lt  groß  gegen  A,  und  k3  sein.  Durch  Einsetzen  in 
(22)  und  (23)  finden  wir  für  r  <  et  +  o  näherungsweise: 

» ifi«!™-  /<_t=;^_i/8g-"'.-'ai;ram.rü+i=r_..U„..  » 


-COBtfJtf- 


--) 


Der  erste  Teil  dieses  Ausdruckes  ist  derselbe,  als  wenn  die  Kugel 
seit  einer  unbegrenzten  Zeit  einfache  Schwingungen  von  der  Periode 
—  und  der  Amplitude  -1  ausgeführt  hätte.  Der  zweit«  Teil  ist  in 
der  Entfernung  einiger  Kugeldurchmesser  von  der  inneren  Seite  der 
Grenze  der  fortschreitenden  Welle  unbedeutend;  aber  nahe  bei  dieser 
Grenzfläche  wird  er  mit  dem  ersten  Glied  vergleichbar.  Um  die  Ab- 
nahme der  Schwingungen  zu  verfolgen,  würde  es  nötig  sein,  bis  zu 
einer  zweiten  Annäherung  zu  gehen;  aber  dieser  Teil  der  Aufgabe  ist 
bereits  in  den  §§  290  und  292  behandelt  worden.  Es  wird  genügen, 
zu  bemerken,  daß  der  wichtigste  Teil  der  Störung  innerhalb  der  fort- 
schreitenden Welle  durch  einen  Ausdruck  der  Form 

<p^C-  «-"(«-1  cos  ö0  (t  —  -  +  *)•  cos  6  (213) 

gegeben  sein  wird.  Der  Faktor  e~ m"  gibt  die  Dämpfung  der  Schwin- 
gung an  einer  beliebigen  Stelle  an,  welche  dadurch  entsteht,  daß  die 
ursprüngliche  Energie  des  Pendels  allmählich  auf  die  Erzeugung  von 
Wellen  aufgewendet  wird.  Was  den  Faktor  e,nr  anbelangt,  so  bemerken 
wir,  daß  innerhalb  des  von  den  Wellen  eingenommenen  Raumes  die 
Amplitude  in  einem  Punkte  Q  (ausgenommen  für  kugelförmige  Di- 
vergenz) größer  als  diejenige  in  einem  Punkte  P,  der  näher  bei  dem 
Mittelpunkt  auf  demselben  Radiusvektor  liegt,  im  Verhältnis  e"  r<i 
sein  muß,  aus  dem  Grunde,  weil  er  eine  Störung  darstellt,  welche 
um  ein  Zeitintervall  y  früher  ausgegangen  war,  während  welcher 
die  Pendelschwingung  gemäß   dem  Gesetze  e~m"  abgenommen  hat1) 

1)  Vergl.  Lamb,  „On  a  Peculiarity  of  the  Wave-Syrtem  due  to  the  Free 
Vibration«  of  a  Nncleus  in  an  Extended  Medium",  Proc.  Land.  Math.  Soe.,  38, 
8.  208,  1900. 
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Zweidimensionale  Schallwellen. 
§  386.     Wenn  <f>  unabhängig  von  e  ist,  so  haben  wir 

^-«■A,«.,  (1) 

WO 

Wenn  Symmetrie  um  den  Ursprungspunkt  herrscht,  so  lautet  diee: 

wo   r  =  V/öi+ y8.     Die  allgemeine  Lösung  ist  in  §  194  in  der  Form 

2*oj-  ff(t—  £  cosh») du  +  jF (t  +  ?  cosh u)  du       (4) 

erhalten  worden,  und  es  ist  weiter  gezeigt  worden,  daß  die  Lösung 

2 x<p  =  kf{t—L  cosh  w) d«,  (5) 

ein  System  divergierender  Wellen  darstellt,  welches  durch  die  Quelle 
f(t)  im  Ursprungspunkte  erzeugt  wird. 

Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  eine  andere  Ableitung  dieser  Re- 
sultate zu  geben.  Es  folgt  aus  §  281  (8),  daß  die  Wirkung  einer 
im  Punkte  (0,  0,  z)  gelegenen  punktförmigen  Quelle  f(t)  8s  für  einen 
Punkt  der  xy-Ebene  in  einer  Entfernung  r  vom  Ürsprungspunkte 
durch 

-/('-CT2)'' 


i*y,<+ 


dargestellt  wird.  Wenn  wir  dies  in  Bezug  aut  e  zwischen  den  Grenzen 
—  ao  und  +  °°  integrieren,  erhalten  wir  die  Wirkung  eines  Systeme» 
punktförmiger  Quellen,  die  auf  der  g-  Achse  mit  gleichförmiger  linearer 
Dichte  f(t)  verteilt  sind;  somit 


*-kfj('-^-y^.-kfrH«*«)«- 


(<0 


Dieselbe  Methode  kann  naturlieh  angewendet  werden,  um  das  zweite 
Glied  in  Gleichung  (4)  zu  erhalten. 

Die  Gleichungen  der  Schallbewegung  in    ein,    zwei  oder  drei 
Dimensionen,  welche  der  Bedingung  der  Symmetrie  unterliegen,  sind 

Dl37z?d,yVjOOgle 
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alle  in  der  Formel 

?>  _  <*  fö  4-  — ~  ?*\  (T\ 

dt*      rV5r*  +     r      &>J  <•'•> 

eingeschlossen. 

Die  vorwickelte  und  schwer  zu  behandelnde  Form,  in  welcher 
die  Lösung  für  den  Fall  m  =  2  erbalten  wird,  steht  in  starkem  Gegen- 
sätze zu  der  mathematischen  Einfachheit  und  der  formalen  Ähnlich- 
keit der  Lösungen  für  die  Fälle  m  =-  1  und  m  —  3;  aber  dieser  Um- 
stand darf  uns  nicht  hinsichtlich  der  wahren  physikalischen  Beziehungen 
irre  fahren.  Zum  Zwecke  eines  bestimmten  Vergleiches  zwischen  den 
drei  Fallen  wollen  wir  die  Wirkung  (A)  einer  ebenen  Quelle,  (BJ  einer 
linienförmigen  Quelle,  und  (C)  einer  punktförmigen  Quelle  unter- 
suchen, deren  Ergiebigkeit  in  jedem  Falle  durch 

f<f>- 14-7-  <8) 

gegeben  ist.  Dies  kann  als  Beispiel  einer  Quelle  von  mehr  oder 
weniger  vergänglichem  Charakter  dienen,  da  die  Zeit,  während  der  sie 
merklich  ist,  beliebig  kurz  gemacht  werden  kann,  indem  man  x  ver- 
kleinert, während  das  Zeitintegral  angeändert  bleibt. 

Die  Resultate  können  passend  durch  die  Kondensation  s  aus- 
gedrückt werden. 

(A).     In  dem  Falle  »i  =  1  finden  wir  für  x  >  ü 

— .-./  .V  .-  « 


(B).  Wenn  m  —  2,  so  ist  die  mathematische  Behandlung  ähn- 
lich derjenigen  des  §  196,  Nr.  2.  Das  Resultat  ist  für  den  Hauptteil 
der  Welle 

wo  t)  durch 

(  —  -  +  rtangij 
bestimmt  wird. 

(C).    Für  drei  Dimensionen  haben  wir 


'(('-:)■+-)■ 


tu) 


Die  drei  Fälle  Bind  in  der  folgenden  Figur  mit  s  als  Ordinate 
I  t  als  Abszisse  dargestellt    Der  Maßstab  von  t  ist  in  jedem  Falle 
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der  gleiche,  aber  es  besteht  natürlich  keine  Beziehung  betreffe  des 
vertikalen  Maßstabs.  Bei  (A)  haben  wir  eine  reine  Kondensations- 
welle;  bei  (B)  ist  die  ursprüngliche  Verdichtung  durch  eine  Verdünnung 
von  kleinerem  Betrage  begleitet,  die  aber  eine  längere  Zeit  hindurch 
dauert;  bei  (C)  hingegen  sind  die  Ver- 
dichtungen und  Verdünnungen  umge- 
kehrt symmetrisch.  In»  Fall  (B)  wie  (C) 
haben  wir  notwendigerweise  in  einem 
i  Punkt 


/■ 


Sdt  —  0: 


(12) 


vergleiche  §§  195  und  281.  Wenn  die 
Quelle  betreffs  ihrer  zeitlichen  Bauer 
scharf  begrenzt  wäre,  so  würde  das 
Medium  im  dreidimensionalen  Falle  nach 
dem  Durchgang  der  Welle  in  absoluter 
Ruhe  verblieben  sein,  wie  in  dem  ein- 
dimensionalen Falle,  wenn  auch  aus 
einem  andern  Grande.  In  dem  zwischen- 
liegenden Falle  zweier  Dimensionen  be- 
sitzt die  Welle  eine  unbegrenzt  lange 
Schleppe,  und  es  findet  nur  asymp- 
totisch eine  Annäherung  an  die  Ruhe- 
lage statt 

Es  scheint,  daß  von  physikalischem 
Standpunkt  aus  die  Fälle  m  —  1,  m  —  2, 
«i  —  3  eine  Aufeinanderfolge  mit  einer 

regelmäßigen   Abstufung   der  Eigenschaften   bilden,  welche   von    der 
wachsenden  Beweglichkeit  des  Mediums  herrührt. 

Wenn  wir  die  Beschrankung  auf  die  Symmetrie  fallen  lassen, .  so 
ist  die  allgemeine  Lösung  von  (1)  in  Polarkoordinaten 


o>  -  2{Q,r*  cos  S0  +  R,r*  sin  $&), 
wo  Q,  und  Bl  Funktionen  von  r  und  t  sind,  welche 


vr-c-' 


»"«.       l.+  l  ««A 
dS  +       r        )r) 


(13) 


(14) 


und  die  entsprechende  Gleichung  in  lit  erfüllen.    Die  Lösung  von 
(14)  ist 

Di,iz,d„L.oo^le 


616  X.  Expftnnonswalltti. 

<2t—J  f(t—  recoehujdu+  j  F (t  +  ~  cosh «W        (16) 

Der  Beweis  ist  demjenigen  von  %  295  (5)  ähnlieh.1) 

§  387.  Iin  Falle  einer  einfach  harmonischen  Bewegung  («"'•') 
haben  wir  in  Polarkoordinaten 

Sr*  +  F  Fr  +  7i  89*  +  V»  "  °>  W 

wo  fc  —  —  ■  Die  Lösung  dieser  Gleichung,  der  Bedingung  der  End- 
lichkeit im  Ursprung  gemäß,  ist  wie  in  §  189 

<p  -  £(Ä,  cos  s6  +  B,  sin  s6)  J,(kr),  (2) 

wo  s  alle  ganzzahligen  Werte  von  0  bis  zn  oo  annehmen  kann. 

Hieraus  leiten  wir  sogleich  den  Satz  ab,  daß  der  Mittelwert  (?) 
von  rp  auf  einem  Kreis  mit  dem  Radius  r  um  den  Urspruugspunkt 
als  Zentrum 

<p  -  J9(kr)  •  <p„  (3) 

lautet,  wo  9>0  der  Wert  im  Ursprung  ist1)  Dieser  Satz,  welcher 
natürlich  der  obigen  Bedingung  unterliegt,  ist  demjenigen  des  §  285  (8) 
analog  und  hätte  in  einer  ähnlichen  Weise  bewiesen  werden  können. 
Bei  den  transversalen  Bewegungen  der  Luft ,  die  in  einem 
zylindrischen  Gefäß  vom  Kadius  a  enthalten  ist,  sind  die  Normal- 
Schwingungen  durch  die  verschiedenen  Glieder  von  (2)  gegeben,  wobei 
die  zulässigen  Werte  von  k,  und  somit  von  tt,  durch 

j;(ka)  =  0  (4) 

bestimmt  werden,  wobei  a  den  Radius  bezeichnet.  Die  Deutung  der 
Resultate  wird  aus  §  189  zu  verstehen  sein,  wo  die  mathematische 
Aufgabe  die  gleiche  ist.  Die  Figuren  auf  Seite  335  zeigen  die  Linien 
gleichen  Druckes,  zu  denen  die  Bewegungen  der  Teilchen  senkrecbt 
sind,  in  zwei  von  den  wichtigeren  Fällen.1) 

Die  Besselschen  Funktionen  </,(£)  sind  der  Rekursionsformel 


±1,® i+i« 


,5) 


unterworfen,   welche  der  Gleichung  (17)  des   §  287  entspricht    Dies 

1)  Dieses  Paragraph  ist  mit  geringfügigen  Änderungen  einer  auf  8.  HS 
genannten  Arbeit  von  Lamb  entnommen. 

3)  H.  Weber,  Math.  Ann.,  1,  1888. 

S)  Uieaee  Problem  iat  von  Lord  Rayleigh  vollständig  behandelt,  Thtory  of 
Sound,  §  889. 
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folgt  leicht  aus  der  Reihenentwicklung  für  J,(&),  die  in  §  101  ge- 
geben ist.  Am  Gleichung  (5)  und  vermittels  der  Differentialgleichung 
für  J,(t),  nämlich 

r(»  +  -| -r'(ö  +  (i-£)f<o-o,  (6> 

können  verschiedene  andere  Rekursionsformeln  Abgeleitet  werden,  i.  B. 

W(ö  +  »J.(0 -«-■«).  P) 

was  der  Gleichung  (18)  des  §  287  entspricht. 

Durch  stufenweise  Anwendung  der  Gleichung  (5)  erhalten  wir 

J.tt)-r(-Jt)V.(0-  (8) 

Es  kann  durch  die  Methode  der  mathematischen  Induktion  leicht 
bestätigt  werden,  daß  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  (8) 
tatsächlich  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (6)  ist,  vorausgesetzt, 
daß  Ja  {£)  eine  Lösung  derselben  Gleichung  mit  s  —  0  ist  Dies  weist 
auf  eine  für  unsere  Zwecke  passende  Wahl  der  Beeselscheu  Funktionen 
zweiter  Art  hin.     Wir  schreiben 

A(o-f(-tyj).(o,  (9) 

wo  Da(Q  die  in  §  192  eingeführte  Funktion  ist1),  nämlich: 


MO -f' 


(10) 


Es  ist  ohne  weiteren  Beweis  klar,  daß  D,  (£)  die  Differentialgleichung  (6) 
befriedigen  und  dasselbe  System  von  Rekursionsformeln  wie  J,(£) 
haben  wird.    Als  einen  wichtigen  besonderen  Fall  von  (9)  haben  wir 

A(0--A>'(9-  ("> 

Nützlich   sind  die  folgenden  Annäherungen.     Wenn  £  klein  ist; 
haben  wir  nach  den  §§  100  und  192 

*»-i-£+-.  1  (12) 

fl.(Ö--log«-/-i« 1 


1)  Ei  kann  durch  die  Methode  des  §  390  gezeigt  werden,  daß  i)0  (tri  das 
Potential  einer  gleichförmigen  Verteilung  von  einfach  harmonischen ,  punktför- 
migen Quellen  langt  der  r-Achse  ist  Siehe  Lord  Ravleign,  „ün  Point-.  Line- 
and  Plane-Soorcee  of  Sound",  Proe.  Land.  Math.  Soc.,  19,  8.  604,  1888  (Sc.  Paper», 
Bd.  III,  8.  44;  Theory  of  Sound,  §  141) 
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ond  deshalb  nach  (8)  ond  (9)  für  s  >  0 

Ferner  für  große  Werte  Ton  £ 
CM*  :. 


fl.<0-(ft)**-e*W-" 


(13) 


(14) 


Die  Formeln  können  benatzt  werden,  die  Mitteilung  von  trans- 
versalen Schwingungen  eines  Zylinders  (z.  B.  einer  Ktaviersaite)  auf 
die  umgebende  Luft  zu  untersuchen.  Die  Translationsgeschwindigkeit 
des  Zylinders  sei 

U  =«**',  (15) 

die  Radialgeschwindigkeit  an  der  Oberflache  r  —  a  wird  dann 

-  |!  _  ««""  .  cos  6  (16) 

sein.     Der  entsprechende  Wert  von  tp  ist 

y-^D.CfcrJcoaO.e"",  (17) 

mit  der  Bedingung 

-kB1'(ka)-A  =  a.  (18) 

Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Umfang  des  Zylinders  sehr  klein 
gegen  die  Wellenlänge  des  Schalles  ist;  dann  wird  ka  ein  kleiner 
Bruch  sein,  und  wir  finden  aus  (13) 

A  -  ka**. 
In  Entfernungen   r,  welche  groß  im  Vergleich  zu  &-1   sind,   haben 
wir  folglich  nach  (14) 

9>  -  Y±x  ■  —  -  a  cos  0e<l«<-*'  +  t*).  (19) 

Wenn  die  Geschwindigkeit  an  der  Grenzfläche  r  —  a  Überall 
radial  gerichtet  wäre  und  die  Amplitude  a  hätte,  ao  würde  der  Wert 
von  <p  in  einiger  Entfernung 

w  -  Vi*  ■    .- .-  «e*«"-»'-t*>  (20) 

sein.     In  Wirklichkeit  ist  die  Intensität,  die  durch  das  Quadrat  der 
Amplitude  gemessen  wird,  im  Verhältnis  h'a*  kleiner,  was  nach  Vor 


(21) 
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anesetzung  sehr  klein  ist.  Dies  deutet  die  Wirkung  der  seitlichen 
Bewegung  der  Luft  nahe  an  der  Oberfläche  des  Zylinders  an,  welche 
cur  Folge  hat,  daß  die  Amplitude  der  auf  einige  Entfernung  fort- 
gepflanzten Wellen  reduziert  wird;  vergL  289.  Z.  B.  kommt  der 
weit  größere  Teil  des  Klanges,  der  von  einer  Klaviersaite  herrührt, 
nicht  unmittelbar  von  dem  Draht,  sondern  von  dem  Resonanzboden, 
welcher  durch  die  abwechselnden  Drucke  an  den  Stiften  in  erzwungene 
Schwingungen  gesetzt  wird. 

Die  Gegenwirkung  der  Luft  auf  den  schwingenden  Zylinder  ist 
nach  Gleichung  (18): 

In  Cr 

—  IpcoeÖ-adfl  —  —  oea  /    „^cosö  —  —  ag0a  ■  »tf ADxQca)tf" 
.      B.  (ka)      d  V 

wenn  ka  klein  ist,  so  reduziert  sich  dies  näherungsweise  auf 

Der  wichtigste  Teil  der  Wirkung  besteht  darin,  die  Trägheit  des 
Zylinders  um  einen  Betrag  zu  vermehren,  der  demjenigen  der  ver- 
drängten Luft  gleich  ist;  vorgl.  §  68. l) 

§  308.  Wir  können  auch  die  Zerstreuung  eines  Systems  ebener 
Wellen  an  einem  festen  zylindrischen  Hindernis  untersuchen,  dessen 
Achse  parallel  zu  den  Wellenflächen  ist. 

Nehmen  wir  wie  in  §  191  für  das  Potential  der  einfallenden 
Wellen 

9  -«"",  (1) 

so  haben  wir  zunächst  nötig,  dies  in  eine  Reihe  von  der  Form  (2) 
des  §  297  zu  entwickeln.    Die  gesuchte  Formel  lautet: 

e»*  _  Jt(kr)  +  2 i J",  (kr)  cos  6  +  ■  ■  ■  +  2  i'J, (kr)  cos  sO  +  ■  ■  •     (2) 

Dies  kann  unmittelbar  bewiesen  werden*),  indem  man  e't™■• 
entwickelt,  die  Formel 

COH"e--L_[coeng  +  yCos(n-2)g-r''("~1)co8(ii-4)g  +  ---|  (3) 

benutzt  und  den  Koeffizienten  von  cos  50  in  dem  Resultat  heraus- 
nimmt 


1)  Eine  vollständigere  Untersuchung  stammt  von  Stoken,  I.  c,  S.  690. 
3)  Heine,  Kvgtifumktionm,  Bd.  I,  S.  83. 
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Die  Entwicklung  (2)  schließt  die  Formel 


*/' 


■  cos  s  0  dB  —  i'Jt  (k  r) ,  (4) 


ein,  welche  eine  bekannte  Formel  der  Besselschen  Funktionen  ist.1) 
Wenn  diese  auf  andere  Weise  gewonnen  wird,  eo  erhalten  wir  um- 
gekehrt einen  Beweis  von  (2). 

Es  seien  die  zerstreuten  Wellen  durch 

tp  —  EB,D,Qtr)  coe  s6  (5) 

dargestellt,  dann  gibt  die  Oberflächenbedingung 

§;(r+<p)-0       [<•-«]  (6) 

den  Wert 

°*  D.'Qca)   '  W 

ausgenommen  in  dem  Falle  s  =  0,  wo  der  Faktor  2  wegzulassen  ist. 
Wenn  ka  klein  ist,  haben  wir  nähemngsweise 

J0'(ka)~ 
und  für  s  >  0 

Folglich 

B,  —  -ik'a',    B, 

Die  wichtigsten  Glieder  sind  diejenigen  mit  s  —  0,  s  ==  1.    Lassen 
wir  die  übrigen  weg,  so  haben  wir  für  die  zerstreuten  Wellen 

o>' lb'a'lD,(kr)  -  HD^kr)  cos  9).  (11) 

Wenn  man  den  Zeitfaktor  wieder  einsetzt,  so  wird  für  große 
Werte  von  kr  *): 

n)  -  -  iVii  -*'  (1  +  2  co.«)«""-"-K  (12) 


ika,    Da'(ka)~-1-, 

(8) 

"'            n</x.   \               2*_1»! 

(9) 

-„.-'*"»"  ...        [»><>]. 

(10) 

1)  Gray  und  Mathewn,  S.  18;  Whittalter,  Modern  Analyst,  g  153.  Der 
Fall  «  —  0  int  bereits  in  §  100  angetroffen  worden ;  er  kann  gedeutet  werden  als 
ein  Beweis  dafür,  daß  das  Potential  Ja(kr)  durch  Superposition  von  Systemen 
ebener  Wellen  erbalten  werden  kann,  welche  sich  in  Richtungen  bewegen,  die 
in  der  iy-Ebene  um  den  Unprungspunkt  gleichförmig  verteilt  lind;  vergl. 
§  286  (7). 

2)  VergL  Lord  Rajleigh,  Thtory  of  Sound,  §  8*8. 
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Die    Geschwindigkeit,    mit    welcher    Energie    durch    die    zerstreuten 
Wellen  pro  Längeneinheit  des  Zylinders  nach  außen  geführt  wird,  ist 


-/»*""— "f%- 


wo  r   pausend   sehr  groß   genommen  werden   kann.     Wenn  wir   den 
reellen  Teil  von  <p    aus  (12)  einsetzen,  finden  wir  für  den  Mittelwert 

|*V(*a)*.  (13) 

Der    EnergieÜuß   in   den   ursprünglichen  Wellen   ist  ^p0/;*<;,   wie    in 
§  291.    Das  Verhältnis  von  (13)  zu  diesem  Ausdruck  ist 

$s*  (ka)s  -2a,  (14) 

da  ö  =  he. 

Ein  Draht  z.  B.,  dessen  Durchmesser  5'ft  Zoll  beträgt,  zerstreut  nur 
6,ü3  ■  10~B  der  einfallenden  Energie,  wenn  die  Wellenlänge  4  engl.  Fuß 
beträgt. 

g  398.  Die  angenäherten  Methoden  der  §§  293  und  294  können 
auf  die  entsprechenden  zweidimensionalen  Probleme  angewendet  werden.1) 
Die  Formel  (5)  des  §  286  wird  jetzt  durch 

2*9>,  -  -  /  D0  (kr)  ||  ds  +f9  ^  D0  (ftr)  ds  (1) 

ersetzt,  was  in  einer  ähnlichen  Weise  aufgestellt  werden  kann,  wie 
auf  S.  580  angegeben  wurde.  Im  Falle  eines  Gebietes,  das  sich  bis 
in  das  Unendliche  erstreckt,  können  die  Linienintegrale  auf  die  innere 
Begrenzung  beschränkt  werden,  vorausgesetzt,  daß  <p  in  einer  großen 
Entfernung  B  vom  Ursprungspunkte  mit  — r  e~ikli  vergleichbar  ist. 
Auf  demselben  Weg  finden  wir 

0  =  -  Jd0  (kr')  3dl  ds  +  f<p  ^  Z>„  (kr')  ds,  (2) 

wo  r  die  Entfernung  von  einem  Punkte  ¥  außerhalb  des  betrachteten 
Gebietes  bedeutet. 

Innerhalb  eines  Gebietes,  dessen  Dimensionen  in  der  xy-Ebene 
klein  gegen  die  Wellenlänge  sind,  wird  kr  klein  sein,  und  die 
Formel  (1)  reduziert  sich  auf 

2  x<pp  -  j  log  r  ||  ds  -Jtp  ~  log  r  ds,  (3) 

1)  Lord  R&jleigh,  l.  c,  S.  601,  sowie  I.  c,  8.  606. 
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wo  ein  konstantes  Glied  weggelassen  ist    Dies  genügt  der  Gleichung 
*i*  -  0,  (4) 

die  für  den  Fall  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  gilt 

1.  Nehmen  wir  zunächst  den  direkten  Stoß  von  Wellen  gegen 
eine  ebene  Lamelle,  so  schreiben  wir 

9  -  «"'  +  Z,  (5) 

wo  x  *bis  Potential  der  zerstreuten  Wellen  ist.  Wenn  man  voraussetzt, 
daß  die  Lamelle  den  Teil  der  Ebene  x=-Q  einnimmt,  welcher  zwischen 
den  Linien  y  —  ±b  liegt,  so  ist  die  Bedingung,  welche  %  erfüllen 
muß, 

||__jfc,    [x  =  0,  &>y>-6].  (6) 

Die  Formel  (1)  gibt 

wo  die  Werte  von  %  und  -=,—•  auf  der  positiven  Seite  der  Lamelle 
zu  verstehen  sind.  Wenn  x  und  y  sich  auf  die  Lage  von  P  be- 
ziehen, können  wir  =—  —  —  j-  schreiben;  in  einer  Entfernung  r  Tom 
Ursprnngspunkte,  die  groß  gegen  2  b  ist,  haben  wir 

Das  bestimmte  Integral  ist  die  Hälfte  des  Impulses  der  Lamelle  pro 
Längeneinheit,  wenn  sie  sich  mit  der  Geschwindigkeit  ik  in  einer 
inkompressiblen  Flüssigkeit  von  der  Dichte  1  mit  der  Breitseite  be- 
wegt; nach  §  71  (11)  ist  folglich 

ft*9 -*&•*»,  t9) 


(W) 

Wenn  Ar  groß   ist,  so  reduziert  sich  dies  nach   §  297  (14)  auf 

z  .» -Wj!r^Wwi.  (11) 

Das  Verhältnis   der    zerstreuten   Energie    pro   Sekunde  iu  dem 
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Energiefluß  in  den  ursprünglichen  Wellen  bestimmt  sich  zn 

\xi(hb)'-2bt  (12) 

was  gerade  der  sechste  Teil  des  entsprechenden  Verhältnisses  in  dem 
Falle  eines  kreisförmigen  Zylinders  vom  Radius  b  ist;  siehe  §  298  (14). 
2.  Im  Falle  einer  Öffnung,  welche  von  parallelen  geradlinigen 
Rändern  (y—  ±6)  in  einem  ebenen  Schirm  (x  —  0)  begrenzt  wird, 
machen  vir,  wie  in  §  293,  No.  2,  die  Annahme,  daß  für  die  beiden 
Seiten 

v  _  e***  +  «r***  +  Xf    bzw.    y-i,  (13) 

und  suchen  %  und  ^  so  z.u  bestimmen,  daß  an  der  Öffnung 

l 1,    *■-  +  !,  (U) 

während  auf  dem  Schirme  selbst 

9*.  -  0,      d-f  -  0.  (15) 

Wenn  wir  jetzt  (1)  und  (2)  auf  den  Teil  der  Ebene  anwenden, 
welcher  rechts  von  der  t/-Achne  liegt,  und  wenn  wir  ferner  JP'  als 
den  Spiegelpunkt  von  P  nehmen,  so  erhalten  wir  durch  Addition 

Xr--ifDt(ir)Hd9,  (16) 

wo  An  von  der  positiven  Seite  aus  gezogen  ist  In  Abständen  r  vom 
Ursprungspunkte,  welche  groß  gegen  26  sind,  wird  dies 

fc--i/li'i-AW-  a7> 

In  unmittelbarer  Nähe  der  Öffnung  wird  die  Bewegung,  die  durch 
die  Funktionen  %  und  %'  dargestellt  wird,  der  Strömung  einer  in- 
kompressiblen  Flüssigkeit  durch  dieselbe  Öffnung  gleichen,  und  ein 
angenäherter  Wert  des  Integrals  in  (17)  wird  demgemäß  durch  Ver- 
gleich mit  den  Resultaten  des  §  66,  No.  1,  erhalten.  Es  ergibt  sich, 
daß  bei  dem  Gesamtflusse  1  durch  die  Öffnung  der  Zuwachs  von  % 
von  der  Öffnung  bis   auf  eine  Entfernung  r,  die  groß  gegen  2b  ist, 


beträgt  Wir  können  immer  annehmen,  daß  r  klein  gegen  die  Wellen- 
länge ist,  und  die  Formeln  (14)  und  (17)  zeigen  dann,  daß  der  Zuwachs 
von  %  in  dem  wirklichen  Problem  nach  §  297  (12) 
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1  +  ~f^  dy  ■  (log  ihr  +  r  +  *-*)  (18) 

beträgt.     Setzen  wir  dies  gleich 


/a*- 


(20) 


log^H  +  r+jf* 
Wenn  Ar  groß  ist,  so  haben  wir  nach  (17) 

«,-EiTlTTF+iH  ^*'>  -  l.gl»l,  +  t.-(^)'«-""*t-'-  <"> 

Der  Wert  tob  %  in  einem  Punkte  P  auf  der  negativen  Seite 
der  Ebene  a;  —  0  ist  dem  Werte  von  %  in  dem  Spiegelpankte  von  P 
in  Bezug  auf  diese  Ebene  entgegengesetzt  gleich. 

Für  das  Verhältnis  der  Energie,  die  durch  die  Öffnung  durch- 
gelassen wird,  zu  dem  Energienaß  bei  den  ursprunglichen  Wellen 
findet  man 

t6{ (legi  A6  + ,)'  +  **"]  '  2b-  ^ 

Wenn  die  Wellenlänge  das  10-,  oder  100-,  oder  lOOOfache  der 
Breite  der  Öffnung  betragt,  so  wird  der  Faktor  von  2  b  gleich  1,240 
bzw.  3,795  bzw.  17,20. 

8.  Das  zweidimensionale  Problem  der  Beugung  ebener  Wellen 
an  einem  zylindrischen  Hindernis  von  beliebiger  Form  des  Quer- 
schnittes kann  nach  der  Methode  des  §  294  behandelt  werden,  wobei 
die  obige  Formel  (1)  an  die  Stelle  der  Gleichung  (5)  des  §  286 
tritt.1)  Da  keine  neue  Frage  auftritt,  wird  es  genügen,  das  haupt- 
sächlichste Resultat  anzugeben.  Wir  nehmen  an,  daß  die  Wellen 
aus  der  Richtung  (A,  fi,  0)  einfallen  und  schreiben  demgemäß 

9  _  ö»*y-+^  +  Xt  (23) 

wo  %  die  zerstreuten  Wellen  darstellen  soll.  Wir  nehmen  ferner  an, 
daß  die  x-  und  i/- Achse  besondere  Richtungen  in  der  Ebene  des 
Querschnittes  haben,  nämlich  solche,  daß  die  kinetische  Energie  euer 
inkompressiblen  Flüssigkeit  von  der  Dichte  1  (pro  Längeneinheit 
parallel  der  a-  Achse)  für  eine  Bewegung  des  Zylinders  mit  der  G> 


1)  Vergl.  Lord  Kaikigi,  l.  c,  S.  605. 
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schwindigkeit  (u,  v,  0)  durch  einen  Ausdruck  der  Form 

i(A«'  +  Bo')  (24) 

gegeben  ist,  wo  das  Glied  uv  fehlt.  Wir  nehmen  immer  an,  daß  die 
Dimensionen  des  Querschnittes  klein  gegen  die  Wellenlänge  seien;  die 
zerstreuten  Wellen  für  die  Richtung  (A,,  /*,,  0)  sind  dann  durch 

.*!*    ,.**+**  _  -*     {(A  +  S)  U,  +  (B  +  S)  „ft }  e-'<*^**>  (25) 

(8«*r)*  (8*fcr)* 

gegeben,  wo  S  der  Flächeninhalt  des  Querschnittes  ist. 

Für  einen  elliptischen  Querschnitt,  dessen  Achsen  a,  b  in  der  x-  und 
y- Richtung  liegen,  haben  wir 

A-JEft»,      B-KO1)'  ^ 

siehe  §  71  (11).  In  dem  Falle  eines  kreisförmigen  Zylinders  (a  =  b) 
oder  einer  flachen  Lamelle  (a  — ■  0)  erbalten  wir  wieder  die  Resultate, 
die  bereits  gewonnen  waren. 

%  300-  Wir  können  auch  die  Störung  untersuchen,  die  in 
einem  Zuge  ebener  Wellen  durch  einen  dünnen  Schirm  hervorgebracht 
wird,  welcher  von  einer  Reihe  paralleler,  gleicher  und  äquidistanter 
Schlitze  unterbrochen  ist  Die  Behandlungsweise  ist  wie  vorher 
augenähert  und  enthält  die  Annahme,  daß  die  Wellenlänge  groß  gegen 
den  Abstand  zwischen  den  Mitten  benachbarter  Öffnungen  ist. 

Als  eine  Hilfsfrage  müssen  wir  die  Strömung  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  durch  ein  starres  Gitter  der  obigen  Art  zu  bestimmen 
suchen.  Dies  kann  durch  die  Methode  von  Schwarz  gelöst  werden 
(§  73);  aber  für  den  vorliegenden  Zweck  wird  es  genügen,  das  Re- 
sultat aufzustellen  und  nachträglich  zu  bestätigen.  Wir  nehmen  die 
«-Achse  senkrecht  zur  Ebene  des  Gitters  und  schreiben 

cosh  w  =  p,  cosh  z,  (1) 

wo  für  einen  Augenblick 

w  —  y  -|-  ii>,    z=*x-\-  »y,  (2) 

und  wo  die  Konstant«  p  größer  als  die  Einheit  sein  solL  Demnach 
ist  %o  eine  zyklische  Funktion;  wir  vermeiden  aber  alle  Unbestimmtheit, 
wenn  wir  uns  zunächst  auf  die  Hälfte  der  xy-Ebene  beschränken, 
für  welche  x  >  0,  und  wenn  wir  ferner  den  Wert  von  u>  für  irgend 
einen  Punkt  festlegen.  Wir  wollen  annehmen,  daß  im  Ursprungs- 
punkte i)  =  0,  während  tp  dem  reellen  positiven  Werte  von  cosh-1// 
gleich  ist 

Limb,  Hrdrodjnuilk.  40 
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Die  Formel  (1)  gibt 

coah  <p  cos  i>  =  fi  coah  x  cos  yl 

sinh  y  sin  V  =  ^  sinh  x  sin  yj 
Der  Ort  op  —  0  besteht  aas  den  Teilen  der  y  -Ach.ee,  für  welche 

l>peosy>  —  1; 
diese    stellen    die    Öffnungen    dar,    sodaü    in   dem    Maßstabe   unserer 
Formeln  die  halbe  Breite  einer  Öffnung  sin- 1  (— )  beträgt.   Für  andere 

Teile   des  Gebietes  x  >  0   wird   q>  positiv  sein.     Ferner  werden  die 
Linien 

*  —  0,     ^  —  ±x,     *  =  ±  2»,  ■  •  ■ 
zum  Teil  ans  den  Linien 

y  —  0,    y  —  ±  x,    y  ■=  ±  2  x,  •  ■  ■, 
und  zum  Teil  auB  den  Teilen  der  y-Achse  bestehen,  für  welche 

|#tcos  y|>  1; 
diese  entsprechen  den  Teilen  des  Schirmes  zwischen  den  Öffnungen. 
Die  Karren  <p  —  konst.  und  #  —  konst 
sind  für  einen  besonderen  Fall  in  der  neben- 
stehenden Figur  gezeichnet,  wo  der  Wert 
von  fi  aus  Bequemlichkeit  für  die  Rech- 
nung zu 

(i  =  cosh  \x~--  1,2040 
angenommen  ist;  folglich 
Bin-l--0>312«,    cos"1-- 0,188z. 

Die  letzten  Zahlen  geben  die  relativen 
Breiten  der  Öffnungen  und  der  zwischen- 
liegenden  Teile  des  Schirmes. 

Die  Formeln  (3)  und  die  Figur1) 
gestatten  verschiedene  Deutungen  für  die 
Elektrostatik  und  andere  mathematisch 
verwandte  Gebiete.  Bei  der  vorliegenden 
Anwendung  müssen  wir  voraussetzen,  daS 
die  Werte  von  i>  für  zwei  symmetrisch 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  y-  Achse 
gelegene  Punkte  identisch  sind,  während  die- 
jenigen von  ip  der  Große  nach  gleich,  aber 
von  entgegengesetztem  Vorzeichen  sind. 

1)  Einer  unten  (S.  682)  genannten  Arbeit  L&mb'*  entnommen.  Eine  Formel, 
die  mit  (1)  gleichwertig  ist,  wurde  von  Larmor  gegeben,  MaAewtatieal  Trift», 
Part.  II,  1895. 
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Es  folgt  ans  Gleichung  (3)  oder  beim  bloßen  Anblick  der  Figur, 
daß  die  Funktion  g>  in  (3)  eine  periodische  gerade  Funktion  von  y 
mit  der  Periode  x  ist.  Sie  kann  deshalb  nach  dem  Fourierechen 
Satze  in  eine  Reibe  von  Kosinussen  der  Vielfachen  von  2y  entwickelt 
werden,  wobei  die  Koeffizienten  Funktionen  von  x  sind,  deren  all- 
gemeine Form  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung 

A.y-0  .       (4) 

bestimmt  wird.     So  finden  wir  für  positives  x,    indem  wir  die  Be- 
dingung berücksichtigen ,  die  für  große  Werte  von  x   zu  erfüllen  ist, 

V  -  log  M  +  x  +  2  C,e-*"  cos  2ay.  (5)») 

Wenn  wir  eine  allgemeinere  lineare  Einheit  einführen  und  die 
Breite  jeder  Öffnung  mit  a  bezeichnen,  sowie  diejenige  jedes  da- 
zwischenliegenden Streifens  mit  b,  so  können  wir 


cosh 

cp  cos 

* 

■■  p  cosh 

XX 

"»i?j' 

sinh 

tp  ein 

* 

—  ft  sinh 

nx 

O-f-  ÖJ 

(* 

—  sec 

«t 

~&+b)' 

(6) 
Die  Entwickelung  (5)  wird  jetzt  durch 

»»-'•sc  +  ^rb+'2c-r-^  r+~s  W 

ersetzt,  wo 

x  -— .  (91 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  akustischen  Aufgabe.     Einem  Zug 

einfallender  Wellen  entsprechend,  deren  Potential  e?kl  ist,  setzen  wir ') 

df  _  e"*  +  g-"*  +  z ,     oder     *  -  •[',  (10) 

je   nachdem  x^O.    Wie  in  den  §§  293,  Nr.  2,  und  299,  Nr.  2, 

müssen  wir  an  den  Öffnungen 

X--1,      »'-  +  1  (11) 

1)  Die  besonderen  Werte  der  Koeffizienten  sind  für  unseren  Zweck  nicht 
nötig.     El  kann  gezeigt  werden,  dafi  in  der  hypergeome  tri  sehen  Schreibweise 

0.-i--^^(.,-...,J,)-'=^(.--'.)4+.,.-....J,). 

Siehe  die  genannte  Arbeit 

8)  Dm  Zeichen  v  wird  hier  für  das  akustische  Geiohwindigkeitapotential 
gebraucht,  da  •?  jetzt  eine  besondere  Bedeutung  hat 
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and  für  die  Übrigen  Teile  der  Ebene  x  —  0 

haben.     Da  2  der  Gleichung 

(A.+^I-O  (13) 

genügen  und  weiter  in  Bezug  auf  y  periodisch,  nämlich  mit  der 
Periode  a  +  b,  sein  mos,  so  muß  es  in  eine  Fouriersche  Reihe  von 
der  Form 

X  =  B0e-'*'  +  y  B,e-l>'  cos  |£|  (14) 

entwickelt  werden  können,  vorausgesetzt,  daß 

v-jf+",,;.-**-  äs) 

Da  nach  Voraussetzung  a  \  b  klein  gegen  die  Wellenlänge  .  ist, 
so  ist  die  rechte  Seite  von  (15)  positiv.  Folglich  sind  die  Größen  A, 
reell  and  unterscheiden  sich  außerdem  sehr  wenig  von  xt.  Glieder, 
welche  tV  enthalten,  sind  durch  die  Bedingung  ausgeschlossen ,  daß 
1  für  x  —  00  endlich  sein  soll,  sodaß  die  durch  %  dargestellten  Wellen 
schließlich  eben  werden.  Der  Umstand,  daß  sie  sich  von  dem  Gitter 
nach  außen  bewegen  müssen,  rechtfertigt  die  Weglassung  des  Gliedes 
in  e»*. 

Wenn  h  null  wäre,  so  würden  die  Bedingungen  zur  Bestimmung 
von  %  dieselben  sein,  als  wenn  die  Flüssigkeit  inkompressibel  wäre, 
und  wir  würden 

I  -  -  1  +  C«,  (16) 

haben,  wo  ip  die  durch  (6)  und  durch  die  bei  (1)  gemachten  Fest- 
setzungen bestimmte  Funktion  sowie  C  eine  Konstante  ist;  es  ist  von 
vornherein  klar,  daß  derselbe  Ausdruck  für  die  tatsächlichen  Verhält- 
nisse in  unmittelbarer  Nähe  des  Gitters  nähernngsweise  gelten  wird. 
Ferner,  für  kleine  Werte  von  kx  nimmt  der  Ausdruck  (14)  die  Form 

t-B,(l-itx)  +  2B.r"a»l"l  (H) 

an,  wo  die  Substitution  von  xt  für  l,  in  dem  Exponentialfaktor  einen 
Fehler  von  der  Größenordnung  7— t  k'  (o  +  b)1  mit  sich  bringt  Setzen 
wir  also  aus  (8)  in  Gleichung  (16)  ein,  so  finden  wir,  daß  (16)  und 
(17)  in  der  Tat  identisch  sind,  vorausgesetzt,  daß 

R--l  +  Clogu,     -«'ÄB0-=-^riL.  (I8) 


Reflexion  und  Durchgang  der  Wellen. 
und  für  s  >  0 


Folglich  ist 


B,  -  CC,.  (19) 

wo 

!--t-l»K-^T«-  <21> 

Was  3;'  betrifft,  so  werden  alle  Bedingungen  erfüllt,  wenn  wir 
annehmen,  daß  dessen  Wert  in  einem  Punkte  P'  auf  der  negativen 
Seite  des  Gitters  demjenigen  von  %  in  dem  Spiegelpunkt  P  von  P' 
auf  der  positiven  Seite  entgegengesetzt  gleich  ist.     Folglich 


-w-2!B'*'~,D*s"y 


In  der  Entfernung  einiger  Wellenlängen  vom  Gitter  können  die 
letzten  Glieder  in  (14)  und  (22)  vernachlässigt  werden,  und  die  Wellen 
werden  eben.  In  Rücksicht  auf  (10)  sehen  wir,  daß  die  Koeffizienten 
der  reflektierten  und  durchgelesenen  Welle  1  +  B0  und  —  B0  sind, 
oder 

wenn  derjenige  der  primären  Wellen  als  Einheit  genommen  wird. 
Folglich  sind  die  Intensitäten  I  nnd  1'  dieser  Wellen  durch 

'-rpw.      *'-r+W  (24> 

gegeben. 

Für  genügend  große  Wellenlängen  findet  wenig  Reflexion  statt, 
selbst  wenn  die  Öffnungen  nur  einen  kleinen  Teil  der  Fläche  des 
Schirmes  bilden.     Als  entsprechende  Zahlenwerte  haben  wir 

—^-0,  0,1,     0,2,     0,3,     0,4,     0,5,     0,6,     0,7,     0,8,     0,9,     1,0, 

_I_ 

a  +  b~ 

Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  die  Wellenninge  das  zehnfache  des 
Intervalles  a  +  b  ist,  und  daß  die  Öffnungen  den  zehnten  Teil  der 
Fläche  des  Gitters  bilden.  Man  wird  finden,  daß  die  reflektierten 
und  dnrchgelassenen  Intensitäten 

I  =0,121, 
bzw. 

r-  0,879 

sind.  Trotzdem  die  Öffnungen  verhältnismäßig  eng  sind,  so  gehen 
dennoch.  88%  des  Schalles  hindurch. 
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§  301.  Eine  ähnliche  Methode  gilt  für  den  Fall,  daß  das  Gitter 
aus  parallelen  Drähten  in  gleichen  Abständen  besteht. 

Wir  bemerken  zunächst,  daß  die  Potential-  und  Stromfunktionen 
einer  inkompreesiblen  Flüssigkeit,  die  von  einem  System  gleicher  und 
äquidistanter  linearer  Quellen  herrühren,  welche  die  #y  Ebene-  in  den 
Punkten  (°.  0),  (0,  ±  a),  (0,  ±  2  a),  ...  senkrecht  durchschneiden, 
nach  §  64  durch  die  Formel 

w-log*+Iog(^-*a)4-log(f+.o)+log(*-2io)+log(*+2io)-|---  (1) 

gegeben  sind,  wo 

w  — ■■  tp  +  if,         e  —  x  -f-  itf,  (2) 

oder  etwa 

w  —  log  einh  —  (3) 

Dies  ergibt 

(taug    ^| 

T  =  *logi(co8h^-cos^p),    *-tang-»   iL    (4) 

in  Übereinstimmung  mit  einem  Resultat,  das  von  Maxwell  herrührt1) 
Der  Fall  einer  Reihe   doppelter  Quellen,  deren  Achsen  parallel 
zur  ^-Richtung  sind,  wird  erhalten,  wenn  man  Gleichung  (3)  nach  s 
differenziert;  wir  finden  nämlich 

w  —  —  coth  — ,  (5) 

folglich 

9-~t 


coih ooi  - 


lux  !»y 


W 


Diese  Resultate  setzen  uns  in  den  Stand,  eine  Anzahl  Aufgaben 
der  Hydrodynamik,  magnetischen  Induktion  usw.  auf  sehr  einfache 
Weise  zu  leisen.  Insbesondere  sind  die  Potential-  und  Stromfunktionen 
für  eine  Flüssigkeit,  die  durch  ein  Gitter  von  parallelen  zylindrischen 
Stäben  vom  Radius  b  fließt,  durch 

w  _  M  +  ■*  coth  —  (7) 


1)  EUctricity  and  Magnttism,  %  203. 
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Gitter  aus  zylindrischen  Stäben. 

1.1         8m 

I   * 

<p  —  X  +  - 


«nh  — 

coah 

2  xx 

pin8*y 

a 

cosh 

2nx 

Sity 

(8) 


gegeben,  vorausgesetzt,  daß  die  Geschwindigkeit  im  Unendlichen  die 
negative  a;- Richtung  besitzt  und  gleich  1  ist.  Dies  folgt  aus  der 
Periodizität  hinsichtlich  y  and  aus  der  Tatsache,  daß  wir  für  kleine 
Werte  von  x  und  y  n  »heran  gs  weise 


*  =  Wl- 


j!L-\ 


(9) 


haben.  Es  wird  angenommen,  daß  der  Radius  b  eines  Stabes  klein 
gegen  den  Abstand  a  zwischen  den  Achsen  aufeinanderfolgender 
Stäbe  ist. 

Wenn  der  reelle  Teil  von  e  positiv  ist,  so  haben  wir  nach  (7) 


„_«+^(1+22.-""), 


(10) 


folglich 


Wenn  x  negativ  ist,  finden  wir  in  gleicher  Weise 

^-«-^-'(i+zJ;^«»-^)-       (12) 

Bei  der  akustischen  Aufgabe  wird  das  GeschwindigkeitBpotential 
die  Form 

*  -  e<*«  +  Ae-n'  +  ^  c.e~1''  C0B  np  ^13) 

oder 

*  -  Bd*'  -  2  C.er**'  cos  ^~v  (14) 

haben,  je  nachdem  x  7?  0,  wo  kt  die  positive  Größe  ist,  welche  durch 
^»_*£!_jfct  (15) 
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Für  Werte  von  x,  die  klein  gegen  die  Wellenlänge  sind,  können 
wir  den  Unterschied  von  A,  und  —  vernachlässigen,  vorausgesetzt, 
daß  die  Wellenlänge  groß  gegen  a  ist  Unter  diesen  Verhältnissen 
reduzieren  sich  die  Formeln  (13)  und  (14)  auf 

*  -  1  +  A  +  ik(l  -A)x  +  ^j  C,e     ^  cos  ^p         (16) 


*  -  B  +  ikBz  -  $  C,e  '•  %os  ^  ■  (17) 

Die  Funktion  0>  nhnmt  demgemäß  die  Form 

*  -  «p  +  /J  (18) 

an,  wo  9  durch  (11)  und  (12)  definiert  ist,  und  a  und  ß  Konstante 
sind,  vorausgesetzt,  daß 

l+A~a~  +  ß,  B a^r+ß,  ih(l-Ä)-a,  ikB-a,   0,-2«^- (1! 

Dies  ergibt 

Ä-tfm.    B-irssi-  <*> 

WO 

Die  Intensitäten  der  reflektierten  und  durchgelassenen  Wellen 
sind  deshalb 

Wenn  die  halbe  Wellenlänge  groß  gegen  -  ist,  so  findet  freier  Durch- 
gang mit  kaum  irgendwelcher  Reflexion  statt.  Dies  erläutert  noch- 
mals die  „außerordentliche  Kleinheit  der  Hemmung,  welche  feine 
Fäden  oder  Fasern  den  Schallwellen  darbieten".1) 

§  301a.  Die  Beugung  von  ebenen  Schallwellen  an  der  gerad- 
linigen Kante  eines  einseitig  unendlichen  Schirmes,  und  die  Bildung 
eines  Schallschattens,  sind  von  Sommerfeld*)   und,   mit  einigen  Er 

1)  Lord  Bayleigh,  Theory  of  Sound,  Bd.  11,  §  348. 

Die  Untersuchungen  der  §§  800  und  301  entstammen  einer  Arbeit  von 
Lamb,  „On  the  Beflection  and  Transmission  of  Electric  Waves  by  a.  Mettllk 
Qrating",  Proe.  Land.  Math.  Soe.,  39,  S.  523,  1898. 

8)  „Mathematische  Theorie  der  Diffraktion",  Math.  Ann.,  47,  S.  S17,  1895. 
Die  Darstellung,  die  im  Texte  folgt,  ist  einer  Abhandlung  von  Lamb  entnommea, 
„On  Sommerfelds  Dißraction  Problem;  and  on  Beflection  by  a  Parabolic  Minor", 
Proe.  Land.  Math.  Soe.  (8),  4,  S.  190,  1906. 
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Weiterungen,  von  Carslaw')  untersucht.  Ee  ist  zu  bemerken,  daß 
die  Wellenlänge  die  einzige  lineare  Größe  ist,  welche  bei  dieser  Form 
der  Aufgabe  auftritt,  und  daß  der  allgemeine  Charakter  der  Lösung 
deshalb  für  alle  Wellenlängen  derselbe  sein  muß. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Schirm  den  Teil  der  xs- Ebene 
einnimmt,  für  welchen  x  positiv  ist.  Indem  wir  uns  auf  den  Fall 
senkrechter  Inzidenz  beschränken,  können  die  einfallenden  Wellen 
durch 

*>-*■*  (i) 

dargestellt  werden,  wobei  der  Zeitfaktor  &iel  vorausgesetzt  ist.  Die 
vollständige  Lösung  wird  die  Form 

,,  =  <?**  +  i,  (2) 

haben,  wo  i>  das  Geschwindigkeitspotential  der  Luftbewegung  ist, 
welche  durch  ein  Schwingen  des  Schirmes  senkrecht  zu  seiner  Ebene 
mit  der  Amplitude  und  der  Periode  der  einfallenden  Wellen,  jedoch 
mit  genau  entgegengesetzter  Phase,  hervorgebracht  würde.     Folglich 

5J--«.        b-o.  »>«ü-  (3) 

Die  Funktion  1>  muß  der  Differentialgleichung 

genügen.  Es  ist  ferner  klar,  daß  i>  anti-symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  z-Achse  sein  wird,  sodaß  für  den  negativen  Teil  dieser  Achse 
*_0. 

Nun  schreiben  wir  für  einen  Augenblick 

'   i-B-  m 

Diese  Funktion  g  muß  auch  der  Differentialgleichung  (4)  genügen; 
sie  muß  auf  dem  negativen  Teil  der  x- Achse  verschwinden;  die  Ab- 
leitung ./  hingegen  muß  auf  dem  positiven  Teil  verschwinden.  Dies 
läßt  vermuten,  daß  im  Gebiete  y  >  0  der  Ausdruck  für  %  der  Art 
ist,  welche  einer  Singularität  passender  Art  im  Ursprungspunkt  ent- 
spräche. Die  gesuchte  Form  von  %  wird  sogleich  vermöge  unserer 
Kenntnis  von  den  Lösungen  gegeben,  welche  im  Falle  der  Inkom- 
pressihilität  (wo  k  —  0)  zur  Verfügung  stehen.  Dann  würden  wir  in 
polaren  Koordinaten  die  Formen 


1)  „Some  Multiform  Solutions  of  the  Partial  Differential  Equationi  of 
Phvrica  and  thair  Applications",  Pmc.  Land.  Math.  8oa,  SO,  S.  121,  189«; 
„Oblique  Incidence  of  a  Train  of  Plane  Wavei  on  a  Semi-Infinite  Plane",  Proc. 
Edin.  Math.  8oe.,  «,  1901. 
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r*  cos  4-  *     ond    r  *  cos  ^  # 
haben,  wo  fr  tob  0  bis  re  geht.    Die  passenden  Verallgemeinerungen 
sind  offenbar 

J,(kr)  coa\&     nnd     J_i(hr)  cos  $■#■, 

oder,  unter  Weglassung  konstanter  Faktoren, 

sinir         .  „  ,       «wir  ,  a 

■  ■■=•  cos  4  *      und      -    -■■  coh  +  & . 
■fiTr  T  Vi?  T 

Wir   nehmen  diejenige  Verbindung  dieser  beiden  Lösungen,  welche 

auf  den  Fall   divergierender  Wellen  paßt,  nnd  setzen  also  Versuchs- 

-     W""""  (6) 

Die  Integration  dieser  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung wird  erleichtert,  wenn  man  die  „parabolischen"  Koordinaten 
von  Henkel  u.  a.  einfahrt.     Wenn  wir 

**-£•-,',    ty-21,,  (8) 

setzen,  so  haben  wir 

£  -  (**)*  cos  *#,      ^ -(*»■)*  im  $*,  (9) 

wo,  wie  wir  annehmen  wollen,  ■&  von  0  bis  2*  geht.     Die  Kurven 

|  =  konst,      ij  —  konst 

bilden   ein  System   konfokaler  Parabeln,   deren  gemeinsamer  Brenn- 

,  ,.  punkt  im  Ursprung 

*     \.  liegt    Die  Koordi- 

\  ^**^"^  nate  v   ist  fibetaU 

^f^  *  positiv,     und    die 

f\  Linie  ij  -  0  stellt 

f  \  die  Lage  des  Schir- 

lT"b        I  x   mesdar.  DieKoor- 

V       /  dinate  %    hat  ent- 


/     ^^^^..^  seichen     anf    den 

y  beiden   Seiten   der 

^  x-Achse;  die  Linie 

\  —  0  stellt  den  freien  Teil  dieser  Achse  dar. 
Wir  finden  sofort 

lr"'i'       9»  *  r  I 

sodaß  Gleichrmg  (6)  die  Form 
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'dt       *>1        i  8  l     ' 

annimmt. 

Die  Büfsgleichungen  bei  dem  Lagrangeachen  Integrationsverf&hren 
sind  also 

Das  eine  Integral  ist 

U  -  o,  (is) 

wo  a  eine  willkürliche  Eonstante  bezeichnet;  infolgedessen  finden  wir 

_  |  (e-'H) +■-„({+•) +.-'('-3  -"**(j-f)l 

demnach 

*  ~  ?  {'""J^""" «  +  «_""/"f  «"""''S}  +  »,  («) 
wo  6  die  zweite  willkürliche  Eonstante  bezeichnet  Die  vollständige 
Lösung  Ton  (11)  lautet  deshalb 

*~t{c"'/     e-^dt  +  e'^j     e~*dt)+F(f),    (16) 


wo  F  (y)  eine  willkürliche  Funktion  von  y  ist. 

Es  ist  nach  (5)  klar,  daß  der  Wert  von  $,  der  so  erhalten  ist, 
notwendig  der  Gleichung 

AC+3 +"♦)-•  <") 

genügen  muß.  Wenn  wir  also  ans  (16)  in  die  linke  Seite  von  Gleichung 
(4)  einseben,  so  muß  diese  eine  Funktion  von  y  allein  werden. 
Andererseits  sieht  man  aus  (8),  daß,  wenn  x  groß  ist,  während  y 
endlich  bleibt,  der  erste  Teil  von  (16)  sich  auf  eine  Summe  von 
konstanten  Vielfachen  von  «**»  bzw.  e~"'  reduziert.  Um  also  zu  be- 
wirken, daß  (4)  befriedigt  wird,  ist  es  nur  nötig, 

F(y)  -  A<fk»  +  Be-ft*  (18) 

zu  Betzen.  Dies  ließe  sich  auch  unabhängig  beweisen,  nämlich  ver- 
mittels der  Gleichung 

$  +  $  +  *«' +  **>♦-<>.  (W> 

welche  mit  (4)  äquivalent  ist 
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Es  erübrigt  eich  noch,  die  Konstanten  Ä,  B,  C  zu  bestimmen.  Für 
y  —  0,  x  >  0  muß  3 —  —  —  ii&  sein.  Indem  wir  die  Formeln  (10) 
gebrauchen  und  -q  =  0  setzen,  finden  wir 

A-B--1.  (20) 

Wenn  wiederum  x  groß  und  negativ,  y  jedoch  endlich  ist,  so  maß  %■ 
nach  dem  Grenzwert  0  streben,  da  in  diesem  Gebiet  die  einfallenden 
Wellen  (1)  allein  merklich  sind.  Setzen  wir  also  E-f-ij  — oo,  |  — ij  =— oo, 
und  erinnern  wir  an  die  Formeln 


f  *»?**- f*r*t-§i, 


(21) 
so  erhalten  wir 


'-f'  +  i-t,      -"-y^+ü-O.  (22) 

Folglich 

A  —  i,        B-h        0-^--  CT 

Die  vollständige  Lösung  unserer  Aufgabe  ist  also  durch  Gleichung  (2), 
zugleich  mit 


(24) 


*  -  l±i  je*1'  /V''1  <*£  +  «-"' r<r-'P  de}  -  *(*«»  -  «-"») 

gegeben.  Dies  stimmt  mit  der  Gestalt  fiberein,  welche  Sommerfelds 
Resultat  im  Fall  senkrechter  Inzidenz  annimmt.1) 

Der  Wert  von  $  in  einem  Punkt  (x,  —  y)  muß  demjenigen  ent- 
gegengesetzt gleich  sein,  welcher  für  den  Punkt  (x,  y)  gilt.  Dt 
der  Ausdruck  in  (24)  eine  ungerade  Funktion  von  %  ist,  so  ist  er 
auf  das  Gebiet  y  <  0  ohne  weiteres  anwendbar. 

Die  vollständige  Deutung  der  Lösung  (24)  würde  uns  auf  Einzel- 
heiten fuhren,  welche  eigentlich  in  die  Optik  gehören.  Einige  be- 
merkenswerte Punkte  mögen  jedoch  kurz  berührt  werden. 

Da  nach  Gleichungen  (9) 

*r  -  P  +  V,  (25) 

so  folgt,  daß  in  einer  Entfernung  von  der  Kante,  welche  gegen  die 
Wellenlänge  -v-  ziemlich  groß  ist,  entweder  j;  oder  ij  groß  sein  maß- 
Nud  haben  wir  nach  Gleichung  (24)  des  §  236  näherungsweise 


1)  Veigl.  Caralaw,  Pmc.  Land.  Math.  Soe.,  SO,  S.  184,  I8B8. 

i    l;=<l;,V,ÜO^Ie 


f 


.P-0V5  +i  g-,*  (26) 

wenn  die  obere  Grenze  genügend  groß  ist  In  einer  Entfernung  von 
mehreren  Wellenlängen  vom  Band  auf  der  Seite  den  positiven  y  re- 
duziert eich  also  die  Formel  (24)  anf 

Für  *  —  0  ist  i  —  7j,  also 

*-*«-«».  (28) 

Wenn  £  z  positiv  und  genügend  groß  ist,  wird  {;  —  ij  groß  und  positiv 
sein,  also 

f>  -  e-"»,  (29) 

was  auf  vollständige  Reflexion  hindeutet.  Wenn  hingegen  lex  negativ 
und  genügend  groß  ist,  so  wird  |  —  ij  einen  großen  negativen  Wert 
erhalten,  folglich 

s)  -  0.  (30) 

Die  einfallenden  Wellen  (1)  sind  hier  allein  von  Bedeutung. 

Wenn  wir  zur  Seite  des  negativen  y  übergehen,  so  wird  die  an- 
genäherte Formel  (27)  durch 

i  +  i   r+- 

0 

ersetzt.  Für  x  —  0,  d.  h.  an  der  Grenze  des  „geometrischen  Schattens", 
ist  £  +  rt  —  0,  also 

«,..««»  4- ♦-*«"».  (32) 

Wenn  Ttx  positiv  und  genügend  groß  ist,  wird  £■  -)  ■  ij  groß  und  negativ 
sein,  also 

p  -  e"'  +  v  -  0,  (33) 

was  die  Schattenwirkung   des  Schirmes  darstellt.     Wenn  lex  negativ 
und  hinreichend  groß  ist,  so  wird  %  4- 1  groß  und  positiv;  folglich 
y  _  ^*»  +  ^  ^  e-*».  (34) 

Die  ursprünglichen  Wellen  pflanzen  sich  hier  ungehindert  fort. 

Anf  jeder  Seite  des  Schirmes  gibt  es  ein  Zwischengebiet,  inner- 
halb dessen  der  Obergang  stattfindet,  nämlich  von  dem  durch  (29) 
bzw.  (33)  zu  dem  durch  (30)  bzw.  (34)  dargestellten  Zustand.  Wir 
können  einen  angefahren  Maßstab  für  unsere  Annäherungen  aufstellen, 
indem  wir  eine  positive  Zahl  m  von  solcher  Größe  wählen,  daß  der 
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Brach   -^i=-:  als   klein  betrachtet  werden  kann. ')     Das  zweite  Glied 

auf  der  rechten  Seite  von  (26)  ist  dann  gegen  das  erste  zu  vernach- 
lässigen. Die  Resultate  (29)  und  (30)  wurden  unter  der  Annahme 
abgeleitet,  daß  |  £  —  ij  |  als  groß  zu  betrachten  sei.  Die  Grenzen  des 
fraglichen  Gebiets  auf  der  Seite  des  positiven  y  werden  demnach 
erhalten,  wenn  man 

IS-ll-» 

setzt.     Dies  fuhrt  vermittels  der  Gleichungen  (8)  auf  die  Parabel 

»-k»«,-Sf.  m 

deren  Brennpunkt  im  Ursprung  liegt,  und  deren  Parameter  -r-  m 
der  Wellenlänge  proportional  ist.  Das  entsprechende  Gebiet  auf 
Seite  des  negativen  y  wird  durch  die  Parabel 

»  —  H>**  +  n  W 

begrenzt.  H 

Innerhalb  dieser  Zwischengebiete  treten  die  eigentlichen  Be^ 
^igungserscheinungen  besonders  hervor;  wir  wollen  uns  jedoch  auf 
diese  nicht  näher  einlassen.1) 

Atmosphärische  Wellen. 

§  302.  Die  Theorie  solcher  Fragen,  wie  die  Schwingungen  der 
Atmosphäre  der  Erde  in  großem  Maßstab,  wo  die  Dichte  im  Gleich- 
gewichtszustand nicht  als  gleichförmig  angesehen  werden  kann,  ist 
noch  sehr  unvollkommen.  Eine  besondere  Schwierigkeit  besteht 
darin,  die  physikalischen  Bedingungen  in  Rechnung  zn  ziehen,  welche 
in  den  oberen  Schichten  der  Atmosphäre  herrschen  mögen.  Es  wird 
sich  zeigen,  daß  die  Formeln  in  gewissen  Fällen  eine  unbegrenzte 
Zunahme  der  Amplitude  mit  der  Höhe  ergeben.  Nicht  allein  wird 
die  Beschränkung  auf  unendlich  kleine  Bewegungen  hierdurch  ver- 
letzt, sondern  es  zeigt  sich  auch,  daß  wir  einen  wichtigen  Faktor  bei 
den  Erscheinungen  übersehen,  wenn  wir  die  Reibung  vernachlässigen, 
deren  hemmende  Wirkung  der  Dichte  umgekehrt  proportional  ist, 
und  deshalb  mit  der  Höhe  zunehmen  muß. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  wir  ein  Gas  im  Gleichgewicht  unter 
gewissen  konstanten  Kräften  haben,  die  ein  Potential  ü  besitzen, 
und   wir  wollen  mit  p0  und  p0  die  Werte  von  o  und  »  in  diesem 

1)  Der  Wert  von  in  braucht  nicht  gerade  sehr  groß  in  »ein.  Wenn  vir 
etwa  m  —  6  setzen,  betragt  der  Fehler  weniger  bIb  10  %. 

2)  Wegen  des  Falles  schiefer  Inzidenz  verweisen  wir  auf  die  Arbeiten,  die 
im  Anfang  dieses  Paragraphen  angefahrt  Rind. 

'S   ze    V  ^ 


Atmosphärische  Schwingungen.  639 

Znstand  bezeichnen,  wobei  diese  Größen  im  allgemeinen  Funktionen 
der  Koordinaten  x,  y,  s  Bind.     Wir  haben  dann 

dP,--f,ia.  (1) 

Die  Gleichungen  für  kleine  Bewegungen  unter  dem  Einfluß  störender 
Kräfte,  die  ein  Potential  ß'  haben,  können  deshalb  folgendermaßen 
geschrieben  werden: 

n  du        dp     9  dp»     n  9a'\ 
™li         dx+  *  Zx  "*•  dx\ 
99  dp  ,   q  dp„  9X\  ,9, 

dv>  9p  ,    q  3p,  9St'\ 

*>  fi 9~i  +  fc  dl  ~  «•  17  J 

Die  allgemeine  Kontinuitätsgleichung  (4)  des  §  8  gibt  mit  der- 
selben Annäherung 

*«  —  £<«.«> -£(*•) -£(*•)■  (3) 

Der  Fall,  der  der  mathematischen  Behandlung  am  meisten  zu- 
gänglich ist,  ist  der,  wo  die  Gleichgewichtstemperatur  gleichförmig 
ist1),  und  die  Ausdehnungen  und  Zusammenziehungen  dem  isothermen 
Gesetz  folgend  gedacht  werden,  nodaß 

p-*t.  (*) 

wo  c  die  Newtonsche  Schallgeschwindigkeit  bezeichnet.     Wenn  wir 
schreiben,  so  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (2)  auf 


p) 


(6) 


d.  h-,   s   bezeichnet    den   „Gleichgewichtswert"    der  Kondensation   in- 
folge eines  störenden  Potentials  &'. 

Wenn  wir  u,  v,  tv  aus  (3)  und  (5)  eliminieren,  finden  wir 

1)  Die  Bewegung  ist  in  diesem  Falle  wirbelfrei,  und  hatte  vermittels  des 
Oeschwindigkeitspotentials  untersucht  werden  können. 

Digilizedny^iOOylc 
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§  303.  Wenn  wir  die  Krümmung  der  Erdoberfläche  vernach- 
lässigen, und  die  «-Achse  senkrecht  nach  oben  nehmen,  so  wird  p„ 
eine  Funktion  von  g  allein,  die  durch 

&  — M.  •     (1) 

bestimmt  ist.  Unter  der  gemachten  Annahme  einer  gleichförmigen 
Temperatur  haben  wir  nach  dem  Boyleschen  Gesetz 

Po-SQtH,  (2) 

wo  E  wie  in  §  274  die  Höhe  einer  homogenen  Atmosphäre  für  die 
gegebene  Temperatur  bezeichnet.     Folglich 

t,-Ä.-i.  (3) 

Setzen  wir  in  Gleichung  (7)  des  §  302  ein,  und  nehmen  wir  an,  daß 
§  =•  0,  so  finden  wir  für  den  Fall,  daß  keine  Stömngskräfte  vor- 
handen sind, 

Für  ebene  Wellen,  die  sich  in  vertikaler  Richtung  bewegen,  wird  s 
eine  Funktion  von  e  allein  sein,  und  deshalb 

W  "WF*     h  dz)  W 

Wenn  wir  einen  Zeitfaktor  e'"'  annehmen,  so  wird  dies  durch 

<p  =  .Be»"  (6) 

erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

oder 

»-ij±«',  (8) 

WO 

*-■; ;(i -«&■)*■  (9> 

Das  untere  Vorzeichen  in  Gleichung  (8)  gilt  für  den  Fall  von  Wellen, 
die  nach  oben  fortgepflanzt  werden.  In  reeller  Form  lautet  die 
Lösung  für  diesen  Fall: 

5=  Ce*H  cos  (tff-jfeY).  (10) 

1)  Diese  Gleichung  wurde  von  Poisaon,  1.  c,  S.  667,  gegeben  und  für  den 
Fall   kugelförmiger  Wellen    durch  Reihen  integriert.    Poüeon  behandelt  auch, 

zwar  weniger  vollständig,  den  Fall,  wo  im  Oleichgewicht  die  Temperatur  nach 
oben  zu  gleichmäßig  abnimmt,  und  die  Schwankungen  de«  Drucke«  und  der 
Dichte  durch  da«  adiabatische  Gesetz  verknüpft  «ind. 

DigmzedDy^iOOylC 
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Die  Wellengeschwiiidigkeit  .  ändert  sich  zwar  mit  der  Frequenz, 
aber  Bolange  tf  groß  gegen  5-'™  ist,  ist  sie  näherungsweise  konstant, 
indem  sie  sich  von  c  nur  durch  eine  kleine  Größe  zweiter  Ordnung 
unterscheidet.  Die  hauptsächlichste  Wirkung  der  Dichteänderung 
richtet  sich  auf  die  Amplitude,  welche  zunimmt,  wenn  die  Wellen  in 
die  dünneren  Regionen  kommen,  gemäß  dem  Gesetz,  welches  der 
Exponentialfaktor  angibt.  Dieses  Anwachsen  hätte  man  ohne  Rech- 
nung vorhersehen  können;  denn  wenn  die  Änderung  der  Dichte  inner- 
halb der  Grenzen  einer  Wellenlänge  klein  ist,  findet  fast  keine  Re- 
flexion statt,  und  die  Energie  pro  Wellenlänge  muß  deshalb  beim 
Fortschreiten  umgeändert  bleiben.  Da  diese  Energie  mit  a'p,,  pro- 
portional ist,  wo  a  die  Amplitude  bedeutet,  und  da  p0  sich  wie  e   H 

verhält,  so  ergibt  sich,  daß  a  sich  wie  e%H  verhalten  muß.  Wie  be- 
reits angegeben  wurde,  müssen  die  Vorgänge  in  Wirklichkeit  durch 
die  Zähigkeit  stark  beeinflußt  werden. 

Wenn   ö  <  ^-g,   so    wird  die  Form  der  Lösung  verändert,   wir 
haben  nämlich 

s  —  (A^'1  +  At<T'')  cos  et,  (11) 

wo  m,  and  r»s,  die  beiden  Wurzeln  von  (7),  reell  und  positiv  sind. 
Dies  stellt  eine  stehende  Schwingung  dar,  welche  einen  „Knoten" 
und  einen  „Bauch"  hat.  Wenn  z.  B.  die  Knotenebene  die  ist,  für 
welche  z  —  0  gilt,  so  haben  wir 

m1A1  +  m^Af  «-  0, 
and  die  Lage  des  Bauches  (s  —  0)  wird  durch 

»-s^rloeS  (12) 

gegeben. 

Wenn  die  Bewegung  in  zwei  Dimensionen,  nämlich  in  der  hori- 
zontalen und  vertikalen  vor  sich  geht,  so  haben  wir 

Wenn  wir  annehmen,  daß 

g- 0 -&*-***— ,  (14) 

so  finden  wir,  daß 

»,-g  +  «"-#<j,-0.  (15) 

Wenn  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  in  m  reell  sind,  so  wird  minde- 
stens eine  derselben  positiv  sein;  sind  sie  hingegen  imaginär,  so  ist 
ihr  reeller  Teil  positiv. 
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Wenn  die  Schwingungen  ganzlich  horizontal  sind,  so  haben  wir 
m  —  0  nnd  ff  —  ke.  Die  Wellen  werden  deshalb  unverändert  mit 
der  Geschwindigkeit  c  fortgepflanzt,  wie  zu  erwarten  war,  da  bei  der 
gegenwärtigen  Annahme  einer  gleichförmigen  Gleichgewichtatemperatur 
die  Wellengeschwindigkeit  anabhängig  von  der  Höhe  ist.1) 

§  304.  Dies  fahrt  zu  der  Betrachtung  der  langsamen  horizon- 
talen Schwingungen  einer  Atmosphäre  von  gleichförmiger  Temperatur, 
welche  eine  mhende  Kugel  bedeckt 

Wenn  wir  wie  in  §  197  Winkelkoordinaten  8,  a  einfahren,  and 
mit  u  und  v  die  Geschwindigkeitskomponenten  parallel  und  senkrecht 
zum  Meridian  bezeichnen,  so  geben  die  Gleichungen  (5)  des  §303 


dt  "      ad&  (s      s) 


(1) 


dt        ««nee«*-*     *» 

wo  a  der  Radius  ist.  Wenn  wir  die  vertikale  Bewegung  (k)  ver- 
nachlässigen, so  lautet  die  Kontinuitätsgleichung  (3)  des  §  303 

Z»  1       fg(M8in8)        gel  .» 

3t=       asmoM       dB        ^gmi'  W 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zeigen,  daß  u,  v,  s  als  unabhängig 
von  der  Höhe  angesehen  werden  können.  Die  Formeln  sind  in  der 
Tat  dieselben  wie  in  g  197,  ausgenommen,  daß  s  die  Stelle  von  j 
nnd  cs  die  von  gh  vertritt.  Da  wir  in  unserer  gegenwärtigen  Schreib- 
weise c*  =  gH  haben,  so  folgt,  daß  die  freien  sowie  die  erzwungenen 
Schwingungen  gertau  dieselben  Gesetze  befolgen,  wie  diejenigen  einer 
inkompreseiblen  Flüssigkeit  von  gleichförmiger  Tiefe  S,  welche  die- 
selbe Kugel  bedeckt. 

Für  die  freien  Schwingungen  haben  wir  also 

s  _  S,  ■  cos  (ff*  +  *),  {3} 

vorausgesetzt,  daß  Sn  eine  Kugelflächenfunktion  von  der  ganzzahligen 
Ordnung  n  ist,  und  t 

ff'  =  »(n+l)^.  (4) 

Als  ein  numerisches  Beispiel  wollen  wir  c— 3,80  ■  10*,  2«o=4  ■  10*  [cm-aek] 
nehmen,  dann  finden  wir  für  die  Fälle  «  —  1  und  n  —  2  Perioden 
von  28,1  bzw.  16,2  Stunden. 

1)  Diese*  Paragraph  ist  hauptsächlich  aus  einer  Arbeit  von  Lord  Rajleigb 
hergeleitet,  „On  Vibration!  of  an  Atmosphere",  Phil.  Mag.  (4),  S9,  8.  173,  18» 
(Sc.  Papers,  Bd.  ITT,  8.  8S6).  Eine  Besprechung  über  den  Einfluß  eines  Tem- 
peraturgefällea  nach  oben  auf  die  Fortpflanzung  von  Schallwellen  findet  sich  bei 
Heynolda,  „On  the  Refraction  of  Sound  bj  the  AtmoHphere",  ft-oe,  B.  8.,  *t 
8.  631,  1871  (Sc.  Papers,  Bd.  I,  S.  8»),  nnd  Lord  Bayleigh,  Theory  of  Sound,  $  V»- 
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Die  flutartigen  Schwankungen  des  Druckes,  die  von  der  An- 
ziehung der  Sonne  und  des  Mondes  herröhren,  sind  sehr  gering.  Es 
folgt  aus  der  obigen  Analogie,  daß  der  Gleichgewichtswert  5  der 
Kondensation  mit  ~  vergleichbar  ist,  wo  f  die  in  §  179  definierte 
Größe  ist.  Nehmen  wir  --  —  1,80  Fuß  (wie  für  die  Mondnuten)  und 
H—  25000  Fuß,  so  gibt  dies  für  die  Amplitude  von  s  den  Wert 
7,2  ■  10_s.  Wenn  die  normale  Hoho  des  Barometers  30  Zoll  beträgt, 
so  bedeutet  dies  eine  Schwankung  von  nur  0,00216  Zoll 

Im  Hinblick  auf  §  212  wird  man  erkennen,  daß  die  Analogie 
mit  den  Schwingungen  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  von  der 
Tiefe  R  nicht  gestört  wird,  wenn  wir  zu  den  Gezeitenschwingungen 
auf  einer  rotierenden  Kugel  übergehen.  Die  Höhe  S  der  homogenen 
Atmosphäre  fällt  nicht  viel  unter  einen  der  Werte  (29040  Fuß)  der 
Tiefe  des  Ozeans,  für  welche  die  halbtägigen  Gezeiten  von  Laplace 
berechnet  wurden.1)  Es  ergab  eich,  daß  die  Gezeiten  in  diesem  Falle 
direkt  waren,  und  daß  sie  am  Äquator  das  11,267-fache  ihres  Gleich- 
gewichts wertes  hatten.  Auch  mit  diesem  Faktor  würde  die  ent- 
sprechende barometrische  Schwankung  nur  0,0243  Zoll  betragen.*) 

Die  regelmäßigsten  unter  allen  Schwankungen  des  Barometers 
haben  tägliche  und  halbtägige  Perioden,  die  aber  nicht  als  Sonnen- 
fluten  gedeutet  werden  können,  da  in  diesem  Falle  die  entsprechenden 
Mondfluten  2,28  mal  so  groß  sein  würden,  während  sie  praktisch 
nicht  bemerkbar  sind. 

Die  beobachteten  Schwankungen  müssen  der  täglichen  Veränderung 
der  Temperatur  zugesehrieben  werden,  welche,  der  harmonischen 
Analyse  unterworfen,  Komponenten  ergeben,  deren  Perioden  1,  ^,^,i,  ■•■ 
eines  Sonnentages  sind.  Es  ist  sehr  bemerkenswert,  daß  die  zweite 
(nämlich  die  halbtägige)  Komponente  eine  beträchtlich  größere  Am- 
plitude als  die  erste  hat.  Es  ist  von  Lord  Kelvin  behauptet  worden, 
daß  die  Erklärung  dieser  Eigentümlichkeit  darin  zu  suchen  ist,  daß 
eine  größere  Übereinstimmung  für  die  Periode  der  halbtägigen  Kom- 
ponente mit  einer  freien  Periode  der  Erdatmosphäre  besteht,  als  es 
für  die  tägliche  Komponente  der  Fall  ist.  Die  Frage  ist  von  Margules 
zum  Gegenstand  einer  ausführlichen  Untersuchung  gemacht  worden, 
wobei  die  Erdrotation  in  Rechnung  gezogen  ist.*) 

1)  Siehe  die  Tabelle  auf  S.  401  oben. 

9)  Vergl,  Laplace,  „Recherchea  snr  pluaienr  apointa  du  gyst£me  da  mon.de", 
Mim.  de  l'Aead.  Boy.  des  Sciences,  1776  (1779)  {Oeuvres,  Bd.  IX,  S.  388).  Ferner 
Meeanüjue  Celeste,  4.  Buch.  Kap.  6. 

8)  Wiener  Ber.,  Bd.  M,  B.  204,  1890. 
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Elftes  Kapitel. 

Zähigkeit 

§  30B.  Der  hauptsächlichste  Gegenstand  dieses  Kapitels  ist  der 
Widerstand  gegen  Distorsion,  welcher  als  „Zähigkeit'  oder  „innere 
Beibung"  bekannt  ist  und  bei  allen  wirklichen  Flüssigkeiten  mehr 
oder  weniger  auftritt,  den  wir  aber  bisher  vernachlässigt  haben. 

Es  empfiehlt  sich,  einem  Plan,  der  bereits  bei  verschiedenen 
Gelegenheiten  zugrunde  gelegt  wurde,  zu  folgen  und  kurz  an  die  Grund- 
züge der  allgemeinen  Theorie  eines  dynamischen  Systemen  zu  erinnern, 
welches  dem  Einfluß  dissipativer  Kräfte,  die  lineare  Funktionen  der 
generalisierten  Geschwindigkeiten  sind,  unterworfen  ist1)  Dies  wird 
nicht  nur  deshalb  nützlich  sein,  weil  es  die  meisten  der  folgenden 
einzelnen  Untersuchungen  unter  einen  gemeinsamen  Gesichtspunkt 
bringt,  es  wird  auch  bisweilen  in  den  Hauptzügen  die  Resultate  an- 
deuten, welche  in  Fällen  zu  erwarten  sind,  die  der  mathematischen 
Behandlungsweise  noch  nicht  zugänglich  sind. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  eines  einzigen  Freiheitsgrades.  Die 
Bewegungsgleichung  ist  yon  der  Form 

aq  +  bq  +  cq  -  Q.  (1) 

Hier  ist  q  eine  generalisierte  Koordinate,  welche  die  Ablenkung  aus 
einer  Gleichgewichtslage  bestimmt,  a  ist  der  Trägkeitskoeffkient,  der 
wesentlich  positiv  ist,  c  ist  der  Elastizitätskoeffizient,  der  bei  den 
Anwendungen,  die  wir  betrachten  werden,  positiv  sein  soll;  b  ist  der 
Reibungskoeffizient,  der  auch  positiv  ist.  Da  die  Glieder  auf  der 
linken  Seite  von  Gleichung  (1)  sich  verschieden  verhalten,  wenn  man 
das  Vorzeichen  von  t  ändert,  so  ist  die  Bewegung  eines  Systeme« 
gemäß  einer  derartigen  Gleichung  nicht  umkehrbar. 
Wenn  wir 

T=\aq%,     V-^cq*,    F  -  ±bq*  (2) 

1)  Bezüglich  einer  vollständigeren  Darstellung  der  Theorie  verweisen  wir 
auf  Lord  Bayleigh,  Theory  of  Sound,  Kap.  4  and  6;  Thomson  und  Tait, 
Natural  Fhüosophy  (8.  Aufl.),  §§  340—846;  Routh,  Advanced  Rigid  Dynamics, 
Kap.  6  nnd  7. 
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setzen,  so  kann  die  Gleichung  in  der  Form 

jt(r  +  F)--8F+ej  (3) 

geschrieben  werden.  Dies  zeigt,  daß  der  Zuwachs  der  Energie  T  +  V 
kleiner  ist  als  im  Verhältnis  zu  der  von  der  äußeren  Kraft  geleisteten 
Arbeit.  Das  Glied  2F  stellt  also  die  Dissipation  der  Energie  pro 
Zeiteinheit  dar;  diese  ist  stets  positiv. 

Bei  einer  freien  Bewegung  haben  wir 

aq  +  bq  +  cq-  0.  (4) 

Wenn  wir  annehmen,  daß  q  eich  wie  eil  verhält,  so  nimmt  die  Lösung 
je  nach  der  relativen  Wichtigkeit  des  Keifanngsgliedes  verschiedene 
Formen  an.     Für  t>*  <  4ac  haben  wir 

oder  etwa 

l--i±i„.  (6) 

Folglich  lautet  die  vollständige  Lösung  in  reeller  Form 

q=*Ae    *  cos  (tf*  +  e)j  (7) 

wo  A  und  e  willkürlich  sind.  Die  Bewegungsart,  welche  hierdurch 
dargestellt  wird,  kann  als  eine  einlache  Schwingung  angesehen  werden, 
deren  Amplitude  sich  asymptotisch  der  0  nähert,  und  zwar  nach  dem 

Gesetz  e  T.  Die  Zeit  *,  in  welcher  die  Amplitude  anf  -  ihres  ur- 
sprünglichen Wertes  sinkt,  wird  bisweilen  als  „Dämpfungszeit"  der 
Schwingungen  bezeichnet.1) 

Wenn  5—  klein  gegen  y-  ist,  so  ist  7 —  eine  kleine  Größe 
zweiter  Ordnung,  und  die  Winkelgeschwindigkeit  0  der  Schwingung 
wird  dann  praktisch  durch  die  Reibung  nicht  beeinflußt  Dies  ist 
immer  der  Fall,  wenn  die  Zeit  2jtt,  in  welcher  die  Amplitude  auf 
den  Bruchteil  er1"  (=  ^J  ihres  Anfangswertes  fällt,  gegen  die  Periode 
—  groß  ist 

Wenn  andererseits  6*  >4ac,  so  sind  die  Werte  von  i.  reell  und 
negativ.     Bezeichnen  wir  sie  mit  —  «,  und  —  o,,  so  haben  wir 

q  —  A1e-*>'  +  Ate-°''.  (8) 


1)  Im  Englischen;  „modnlm  of  decsy". 
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Dies  stellt  eine  „aperiodische  Bewegung"  dar,  das  System  geht  höchstens 
einmal  durch  seine  Gleichgewichtslage  und  nähert  sich  ihr  endlich 
asymptotisch. 

In  dem  kritischen  Falle  i*  —  4oc  sind  die  beiden  Werte  von  1 
gleich;  wir  finden  dann  durch  gewöhnliche  Methoden 

q-(A  +  Bf)e—,  (9) 

was  ähnlich  gedeutet  werden  kann. 

Wenn   der   Reibungskoeffizient  b    wachst,   so   gehen   die  beiden 
Größen  o,  und  o,  mehr  und  mehr  auseinander,   indem  die  eine  von 

ihnen,  etwa  tu,  nach  dem  Werte  -  und  die  andere  nach  dem  Werte  -.- 
'  ~'  a  b 

strebt.     Der  Einfluß   des  zweiten  Gliedes   in  (8)  nimmt  dann  rasch 

ab,  und  die  übrig  bleibende  Bewegung  ist  die  gleiche,  als  wenn  der 

Trägheitskoeffizient  a  null  wäre. 

§  306.    Wir  wollen  zunächst  die  Wirkung  einer   periodischen 
äußeren  Kraft  betrachten.     Nehmen  wir  an,  daß 

Q  =  tVC'*'),  (10) 

so  gibt  die  Gleichung  (1): 

»-.-.■?+<..•  ("> 

Setzen  wir 

1  -  —  —  fi  cos  *!  ] 

*   »■     '  (12) 

—  —  ü  am  *,  | 
wo  c-,  zwischen  0°  und  180°  liegen  mag,  so  haben  wir 

S-^«"->.  (13) 

Nehmen  wir  die  reellen  Teile,  so  können  wir  sagen,   daß  die  Kraft 
Q  -  C  cos  (at  +  e)  (14) 

q  -  ^  COS  (<St  +  6  -  Bl)  (15) 


die  Schwingung 


aufrecht  erhält. 
Da 

so  findet  man  leicht,  daß  für  b*  <  4  ac  die   Amplitude  am  größten 
ist,  wenn 

-©'•(i-i3*.  <») 

«»1«  Google 
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wobei  sie  dann  den  Wert 

S©*(»-i3"*  (18> 

annimmt, 

Im  Falle  verhältnismäßig  kleiner  Reibung  kann  -—  als  klein 
von  der  zweiten  Ordnung  angeseheu  werden,  und  die  Amplitude  wird 
am  größten,  wenn  die  Periode  der  eingeprägten  Kraft  mit  derjenigen 
der  freien  Schwingung  übereinstimmt  (vergi  §  167).  Die  Formel  (18) 
seigt  dann,  daß  die  maximale  Amplitude  zum  Gleichgewichtswert  -- 

im  Verhältnis  *-r-  Bteht,  welches   nach  der  Voraussetzung   groß   ist. 

Wenn  andererseits  b1  >  4  ac,  so  wächst  die  Amplitude  beständig, 
wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  o  der  Schwingung  vermindert  wird, 
and  nähert  sich  schließlich  dem  Gleichgcwichtswert  —  • 

Es  folgt  ferner  aus  (15)  und  (12),  daß  die  maximale  Verrücknng 
dem  Maximum  der  Kraft  mit  einem  Phasenunterschied  folgt,  der 
gleich  t[  ist,  wo 

Wenn  die  Periode  länger  als  die  freie  Periode  bei  Abwesenheit  der 
Reibung  ist,  so  liegt  diese  Phasendifferenz  zwischen  0°  und  90°,  und 
im  entgegengesetzten  Falle  zwischen  90°  und  180°.  Wenn  der  Reibungs- 
koeffizient o  verhältnismäßig  klein  ist,  so  weicht  das  Intervall  sehr 

wenig  von  0°  bzw.  180°  ab,  außer  wenn  tf  dem  kritischen  Wert  y  — 
nahezu  gleich  ist.  Für  den  kritischen  Wert  selbst  ist  die  Phasen- 
differenz 90°. 

Der  Mittelwert  für  die  Dissipation  (bg*)  wird  leicht  zu 


-9+« 


gefunden.     Dies  wird  am  größten,  wenn 


<-Vl 


Wenn  die  Schwingungen  sehr  rasch  sind,  so  gibt  die  Formel  (11) 
n  äherungsweise 

«--Ä  (21) 

wie    in    %   167;    die   Trägheit    des    Systemes    hat   jetzt    vorwiegend 
Einfluß. 
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Wenn   andererseits  e  klein  ist,   so  hat  die  VezTackung   nahem 
den  Gleichgewichtswert 

J-f-  M> 

§  307.     Ein  interessantes  Beispiel  bieten  die  Gezeiten  in  einem 
Kanal  unter  dem  Äquator.1) 

Mit  dem  Reibungsglied  behaftet  lautet  die  Bewegungsgleichung 

wo  die  Schreibweise  die  gleiche  wie  in  §  180  ist.*) 

Im  Falle  freier  Wellen  setzen  wir  X  —  Q  and  nehmen  an,  daß 

g  -  A  •  e"+"*.  (2) 

Wir  finden 

l'  +  fU  +  W-O, 

folglich 

l__i(l±j(JV_t,,«).  (3) 

Wenn  wir  das  Quadrat  von   **■   vernachlässigen,    gibt  dies   in  reeller 
Form 

%  _  ^e-  */"  cos  { i  (c*  ±  x)  +  t }  ■  (4) 

Die  Dämpfungszeit  ist  2f*-1,  und  die  Wellengeschwindigkeit  wird  in 
erster  Annäherung  durch  die  Reibung  nicht  beeinflußt. 

Um  die  erzwungenen  Wellen  zu  finden,  die  von  der  Anziehung 
des  Mondes  herrühren,  schreiben  wir  in  Übereinstimmung  mit  §  180 


x-v."KH, 

(5) 

n    die  Winkelgeschwindigkeit   des   Mondes   in   Bezog 
en  Meridian  und  a  der  Erdradräs  ist.    Wir  finden 

auf 

*" 

i            if.'            «(«+:+•) 

(6) 

«-««■-n-a-  +  i.>.'«'e 

die  Oberflächenerhebung  haben  wir  folglich 

,2!       l                Sc*                uUt+l+,\ 

(') 

H-^  wie  in  §  179. 
Um   diese  Ausdrücke  in  reelle  Form  zu  bringen,   sc) 

reiben  wir 

"»8  2* -¥„£"£?' 

(8) 

1)  Airy,  „Tide«  »ad  W&vai",  %%  Slftff. 

!)  Insbesondere  steht  jetzt  c'  für  ^A,  wo  A  die  Tiefe  ist. 
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Beispiel  aas  der  Theorie  der  Gezeiten. 
wo  0  <  %  <  90°-    Wir  finden  so,  daß  einer.  Störungskraft 

X--/"sio2(»'f-f-|  +  e) 
die  horizontale  Verrttckung 


(8) 


I  — 


j.in2(»<  +  |  +  e-I)    (10) 


'  | (•■  -!.••«■)■  +  l,W| 
und  die  Oberilächenoriiebung 

*-    i— ; — rco82(«'i+J  +  .-z)  (ii) 

entspricht 

Da   in   diesen   Aasdrücken   n't  -\ \-  e   den    Stundeuwinkel   de« 

Mondes  für  den  Punkt  x  des  Eanalea  mißt,  so  ergibt  sich,  daß  Hoch- 
wasser dem  Vorübergang  des  Mondes  in  einer  Zwischenzeit  (j  folgt, 
die  durch  ritv  —  %  gegeben  ist. 

Wenn  c*  <  n'a%  oder  -  <  — ,  so  worden  wir  im  Falle  unendlich 
a         g 

kleiner  Reibung  %  «=  90°  haben,  d.  h.  die  Gezeiten  wurden  sich  „um- 
gekehrt" ergeben  (vergl.  §  180).  Bei  merklicher  Reibung  wird  % 
zwischen  90°  und  45°  liegen,  and  das  Hochwasser  wird  also  am  das 
Zeitinterrall  beschleunigt,  das  dem  Winkel  90°  —  %  entspricht. 

Wenn  andererseits  -  >  — ,  sodaß  die  Gezeiten  bei  Abwesenheit 
a  g 

der  Reibung  „direkt"  sein  würden,  so  liegt  der  Wert  Ton  %  zwischen  0° 
und  45°,    und  das  Hoch- 
wasser wird  um  das  Zeit 
intervall  verzögert,  welches 
diesem  Winkel  entspricht.       —f? t%_ 

Die  nebenstehenden 
Figuren  zeigen  die  beiden 
Fälle.  Die  Buchstaben  M 
und  M'  geben  die  Lagen 
des  Mondes  und  des  Gegen- 
mondes (siehe  3.  418)  an, 
die  in  der  Ebene  des  Äqua- 
tors liegen  sollen,  und  die 
Pfeile  zeigen  die  Richtung 
der  Erdrotation. 

Es  ist  klar,  daß  in 
beiden     Fallen     die     An- 
ziehung  des    störenden    Systems    auf  das    gehobene  Wasser    einem 
Kräftepaar  gleichwertig  ist,  das  das  Drehmoment  des  Systemes  Erde 
und  Meer  zu  vermindern  strebt. 
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Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  kann  die  Intensität  des  Kräftepaares 
leicht  berechnet  werden.  Ans  (9)  und  (11)  finden  wir  für  den  Mittel- 
wert der  Tangentialkraft,  welche  auf  das  gehobene  Wasser  pro  Einheit 
der  Oberfläche  ausgeübt  wird, 


=/• 


pXi}dx  =  —  \(f\fa\i\2i,  (12) 


wo  \  die  vertikale  Amplitude  ist.  Da  die  positive  Richtung  von  X 
nach  Osten  zu  geht,  so  zeigt  dies,  daß  im  Durchschnitt  ein  Oberschuß 
der  westlich  gerichteten  Kraft  vorhanden  ist  Wenn  wir  mit  der 
Größe  der  Wasseroberfläche  und  dem  Radius  a  multiplizieren,  erhalten 
wir  den  Betrag  des  verzögernden  Kräftepaares. 

Die  Wirkung  von  Phasendifferenzen  bei  der  Zusammensetzung 
zweier  Fluten,  für  welche  die  Werte  von  0  wenig  verschieden  sind, 
ist  bereits  in  §  223  erörtert  worden.  Um  die  dort  gegebenen  Formeln 
auf  den  vorliegenden  Fall  anzupassen,  müssen  wir  ö  —  2  n,  e  =  2  % 
schreiben.  "Wir  finden  aus  Gleichung  (8)  oben1) 


(13) 


Wenn  wir  zwei  fluterzeugende  Körper  mit  nahezu  gleichen  Perioden 
haben,  so  gibt  dieser  Ausdruck  das  Zeitintervall,  nach  welchem  die 
Springfluten  dem  Zeitpunkt  der  Konjunktion  oder  Opposition  folgen. 
Die  obige  Untersuchung  ist  wegen  ihres  theoretischen  Interesses 
wiedergegeben  worden;  aber  wenn  wir  sie  auf  die  wirklichen  Verhält- 
nisse der  Erde  anwenden  wollen,  so  scheinen  die  Phasenunterschiede, 
welche  sie  zu  erklären  im  Stande  ist,  gegen  die  wirklich  auftretenden 
völlig  unbedeutend  zu  sein.  Wenn  wir  uns  z.  B.  einen  breiten  Gürtel 
von  11250  Faß  Tiefe  als  Meer  unter  dem  Äquator  denken,  haben  wir 
nach  (8)  und  nach  §  180 

tang  2z l—g  -4 0,191  x  ??, 


wo  t  —  —  die  Dämpfungszeit  der  freien  Schwingungen  ist.  Es  scheint 
naturgemäß,  anzunehmen,  daß  die  Dämpfungszeit  in  einem  solchen 
Fall  ein  beträchtliches  Vielfaches  des  Mondtages  sein  würde,  wonach 
die  Änderung  der  Hochwasserzeit,  die  durch  die  Reibung  hervor- 
gebracht würde,  mit 

v  x  22  Minuten 


1)  Vergl.  Airj,  „Tidea  and  Wavea",  Sä  8S8ff. 
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vergleichbar  wäre.  Deshalb  können  wir  über  eine  Phasenverzögerung 
von  mehr  als  wenigen  Minuten  auf  diesem  Wege  keine  Rechenschaft 
geben. 

Eine  ähnliche  Grenze  besteht  flu-  den  Betrag  der  Verzögerung 
der  Springfluten,  wie  er  auB  Formel  (13)  berechnet  ist 

Es  mag  zugegeben  werden,  daß  die  Einführung  des  Reibnngs- 
gliedes  —  (i  ---  in  (1)  nnr  ein  roher  Notbehelf  ist,  der  auf  allgemeine 
Weise  die  Wirkung  kleiner  dissipativer  Kräfte  darstellen  soll;  aber 
die  vorausgehende  Rechnung  stellt  zum  mindesten  die  Frage,  ob  die 
großen  Phasenunterschiede,  die  in  Wirklichkeit  bei  den  Finten  vor- 
kommen, nicht  eher  der  Trägheit  des  Ozeans,  wie  aie  durch  die 
Konfiguration  seiner  Grenzen  bedingt  wird,  als  der  Reibung  zu- 
zuschreiben seien.    VergL  §  323. 

Vielleicht  lohnt  es  sich,  die  numerische  Erläuterung  einen  Schritt 
weiter  zu  führen  und  die  Wirkung  des  verzögernden  Kräftepaares  auf 
die  Erdrotation  abzuschätzen.     Wir  haben 

4*fea'  ■  V  '  3T 2 Apha3/" sin  2%  ■  6, 

wo  p0  die  mittlere  Dichte  der  Erde,  a0  deren  Trägheitsradius,  »  deren 
RotationBgeschwindigkeit  und  6  der  Bruchteil  der  Oberfläche  ist,  der 
von  Wasser  bedeckt  wird.     Wir  können  dies  in  der  Form 

sin  2  x  •  6 


d 

3   «". 

B    s'   «," 

schreiben. 

Wenn 

wir  annehmen,  daß 

9_ 

=  0,18 

J-0,10, 

£-8,67 

io- 

o-2,09 

10',    o- 

32,2 

so  gibt  dies  mit  genügender  Annäherung 

*2 9,17  x  10-»  sin  2%  ■  9, 

oder   wenn    wir    den   Unterschied    zwischen    sin  2  %    and  —  tang  2  % 
vernachlässigen, 


Dies  gibt  die  Verzögerung  in  Bogenmaß  pro  Sekunde  pro  Sekunde. 
In  Bogensekunden  pro  Jahrhundert  pro  Jahrhundert  ausgedrückt, 
wird  dies 


,y  Google 
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Demgemäß  würde  die  Erde  in  einem  Jahrhundert  ungefähr 

12  9  •  -  •  ^4  Sekunden 

verlieren,  im  Vergleich  mit  einer  genan  gehenden  Uhr,  mit  welcher 
sie  zn  Beginn  des  Jahrhunderts  im  Schritt  war.  Selbst  wenn  wir  0 
so  groß  wie  \  nehmen  (was  ganz  roh  den  Fall  eines  Heeres  am 
Äquator  darstellen  würde,  das  von  den  zwei  Breitenkreisen  von  30"  n. 
and  s.  Br.  begrenzt  wäre),  so  gibt  dies  mit  irgend  einem  zulässigen 
Werte  von  x  weniger  als  den  Bruchteil  einer  Sekunda1) 

Es  ist  zum  mindesten  fraglich,  ob  Reibungskräfte,  wie  wir  sie 
uns  als  gegenwärtig  wirksam  denken  können,  genügend  sind,  irgend 
eine  merkliche  Verzögerung  der  Gezeiten  oder  eine  solche  Verzögerung 
der  Erdrotation  hervorzubringen,  wie  sie  bisweilen  ans  astronomischen 
Gründen  geschlossen  worden  ist.  Aber  die  Untersuchung  der  Gezeiten 
in  einem  Falle,  wo  sowohl  gyrostatische  wie  Reibungsglieder  in  Betracht 
kämen,  wäre  erwünscht,  bevor  man  mit  Sicherheit  etwas  hierüber 
aussagen  könnte. 

§  308.  Wir  kehren  zu  der  allgemeinen  Theorie  zurück.  Es 
seien  qlf  qa,  . . .,  qH  die  Koordinaten  eines  Systems,  welches  kon- 
servativen Kräften  unterliegen  soll,  die  von  seiner  Konfiguration 
abhängen,  ferner  Kräften,  welche  sich  wie  die  Geschwindigkeiten 
verhalten,  und  schließlich  gegebenen  äußeren  Kräften.  Die  Glei- 
chungen für  kleine  Bewegungen  eines  solchen  Systemes  unter  den 
allgemeinsten  Voraussetzungen,  die  wir  machen  können,  werden  von 
der  Form 

"£  +  ***  + HA  + £+«,        w 

sein,  wo  die  kinetische  und  potentielle  Energie  T  und  V  durch  Aus- 
drücke der  Form 

27=  ouä»  +  (fcV  +  ■■■  -f-  2aI1ft!&  +  -  (2) 

2F-  W  +  c^»  +-+2cltqlqt  +  ..-  (3) 


1)  Betrefft  Schätzungen  der  Flutveraögerung  der  Erdrotation  unter  ver- 
schiedenen Annahmen,  die  lieh  auf  die  Hohe  und  Phaue  der  Einten  beziehen, 
verweisen  wir  auf  Delannay,  „Sur  l'eiistence  d'nne  caoie  nouvelle  ayant  nne 
inflnence  sensible  snr  U  valeur  de  l'equation  sfoulaire  de  la  Lone",  Campte» 
Rtndw,  61,  1866,  und  Sir  W.  Thomeon,  „On  the  Observation«  and  Caloulaiioni 
required  to  find  the  Tidal  Retardation  of  the  Earth'a  Rotation",  FhiL  Mag.  (*), 
31,  S.  638,  1866  {Math,  and  Fhys.  Papers,  Bd.  III,  S.  SST).  Die  erste  derartige 
Schätzung  achoint  Ferrel  im  Jahre  1668  ausgeführt  zu  haben. 
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gegeben  sind.     Es  ist  zu  beachten,  daß 


w 


aber  wir  nehmen  nicht  an,  daß  B„  und  i?„  gleich  sind. 
Wenn  wir  jetzt 

h„-K-\<ßf.  +  K)  (5) 

und 

ß„  —  ß.-i(ß„-B,)  (6) 

schreiben,  so  nimmt  die  typische  Gleichung  (1)  die  Form 

■  ag  +  iE  +  A.*.  +  A.4  +  -- -g  +  ft  0) 

an,  vorausgesetzt,  daß 

Ans  den  Gleichungen  in  dieser  Form  leiten  wir 

±(T  +  r)  +  2F-Z:Q,q,  (9) 

ab.  Die  rechte  Seite  drückt  den  Betrag  ans,  mit  welchem  die  äußeren 
Kräfte  Arbeit  pro  Zeiteinheit  leisten.  Ein  Teil  dieser  Arbeit  trägt 
zar  Vermehrung  der  gesamten  Energie  T-\-V  des  Systemes  bei;  der 
übrige  wird  von  unserem  Gesichtspunkt  aus  mit  der  Geschwindig- 
keit 2F  zerstreut.  Bei  Anwendung  auf  wirkliche  Probleme  ist  die 
Funktion  F  wesentlich  positiv;  sie  heißt  nach  Lord  Rayleigh,  dem 
man  ihre  formelle  Einführung  verdankt,  die  „Dissipations- Funktion". ') 
Die  Glieder  in  (7),  welche  von  F  herrühren,  mögen  als  „Beibungs 
glieder"  unterschieden  werden.  Die  übrigen  Glieder  in  qlf  &,...,  qn, 
mit  Koeffizienten,  welche  der  Beziehung  ßri  —  —  ßIT  unterworfen  sind, 
sind  von  der  Form,  die  wir  bereits  bei  den  allgemeinen  Gleichungen 
eines  gyrostatischen  Systeme»  getroffen  haben  (§  141);  sie  mögen 
deshalb  als  ,$yrostatische  Glieder"  bezeichnet  werden. 

§  308.  Wenn  die  gyrostatischen  Glieder  fehlen,  so  reduziert 
sich  Gleichung  (7)  anf 

dldq,^  dqrr  8«,      Vr'  "■     ' 

Wie  in  §  167  können  wir  annehmen,  daß  durch  Koordinaten- 
transformation  die  Ausdrücke  für  T  und  V  auf  Summen  Tön  Quadraten 
reduziert  sind,  sudaß 

2r-o,jl,  +  a,j,>  +  •■■  +  «.!.■,  (H) 
»r-  «,»,•  +  c,q,'  +  -+  n.J.».  (12) 

1)  „Some  General  Theorems  relatiog  to  Vibration«",  Froc.  Land.  Math  Soc.,  4, 
S.  857,  1878  [Sc.  Popen,  Bd.  I,  S.  170);  Theory  of  Sovnd,  §  81. 


Es  kommt  oft,  wenn  auch  keineswegs  notwendig,  tot,  daß  dieselbe 
Transformation  auch  F  in  diese  Form  bringt,  also 

2F  =  Biä1  4-  W  +  ■  ■  ■  +  W-  (13) 

Die  Gleichung  (10)  erhält  dann  die  einfache  Form 

flUr  +  Mr  +  <V9r-G-,  (14) 

welche  in  §  305  besprochen  wurde.     Jede  Koordinate  qr  ändert  sieh 
jetzt  anabhängig  von  den  übrigen. 

Wenn  F  nicht  durch  die  gleiche  Transformation  wie  T  und  V 
reduziert  wird,  so  lauten  die  Gleichungen  für  kleine  Bewegungen 


(15) 


««£.+  *Hi9i  +  &^?i  H H  &„,&,+  CB9«=  GJ 

wo  &„  =  &„.. 

Die  Bewegung  ist  jetzt  verwickelter.  In  dem  Falle  freier 
Schwingungen  um  stabiles  Gleichgewicht  z.  B.  beschreibt  jedes  Teil- 
ehen (bei  einer  Normalschwingung)  eine  elliptische  Bahn,  deren 
Achsen  nach  dem  Gesetze  e~"'  abnehmen. 

Die  Sache  wird  etwas  einfacher,  wenn  die  Reibungskoeffizienten  bri 
klein  sind,  da  dann  die  Normalschwingongen  fast  die  gleichen  werden, 
als  wenn  keine  Reibung  vorhanden  wäre.  Es  ergibt  sich  z.  B.  aas 
(15),  daß  eine  Art  freier  Bewegung  möglich  ist,  wo  die  Ver- 
änderung hauptsächlich  an  einer  einzigen  Koordinate  qr  stattfindet. 
Die  r*  Gleichung  reduziert  sich  dann  auf 

«rSr  +  Mr  +  *r«r  -  °.  (16) 

wobei  wir  die  Glieder  weggelassen  haben,  in  denen  die  verhältnis- 
mäßig kleinen  Größen  q,,  qt,  . . .,  q\  (außer  qr)  mit  den  kleinen  Ko- 
effizienten bn,  brf,  ■  •  -,  bn  behaftet  sind.  Wir  haben  in  §  305  ge- 
sehen, daß  für  kleines  b„  die  Lösung  von  (16)  die  Form 

qf  —  Ae~7  cos  (et  +  t)  (17) 

hat,  wo 

■--ifc.  -©*  «> 

Die  verhältnismäßig  kleinen  Änderungen  der  übrigen  Koordinaten 
werden  dann  durch  die  übrigen  Gleichungen  des  Svstemes  (15)  ge- 
geben.   Wir  haben  z.  B.  mit  den  gleichen  Annäherungen 


*Ä  +  Mr  +  c,q,  -  0,  jO(WP&e 
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folglieh  . 

q,  =  ^rfa  Ae~*  sin (pt  +  e).  (20) 

Außer  in  dem  Falle,  wo  zwei  Normalschwingungen  nahezu  gleiche 
Perioden  haben,  werden  die  elliptischen  Bahnen  der  Teilchen  unter 
den  gemachten  Annahmen  sehr  gestreckt. 

Wenn  wir  angenommen  hätten,  daß 

qr  =-  a  cos  (at  +  e),  (21) 

wo  ff  denselben  Wert  hat,  als  wenn  keine  Reibung  vorhanden  wäre, 
während  a  sich  mit  der  Zeit  langsam  ändern  mag,  und  ferner,  daß 
die  Veränderungen  der  übrigen  Koordinaten  verhältnismäßig  klein 
sind,  so  würden  wir  nahezu 

T  +  F-  ±or  q*  +  $crqr*  -  i0'ara*  (22) 

finden.     Ferner  ist  die  Dissipation  gleich 

2F-b„qr', 

deren  Hittelwert  nahezu 

**■*„«"  (23) 

beträgt.  Setzen  wir  folglich  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die 
Energie  abnimmt,  dem  Hittelwerte  der  Dissipation  gleich,  so  er- 
halten wir 

dt *t  "'  (24) 

folglich 

a  -  «o«",  (25) 

wenn,  wie  in  §  305, 

,-.-A£.  (26) 

Diese  Methode,  die  Dämpfung  der  Schwingungen  zu  ermitteln,  ist 
bisweilen  in  Fällen  gebräuchlich,  wo  die  vollständige  Bestimmung 
der  Bewegung,  wie  sie  durch  die  Reibung  beeinflußt  wird,  schwierig 
sein  wurde  (vergl.  §§  331  und  338). 

Wenn  die  Reibungskoeffizienten  verhältnismäßig  groß  sind,  so 
wird  die  Trägheit  des  Systemes  ohne  Einfluß;  und  das  passendste 
Koordinatensystem  ist  dasjenige,  welches  F  und  V  gleichzeitig  auf 
Summen  von  Quadraten,  etwa 

2F-  S,s,'  +  «,«,'  +  ■■■  +  s.a.1 1  ,27) 

reduziert.    Die  Gleichungen  der  freien  Bewegung  haben  dann  die  Form 
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folglich  _i 

q,-Ce   ',  (29) 

wenn 

t-|.  (30) 

§  310.  Wenn  in  den  Grundgleichungen  sowohl  gyrostatische 
wie  Reibungaglieder  vorhanden  sind,  bo  ist  die  Theorie  natürlich  ver- 
wickelter. Es  muß  hier  genügen,  den  Fall  von  zwei  Freiheitsgraden 
zu  betrachten,  mit  der  Absicht,  einen  Punkt  weiter  aufzuklären,  der 
in  §  205  besprochen  wurde. 

Die  Bewegungsgleichungen  haben  jetzt  die  Formen 

«läi  +  *n2i  +  (*ii  +  0)  ?t  +  Mi  -  Qt  1  fll 

Um  die  freien  Schwingungen  zu  bestimmen,  setzen  wir  Ql  =-  0,  @,  =  0, 
und  nehmen  an,  daß  g,  und  gt  sich  wie  «*'  verhalten.  Dies  fuhrt 
zu  folgender  Gleichung  vierten  Grades  in  k: 

Es  läßt  sich  mit  Hilfe  der  von  Routh1)  gegebenen  Kriterien  leicht 
zeigen,  daß  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  die  Größen 

°ii  at>  ^n>  ^>j  &h&m  — ^u1 

alle  positiv  sind,  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  die  reellen  Teile  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  alle  negativ  sein 
sollen,  die  ist,  daß  c,  und  c,  beide  positiv  sein  müssen. 

Wenn  wir  Glieder  zweiter  Ordnung  in  den  Reibungskoeffizienten 
vernachlässigen,  kann  derselbe  Schluß  direkter  auf  folgende  Weise 
erhalten  werdeu.  Unter  dieser  Annahme  sind  die  Wurzeln  von  (2) 
näherungs  weise 

A  =  -«i±»o-„     -«,±*«t,  (3) 

wo  tf,  und  et  in  erster  Annäherung  dieselben  Werte  wie  in  dem 
Falle  haben,  wo  keine  Reibung  vorhanden  ist;  d.  h.  <f*  und  ota  sind 
die  Wurzeln  von 

a^ff*  -  (a,^  +  alCt  +  ß*)<s>  +  c,c,  -  0,  (4) 

während  Oj  und  o,  durch 


1)  Advanced  Rigid  Dynamics,  §  S8T. 
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bestimmt  werden.  Es  ist  klar,  daß  ct  und  c,  dasselbe  Vorzeichen 
haben  müssen,  wenn  a1  and  0,  reell  sein  sollen,  and  daß  ferner  dieaes 
Vorzeichen  das  positive  sein  maß,  wenn  %  und  at  positiv  sein  sollen. 
Wenn  umgekehrt  c,  und  c,  beide  positiv  sind,  so  sind  die  Werte 
von  ff,1  und  8j'  reell  und  positiv,  und  die  Großen  —  und  -  liegen 
zwischen  ihnen.  Es  ergibt  sich  dann  leicht  aus  (5),  daß  Oj  und  at 
beide  positiv  sind.1) 

Wenn  einer  der  Koeffizienten  c,  und  ci,  z.  B.  ct,  nnll  ist,  so 
verschwindet  auch  einer  der  Werte  von  o*,  z.  B.  o1t  was  eine  freie 
8chwingnng  von  unendlich  langer  Periode  anzeigt.    Wir  haben  dann 


0,0,'       »       OiCi-r?" 


(6) 


Wie  in  §  205  könnten  wir  die  Ausdrücke  für  die  erzwungenen 
Schwingungen  in  dem  allgemeinen  Falle  leicht  hinschreiben,  wo  Q1 
and  Qs  sich  wie  e""  ändern,  aber  wir  wollen  hier  insbesondere  den 
Fall  betrachten,  wo  c,  —  0  nnd  Qa  —  0.  Die  Gleichungen  (1)  geben  dann 

fo  -  0%  +  iabu)  3l  +  (bit  +  ß)qt-QA 

ia(blt-ß)q1+(iOas +  1^)^-0  }'  K  } 

folglich 

„ *"<**  +  ft» a       (ft\ 

»       -oIat.V-(ot6„+o16„)«'+(olCl-)-^  +  M..-61.')'<'  +  6«'=i  *'     W 

Dies  kann  auch  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

?>  "  o.o,  {(<«  +  «,)'  +  VI  ('•  +  «.)  Vl'  W 

Unser   Hauptzweck   ist   der,   den   Fall   einer   Störungskraft   von 

langer  Periode  zu  erörtern,  und  zwar  wegen  dessen  Bedeutung  für  die 


1)  Bin  einfache!  Beispiel  zu  der  obigen  Theorie  int  daa  eines  Massen- 
teilchena,  weichet  sich  in  einer  ellipsoidalen  Schale  bewegt,  die  am  eine  ver- 
tikale Achse  rotiert  Wenn  die  Schale  glatt  int,  so  wird  das  Teilchen  im 
untersten  Punkt  in  stabilem  Gleichgewicht  sein,  außer  wenn  die  Periode  der 
Rotation  zwischen  denjenigen  der  beiden  Noimalschwingungen  (je  eine  in 
einer  vertikalen  Hanptebsne)  liegt,  welche  möglich  sind,  wenn  die  Schale  in 
Bnhe  ist.  Wenn  aber  Reibung  zwischen  dem  Massenpunkt  und  der  Schale 
in  Betracht  kommt,  dann  wird  das  Gleichgewicht  nur  so  lange  „sakal&r"  stabil 
■ein,  als  die  Rotationsperiode  langer  als  diejenige  der  langsameren  der  beiden 
genannten  Normalschwingungen  ist.  Wenn  die  Rotation  schneller  vor  sich 
geht,  so  wird  das  Teilchen,  wenn  sie  je  zufällig  gestört  wird,  sich  allmählich 
aus  der  früheren  Lage  entfernen,  um  endlich  in  eine  Lage  des  relativen  Gleich- 
gewichts zu  kommen,  wobei  es  mit  der  Schale  rotiert,  gerade  wie  bei  dem 
bo genannten  konischen  Pendel.  In  diesem  Zustand  besitzt  das  zusammen- 
gesetzte System  von  Massenteilchen  und  Schale  weniger  Energie  für  gleiches 
Drehmoment,  als  wenn  das  Teilchen  im  untersten  Punkt  geblieben  wäre. 

IitUb,  Hjdrodjiiimlk.  42 
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Laplacesche  Ansicht  betreffs  der  vierzehntägigen  Flut  (§  216).  Wir 
vollen  deshalb  annehmen,  daß  das  Verhältnis  —  sowohl  wie  —  sroB 
ist.     Die  Formel  reduziert  sich  dann  auf 

Alles  kommt  jetzt  auf  die  Werte  der  Verhältnisse  —  und  ,  hinaus. 
Wenn  et  so  klein  ist,  daß  beide  vernachlässigt  werden  können,  haben  wir 


_ft 


(11) 


in  Übereinstimmung  mit  der  Gleichgewichtstheorie.  Hier  ist  die 
Annahme  gemacht  worden,  daß  die  Periode  der  eingeprägten  Kraft 
groß  gegen  die  Zeit  ist,  in  welcher  freie  Bewegungen  infolge  der 
Reibung  auf  den  traten  Betrag  ihrer  ursprünglichen  Amplituden 
fallen  würden.  Diese  Bedingung  wird  im  Falle  der  Tierzehntägigen 
Flut  wahrscheinlich  bei  weitem  nicht  erfüllt.  Wenn  wir  in  näherer 
Übereinstimmung  mit  den  wirklichen  Verhältnissen  annehmen,  daß  — 
und  -^  groß  sind,  so  erhalten  wir 

wie  in  §  205  (24). 


§  311.  Wir  gehen  dazu  über,  die  besondere  Art  des  Wider- 
standes zu  betrachten,  der  bei  Flüssigkeiten  auftritt  Die  Methoden, 
die  wir  gebrauchen  werden,  sind  notwendigerweise  dieselben,  die  auf 
den  Widerstand  gegen  Deformation  anwendbar  sind,  der  als  Elastizität 
bekannt  und  für  die  festen  Körper  charakteristisch  ist  Die  beiden 
Klassen  von  Erscheinungen  Bind  zwar  physikalisch  verschieden, 
da  die  letztere  von  den  Gestaltsänderungen  selbst  abhängt,  die 
erstere  dagegen  von  der  Geschwindigkeit  der  Gestaltsändernng;  die 
passenden  mathematischen  Methoden  sind  jedoch  zum  größten  Teil 
identisch. 

Wenn  wir  uns  drei  Ebenen  senkrecht  zu  den  Koordinatenachsen 
durch  einen  Punkt  P  gezogen  denken,  so  können  die  drei  Kom- 
ponenten der  Spannung  pro  Flächeneinheit,  die  auf  die  erste  dieser 
Ebenen  wirken,  mit  pxxl  p  pxl  bezeichnet  werden,  die  Spannungs- 
komponenten auf  die  zweite  Ebene  mit  pfZ,  prf,  pfll  und  diejenigen 
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auf  die  dritte  Ebene  mit  ptat  ptf,  p,,.1)  Wenn  wir  unsere  Aufmerk- 
samkeit auf  ein  Element  SxSySe  richten,  das  seinen  Mittelpunkt  in 
P  hat,  so  finden  wir,  indem  wir  die  Momente  nehmen,  und  durch 
SxSySi  dividieren 

P„=P,t,    P.*=P»>    P*r*-P,*> 

wo  die  äußeren  Kräfte  und  die  kinetischen  Gegenwirkungen  weg- 
gelassen sind,  da  sie  kleine  Größen  höherer  Ordnung  als  die  Ober- 
flächenspannungen sind.  Diese  Gleichheiten  reduzieren  die  neun 
Spannungskomponenten  anf  sechs;  in  dem  Falle  einer  zähen  Flüssig- 
keit werden  sie  sieh  auch  unabhängig  aas  den  Ausdrücken  für 
p  ptxr  pxy  als  Funktionen  der  Deformationsgeschwindigkeiten  ergeben, 
die  sogleich  erörtert  werden  sollen  (§  313). 


§  312.  Es  ergibt  sich  nach  den'  §§  1  und  2,  daß  in  einer 
Flüssigkeit  die  Abweichung  des  Spannungszustandes,  der  durch 
Pzx>  PzV>  •  •  -  ausgedrückt  wird,  von  demjenigen  eines  nach  allen 
Richtungen  gleichförmigen  Druckes  allein  durch  die  Deformations- 
bewegung in  der  unmittelbaren  Nähe  von  P  bedingt  ist,  d.  h.  durch 
die  sechs  Größen  a,  b,  c,  f,  g,  k,  welche,  wie  in  §  30  gezeigt  wurde, 
diese  Deformationsbewegung  bestimmen.  Bevor  wir  dazu  übergehen, 
Pxn  Pitt  ■  ■  •  al8  Funktionen  dieser  sechs  Größen  auszudrücken,  empfiehlt 
es  sich,  gewisse  Transformation  sform ein  aufzustellen. 

Wir  wollen  Px',  Ptf',  Pe    in   den  Eichtungen  der  Hauptachsen 
der  Deformationsbewegung  in  P  ziehen,  und  es  seien 
a',  V,  c'  die  Geschwindigkeiten  der  Ausdehnung  nach 
diesen  Richtungen.     Ferner  sei  die  gegenseitige  Lage  x 
der  Achsensrsteme  x,  y,  x  und  x,  y,  e   in  der  ge-  1 
wohnlichen  Weise  durch  die  nebenstehende  Tabelle  der 
Richtungskosinusse  bestimmt.    Wir  haben  dann 

Folglich 

a  —  l*a'  +  l*b'   +  ?gV  1 

b  —  m^a  +  mfb'  +  «ijV],  (1) 

c  —  Va'  +  V6'  +  Ve'  i 

1)  In  Übereinstimmung  mit  dem  gewöhnlichen  Gebrauch  der  Elastizitäto- 
theorie  rechnen  wir  einen  Zug  als  positiv  und  einen  Druck  als  negativ.  Im 
Falle  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  haben  wir 


X 

y 

B 

h, 

ml 

nlt 

l„ 

«•• 
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t»j 
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wo  die  beiden  letzten  Beziehungen  der  Symmetrie  gemäß  hingeschrieben 
sind.     Wir  bemerken,  daß 

a  +  b  -f-  e  —  f£  +  V  +  d,  (2) 

wie  za  erwarten  war,  da  jede  Seite  die  räumliche  Dilatation  mißt  (§  7). 


(3) 


was  mit  den  beiden  anderen  derartigen  Formeln 

ergibt.  Ä  ™  i>w,i°'  +  I»m»6'  +  **m*c' 

§  313.  Aus  der  Symmetrie  der  Verhältnisse  ist  klar,  daß  die 
Spannungen,  die  in  P  auf  die  Ebenen  yV,  dx,  x'y  wirken,  gegen 
diese  senkrecht  sein  müssen.  Wir  wollen  sie  mit  p1}  pi}  pt  bezeichnen. 
In  der  Figur  des  §  2  mag  ABC  jetzt  eine  Ebene  darstellen,  die 
senkrecht  zu  x  in  unmittelbarer  Nähe  von  P  gezogen  ist  und  die 
Achsen  x',  y',  e'  in  A,  B,  G  trifft;  schließlich  soll  A  die  Fläche  ABC 
bezeichnen.  Die  Flächen  der  übrigen  Seiten  des  Tetraeders  PABC 
werden  dann  ^A,  Z,A,  /SA  sein.  Bilden  wir  die  x- Komponenten  der 
Kräfte,  die  auf  das  Tetraeder  wirken,  so  finden  wir 

#«A  —  Pik&'h  +P*k&mk  +Pth&h> 
wo  die  üußeren  Kräfte  und  die  BeschleunigtuigBwiderstände  aus  dem- 
selben Grunde  wie  vorher  weggelassen  sind.     Hieraus,    sowie  durch 
ähnliche  Überlegungen,  erhalten  wir  folglich 

A.-M1  +aV  +p*k'  | 

iVr-A^H'  +  ftV  +  ftMi*    '  (1) 

p»  —  aV  +aV  +A«i*' 

Wir  bemerken,  daß 

P«  +i>„  +  P„  =  ft  +  A  +A-  (2) 

Also  ist  das  arithmetische  Mittel  der  drei  Normalkomponenten  der 
Drucke  im  Punkte  P  auf  jede  drei  zueinander  senkrechte  Ebenen 
dasselbe.  Wir  werden  diesen  Mittelwert  des  Druckes  miip  bezeichnen.1) 


1)  Die  Frage  bleibt  natürlich  insoweit  offen,  ob  im  Falle  eines  Gases 
der  Mittelwert  des  Druckes  eine  Funktion  der  Dichte  and  Temperatur  allein  ilt 
(wie  bei  dem  statischen  Zustand,  auf  welchen  die  Gesetze  von  Boyle  and  Dalton 
sich  zunächst  beziehen),  oder  ob  er  auch  von  der  räumlichen  Dilatation  in  dem 
Punkte  (x,  y,  e)  abhangen  mag.    Siehe  §  841  unten. 

DigHzedsyLiOOgie 


Formeln  für  die  Spannungen.  661 

Bilden  wir  ferner  die  Komponenten  parallel  zur  y-  Achse,  so  er- 
halten wir  die  dritte  Gleichung  des  folgenden  symmetrischen  Systemes: 

P„  -Pi"H«i  +  Pt«s«i  +  A«s«»| 

A*-A*i*i    +  A«i*.    +P»«»h    •  (3) 

p.f-Ptk**t  +pihmi  +M"i' 

Dieae  zeigen,  daß 

pvt-p„,  a*-a.>  A,-*w 

wie  unabhängig  in  §  311  bewiesen  war. 

Wenn  wir  wiederum  in  derselben  Figur  annehmen,  daß  PA, 
PB,  PC  parallel  zu  x,  y,  e  gezogen  sind,  während  ABC  eine  Ebene 
ist,  die  nahe  bei  P  gezogen  ist,  und  deren  Richtungskosinusae  l,  m,  n 
sind,  so  finden  wir  auf  dieselbe  Weise,  daß  die  Komponenten  der 
Spannung,  die  auf  diese  Ebene  wirkt,  die  folgenden  sind: 

P»,  -  *i>«  +  »»A,  +  M&.  j 

Ar  ~  *A«  +  fflP»  +  *Pf    ■  (4> 

a.  —  h,t  +  mP,v  +  nP,.  i 

§  314.  Ea  unterscheiden  sich  nun  A>Aj  p&  von  —p  um  Größen, 
die  von  der  Deformationsbewegung  abhängen,  und  welche  deshalb 
Funktionen  von  a,  b',  c  allein  sein  müssen.  Die  einfachste  Annahme, 
die  wir  hierüber  machen  können,  ist  die,  daß  diese  Funktionen  linear 
sind.    Wir  schreiben  deshalb 

A  -  ~P  +  *(»'  +  V  +  0  +  Ä|"»'| 

p,-  -p  +  l(a'  +  b'  +  c1)  +  2(ib'  ,  (1) 

A  -  -  J»  +  *(»'  +  V  +  O  +  2**C'J 

wo  A  und  /*  Konstante  sind,  die  von  der  Art  der  Flüssigkeit  und 
ihrem  physikalischen  Zustand  abhängen.  Dies  bildet  in  der  Tat  die 
allgemeinste  Annahme,  die  mit  den  obigen  Voraussetzungen  und  mit 
der  Symmetrie  vereinbar  ist.  Setzen  wir  diese  Werte  von  A>A;A 
in  (1)  und  (3)  des  %  313  ein,  und  verwenden  wir  die  Ergebnisse  des 
§  312,  so  finden  wir 

P„-  - P  +  l(a  +  b  +  c)  +  2pa-i 

P„~-p  +  H«  +  1>  +  c)  +  2p&  ,  (2) 

P„  --p  +  i.(a  +  b  +  c)  +  2pc\ 

Pr.  -  «tf  | 

P.i-lwY  (3) 

P„  -2ph\ 
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Die  Definition  von  p,  die  in  §  313  angenommen  wurde,  enthält 
die  Beziehung 

3,l  +  2p-0.  (4) 

Es   ergeben    sich   also   schließlich   nach  Einführung   der   Werte  von 
a,  J>,  c,  f,  g,  h  aus  §  30  die  folgenden  Gleichungen: 

iw~#-t,(B+S+©+»»/B.        <6> 
*.->(£+£)-iwl 

Die  Eonstante  /i  heißt  der  „Reibangskoeffusient'.  Dessen  physika- 
lische Bedeutung  kann  durch  den  Fall  der  sogenannten  Laminar- 
bewegung (§  30)  erläutert  werden.  Wenn  nämlich  die  Flüssigkeit 
sich  in  einem  System  von  parallelen  Ebenen  bewegt,  und  die  Ge- 
schwindigkeit überall  dieselbe  Richtung  hat  und  ihrer  Größe  nach 
der  Entfernung  von  einer  festen  Ebene  des  Systemes  proportional 
ist,  dann  wird  jede  Flussigkeitssohicht  auf  die  benachbarte  einen 
tangentialen  Zug  ausüben,  der  der  Relativbewegung  entgegenwirkt, 
und  dessen  Betrag  pro  Flächeneinheit  das  p -fache  des  Geschwindig- 
keitsgefälles senkrecht  zu  den  Ebenen  ist.  Durch  Zeichen  ausgedrückt 
haben  wir,  wenn  u  —  at/,  v  —  0,  w  —  0, 

P**=P„=P„  =  -P,    Pf.  -0i    i,.*-°>    ?«,-(*«■ 
Wenn  [M],  [X],  [T]  die  Einheiten   der  Masse,  Länge  und  Zeit 
bezeichnen,  so  hat  p  die  Dimensionen  [JKX~12'~*].    Diejenigen  der 
Deformationsbewegung  (a,  b,  c,  . . .)  sind  [21-1],   folglich  hat  (i  die 
Dimensionen  [ML"  1T~1]. 

Die  Spannungen  in  verschiedenen  Flüssigkeiten  unter  ähnlichen 
Verhältnissen  der  Bewegung  werden  den  entsprechenden  Werten  von 
u  proportional  sein.  Wenn  wir  aber  ihre  Wirkungen  betreffs  Änderung 
der  vorhandenen  Bewegung  vergleichen  wollen,  wird  es  nötig,  das 
Verhältnis  dieser  Spannungen  zur  Trägheit  der  Flüssigkeit  zu  be- 
rücksichtigen. Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  ist  die  maßgebende 
Größe  das  Verhältnis  — ;  es  ist  deshalb  passend,  dieses  durch  ein 
besonderes   Zeichen  v   zu   unterscheiden,    was    von  Maxwell   als   der 


Der  Reibungskoeffizient.  663 

„kinematische  Reibung  skoeffisimt"  bezeichnet  wurde.  Die  Dimensionen 
von  v  sind  [L'T-1].1) 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  oben  gemachte  Annahme,  wonach 
die  Spannungen  pxt,  piy,  . . .  durch  lineare  Funktionen  der  Ge- 
schwindigkeiten der  Deformation  anagedrückt  sind,  von  rein  heuristi- 
schem Charakter  ist.  Obgleich  aie  von  vornherein  eine  große  Wahr- 
scheinlichkeit im  Fall  unendlich  kleiner  Bewegung  besitzen  mag,  so 
sind  wir  dennoch  keineswegs  dadurch  berechtigt,  zu  schließen,  daß 
sie  ganz  allgemein  gilt.  Es  wurde  jedoch  von  Prof.  Osbome  Reynolds*) 
darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  die  Versuche  von  Poiseuille  und 
anderen,  von  denen  sogleich  die  Bede  sein  wird  (§  319),  eine  sehr 
strenge  Probe  der  auf  diese  Annahme  gegründeten  Gleichungen  gestatten. 
Betrachten  wir  den  sehr  weiten  Umfang  von  Werten  der  Deformations- 
geschwindigkeit, worüber  diese  Experimente  sich  erstrecken,  so  können 
wir  kaum  zögern,  die  fraglichen  Gleichungen  als  eine  vollständige 
Darstellung  der  Gesetze  der  Zähigkeit  anzunehmen.  Im  Falle  von 
Gasen  haben  wir  noch  andere  Gründe  für  diese  Annahme  infolge  der 
Untersuchungen  der  kinetischen  Theorie  durch  Maxwell.8) 

Die  praktische  Bestimmung  von  ft  oder  v  bietet  einige  Schwierig- 
keit. Ohne  auf  die  Einzelheiten  der  experimentellen  Methoden  einzu- 
gehen, wollen  wir  einige  der  sichersten  Resultate  wiedergeben.  Die 
Rechnungen  von  Helmholtz4),  die  sich  auf  die  Poiseuilleschen  Beob- 
achtungen gründen,  geben  für  Wasser 

_    °.°178 
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in  C.  G.  S. -Einheiten,  wo  9  die  Temperatur  in  Celsiusgraden  ist.  Wie 
in  dem  Falle  aller  tropfbaren  Flüssigkeiten,  die  bisher  untersucht 
wurden,  nimmt  die  Reibung  rasch  ab,  wenn  die  Temperatur  steigt; 
so  ist  z.  B.  bei  17°  C.  ihr  Wert  p„  -  0,0109. 

Für  Quecksilber  fand  Koch6) 

?„  —  0,0,1697     bzw.     {i1<t  -  0,01633. 

Für  Gase  ergibt  sich,  daß  der  Wert  von  p  ziemlich  unabhängig 
von   dem   Druck   ist   und    zwar   innerhalb   sehr   weiter   Grenzen;    er 


1)  In  kompretsiblen  Flüssigkeiten  kann  nach  einer  gewissen  Auffassung 
ein  zweiter  Beibnngskoeffizient  auftreten,  indem  der  mittlere  Druck  -von  der 
augenblicklichen  Dilatationabewegung  sowie  von  dem  physikalischen  Zustand 
abhängen  mag.    Siehe  die  §§  SIS  und  341. 

i)  „On  tho  Theory  of  Lubrication  etc.",  Phü.  Trans.,  177,  S.  157,  1888 
(Sc.  Papers,  Bd.  IT,  S.  228). 

3)  „Oli  tue  Dynamical  Theory  of  Gases",  Phil.  Tran».,  157,  S.  49,  1866 
(Sc.  Papers,  Bd.  H,  S.  26). 

4)  „Über  Reibung  tropfbarer  Flüssigkeiten",  Wiener  SiUwngsber.  40,  S.  607, 
1860  (Gm.  Abk.,  Bd.  I,  S.  172). 

6)  Wied.  Ann.,  14,  1881. 
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wächst  jedoch  etwas  mit  wachsender  Temperatur.     Maxwell  fand  als 
Resultat  seiner  Versuche  mit  schwingenden  Scheiben1) 
iL  =  0,0001878  (1  +  0,00366  0); 

dies  ergibt  p  proportional  zur  absoluten  Temperatur,  wie  sie  durch 
das  Lnftthermometer  gemessen  wird.  Spätere  Beobachter  haben  einen 
etwas  kleineren  Wert  für  den  ersten  Faktor  and  ein  etwas  lang- 
sameres Wachsen  mit  der  Temperatur  gefunden.  Wir  können  viel- 
leicht als  gnt  augenäherten  Wert 

fi0  -  0,000170 

für  die  Temperatur  0°  C.  nehmen.  Für  Luft  bei  Atmosphärendruck 
ergibt  dies  unter  der  Annahme  p  —  0,00129 

v0  —  0,132. 
Der  Wert  von  v  ist  dem  Druck  umgekehrt  proportional.1) 

§  31&.  Wir  haben  jetzt  die  dynamischen  Bedingungen  zu  unter- 
suchen, welche  au  den  Grenzflächen  zu  erfüllen  sind. 

An  einer  freien  Oberfläche  oder  an  der  Berührungsfläche  zweier 
verschiedener  Flüssigkeiten  müssen  die  drei  Spannungskomponenten 
an  der  Fläche  stetig  sein.')  Die  daraus  resultierenden  Bedingungen 
können  mit  Hilfe  des  §  313  (4)  leicht  hingeschrieben  werden. 

Eine  schwierigere  Frage  entsteht  betreffs  der  Verhältnisse  an  der 
Berührungsfläche  einer  Flüssigkeit  mit  einem  festen  Körper.  Es  ist 
wohl  wahrscheinlich,  daß  in  allen  gewöhnlichen  Fällen  keine  relative 
Bewegung  der  Flüssigkeitsteilchen,  die  mit  einem  festen  Körper  in 
unmittelbarer  Berührung  sind,  stattfindet.  Die  entgegengesetzte  An- 
sicht würde  zu  einem  unendlich  größeren  Widerstand  bei  dem  Gleiten 
eines  Teiles  der  Flüssigkeit  längs  eines  anderen  als  bei  dem  Gleiten 
der  Flüssigkeit  an  einem  festen  Körper  führen.4) 

Wenn  wir  diesen  Funkt  jedoch  vorläufig  offen  lassen  wollen,  so 
ist  wohl  die  natürlichste  Annahme,  die  wir  machen  können,  die,  daß 
das  Gleiten  einen  tangentialen  Widerstand  hervorruft,  welcher  der 
Relativgeschwindigkeit  proportional  ist.     Wenn  wir  die  Bewegung 

1)  „On  the  ViBCoaitj  or  Internal  Friction  of  Air  and  other  Gates",  Fltil. 
Trans.,  156,  8.  249,  1836  {Sc.  Paper»,  Bd.  II,  S.  1)  Siehe  anch  Tomlinson,  „The 
Coefficient  of  Viacoaity  of  Air",  Phil  Trans.,  177,  S.  767,  1886  (Stokea,  Math. 
and  Fhys.  Paper»,  Bd.  V,  S.  180). 

S)  Eine  lehr  vollständige  Darstellung  der  Ergebnisse,  die  von  verschiedenen 
Experimentatoren  erhalten  sind,  befindet  «ich  bei  Winzelm&nn,  Handbuch  der 
Physik,  Bd.  I,  Abschnitt  „Reibung". 

8)  Dieser  Satz  erfordert  offenbar  eine  Veränderung ,  wenn  die  Kapillarität 
in  Rechnung  gezogen  wird.    Vergl.  §  881. 

4)  Stokes,  I.  c,  S.  668.  ■ 
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einer  kleinen,  dünnen  Flfigsigkeitgschicht  betrachten,  die  in  Berührung 
mit  dem  festen  Körper  ist,  und  deren  Dicke  gegen  ihre  seitlichen 
Dimensionen  unendlich  klein  ist,  so  ist  klar,  daß  der  tangentiale  Zug 
auf  ihre  inneren  Flächen  der  Kraft  das  Gleichgewicht  halten  maß, 
die  von  dem  fegten  Körper  auf  ihre  äußere  Fläche  ausgeübt  wird. 
Die  erstere  Kraft  kann  aus  §  313  (4)  berechnet  werden;  die  letztere 
bat  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  die  Relativgeschwindigkeit 
und  soll  ihr  proportional  sein.  Die  Konstante  ß,  welche  das  Ver- 
hältnis der  tangentialen  Kraft  zur  Relativgeschwindigkeit  ausdruckt, 
kann  als  der  „Koeffizient  der  gleitenden  Reibung"  bezeichnet  werden. 

%  318.  Die  Bewegungsgleichungen  einer  zähen  Flüssigkeit 
werden  erhalten,  wenn  man,  wie  in  §  6,  ein  rechtwinkliges  Element 
SxSySe  betrachtet,  das  seinen  Mittelpunkt  in  P  hat.  Nehmen  wir 
z.  B.  die  Komponenten  parallel  zur  x-Richtung,  so  gibt  der  Unter- 
schied der  normalen  Zugkräfte  an  den  beiden  ys  Flächen  ~—  dxdy  de. 

dp 

Die  tangentialen  Züge  an  den  beiden  «x-Flächen  ergaben  -^*  dy-Öedz, 

dp 
und  die  beiden  xy- Flächen  ergeben  in  gleicherweise  -*—  Se-dxSy. 

In  unserer  gewöhnlichen  Schreibweise  haben  wir  folglich 


di"  j_  ip*_*  _l  £p« 


Du  y  .   dp"  _l  dpf   . 


dy 


Dw       „  ,  dpx,  ,  dp,,  ,  »y. 


(1) 


Setzen  wir  die  Werte  von  pam,  pIf,  ...   aus  §  314  (5)  und  (6) 
ein,  so  finden  wir 

Du  v       dp    ,    ,      dB    .       K.     \ 


;— ,r-g  +  iJ,;;  +  „A».  ,  (2) 


ß  ~  dl,  +  ft  +  Jl »  w 

und  A  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat. 

Wenn  die  Flüssigkeit  inkompressibel  ist,  so  reduzieren  sich  diese 
Gleichungen  auf 
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Du  v      dp   ,      ,i    i 

Die  dynamischen  Gleichungen  wurden  zuerst  von  Navier1)  and 
Poiseon1)  auf  Grund  verschiedener  Erwägungen  aufgestellt,  die  sich 
auf  die  gegenseitige  Einwirkung  der  Moleküle  der  Flüssigkeiten  be- 
ziehen. Die  obige  Methode,  welche  von  jeder  derartigen  Annahme 
frei  ist,  scheint  im  Prinzip  von  Saint-Venant')  und  Stokes4)  her- 
zurühren. 

Die  Gleichungen  (4)  gestatten  eine  interessante  Deutung.  Die 
erste  von  ihnen  z.  B.  kann  in  der  Form 

%-*-¥&+'*<•  m 

geschrieben  werden.  Die  ersten  zwei  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
drücken  die  Geschwindigkeit  der  Veränderung  von  u  infolge  der 
äußeren  Kräfte  und  der  jeweiligen  Verteilung  des  Druckes  aus;  sie 
besitzen  dieselbe  Form  wie  in  dem  Falle  einer  reibungslosen  Flüssig- 
keit. Das  letzte  Glied  vAu,  das  von  der  Zähigkeit  herrührt,  ergibt 
außerdem  eine  Veränderungsgeschwindigkeit,  welche  dasselbe  Gesetz 
befolgt  wie  das  der  Temperatur  bei  der  Wärmeleitung  oder  der  Dichte 
bei  der  Theorie  der  Diffusion.  Diese  Geschwindigkeit  ist  übrigens 
dem  positiven  oder  negativen  Überschuß  des  Mittelwertes  von  u  auf 
einer  kleinen  Kugel  von  gegebenem  Radius,  die  den  Punkt  (x,  y,  s) 
umgibt,  über  dessen  Wert  in  diesem  Punkte  proportional.5)  Im  Zu- 
sammenhang mit  dieser  Analogie  ist  es  interessant,  zu  bemerken,  daß 
der  Wert  von  v  für  Wasser  dieselbe  Größenordnung  wie  derjenige 
(0,01249)  besitzt,  den  Dr.  Everett  für  die  thermometrische  Leitungs- 
fähigkeit des  Greenwicher  Kieses  fand. 

Wenn  die  Kräfte  X,  Y,  Z  ein  Potential  il  haben,  so  können 
die  Gleichungen  (4)  in  der  Form 


1)  „Memoire  rar  lea  Lob  da  Monvement  des  Fluides",  Mem.  de  VAcad.  da 
Soiencts,  6,  3.  889,  1622. 

2)  „Memoire  rar  lee  fiqnations  generales  de  l'fiquilibre  et  du  Monvemept 
des  Corps  solides  elautiqiies  et  des  Fluides",  Jovrn.  dt  l'ÄcoU  Polt/teeh*.,  13, 
S.  I,  182». 

3)  Comptes  Sendus,  17,  S.  1240,  1848. 

4)  „On  the  Theorien  of  tbe  Internal  Frictdon  of  Fluids  in  Motion  etc.", 
Camb.  Trans.,  8,  8.  287,  184fi  (Math,  and  Pht/a.  Papen,  Bd.  I,  S.  76). 

5)  Maxwell,  „On  the  Hathem&tical  Classification  of  Physical  Quantiä«", 
Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  3,  3.  224,  1871  {Sc.  Popen,  Bd.  H,  8.  267);  Electrica* 
and  Magnetum,  §  26. 
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dt 

-2w|  +  2- 

„t iL. 

dt 

-2mij+2) 

•«  —  ?f 

geschrieben 

werden, 

wo 

*'-f 

+  *ä'  +  «, 
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CO 

wobei  5  die  resultierende  Geschwindigkeit  und  £,  i),  £  die  Komponenten 
der  Winkelgeschwindigkeit  der  Flüssigkeit  bezeichnen.  Wenn  wir 
durch  kreuzweise  Differentiation  %    eliminieren,  finden  wir 

Di        «.  du    ,       du    .    .  du    .       .t\ 

Dn      t  dv    .       dv    .   t,  dv    ,      A    I  ,0., 

BT  "«SS +  ';!»+£  87  +  "^) 
Die  ersten  drei  Glieder  auf  der  rechten  Seite  jeder  dieser  Gleichungen 
drücken,  wie  in  §  146,  den  Betrag  aus,  um  welchen  sich  £,  jj,  £  für 
ein  gegebenes  Teilchen  pro  Zeiteinheit  ändern,  wenn  die  Wirbellinien 
sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen,  und  die  Intensitäten  der  Wirbel 
konstant  bleiben.  Die  weitere  Änderung  dieser  Größen,  die  von  der 
Zähigkeit  herrührt,  wird  durch  die  letzten  Glieder  gegeben  und  folgt 
dem  Gesetz  der  Wärmeleituug.  Aus  dieser  Analogie  wird  klar,  daß 
eine  Wirbelbewegung  im  Innern  einer  zähen  Flüssigkeit  niemals  ent- 
stehen kann,  sondern  von  der  Grenzfläche  aus  sich  nach  innen  zu 
verbreiten  muß. 

§  317.  Um  die  Dissipation  von  Energie  infolge  der  Zähigkeit 
zn  ermitteln,  betrachten  wir  zunächst  den  Teil  der  Flüssigkeit,  wel- 
cher zur  Zeit  t  ein  rechtwinkliges  Element  SxSySe  erfüllt,  dessen 
Mittelpunkt  sich  in  (x,  y,  g)  befindet  Berechnen  wir  die  Arbeiten, 
welche  von  den  Zugkräften  auf  die  Paare  entgegengesetzter  Seiten 
geleistet  werden,  so  erhalten  wir  pro  Zeiteinheit 

j  J~x  (*>„«  +  Pa,V  +J>„»)  +  -~  Or,M  +p„V  +  Py,w) 

l-g7(j,»*M+P«»,,+.P.iM')  J  SxSyde 


Die  Glieder 


{(&+£+£)•+{£+&+%■)• 
+(£+&+&)•}•»*» 


(i) 

(2) 

»Google 
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drücken  nach  §  316  (l)  die  Arbeit  ans,  welche  die  Zugkräfte  auf" 
das  Element  als  Ganzes  pro  Zeiteinheit  leisten,  indem  sie  dessen 
kinetische  Energie  vergrößern  und  die  Arbeit  kompensieren,  welche 
gegen  die  äußeren  Kräfte  X,  Y,  Z  geleistet  wird.  Die  übrig  blei- 
benden Glieder  beziehen  sich  auf  die  Arbeit,  welche  auf  Veränderung 
des  Volumens  und  der  Gestalt  des  Elementes  verwendet  wird.  Diese 
können  in  der  Form 

(P«o  +  PtJ>  +P„c  +  2pt,f+  2p„g  +  2pafh)  Sx  SySe         (3) 

geschrieben  werden,  wo  o,  6,  c,  f,  g,  h  dieselben  Bedeutungen  wie 
in  den  §§  30  und  312  haben.  Setzen  wir  aus  §  314  (2)  und  (3) 
ein,  so  erhalten  wir 

—  p  (a  -J-  b  +  c)  8x  Sy  Sz 

+  {-%(t(a  +  b  +  c)t+2p(a*+b,+  ci  +  2f*+2g*+2h*))öxdy&0.     (4) 

Wir  wollen   uns  zunächst  auf  den  Fall  beschränken,  wo  keine 
Änderung  der  Dichte  stattfindet,  sodaß 

a  +  6  +  c  — 0.  (6) 

Der  Ausdruck  (4)  reduziert  sich  dann  auf 

2p(a*  +  6»  +  c*  +  2f*  +  2g1  +  2h')&x8yde,  (6) 

was  demgemäß  die  Geschwindigkeit  darstellt,  mit  welcher  mechanische 
Energie  verschwindet  Nach  dem  von  Joule  aufgestellten  Prinzip 
muß  die  Energie,  die  scheinbar  verloren  geht,  die  Form  von  Wärme 
annehmen,  welche  in  dem  Element  entwickelt  wird. 

Wenn  wir  über  das  ganze  Volumen  der  Flüssigkeit  integrieren, 
finden  wir  für  den   gesamten  Betrag  der  Dissipation  pro  Zeiteinheit 

2F-fjif<bdxdyde,  (7) 

wo 

+  (H+S)'+(£+S,+(fe+©')l 

Wenn  wir  hiervon  den  Ausdruck 

*>£+%+ %f 

abziehen,  welcher  nach  Voraussetzung  null  ist,  erhalten  wir 

1)  Stokea,  „On  the  Effect  of  the  Interna]  Friction  of  Fluids  on  the  Motion 
of  Pendnlnms",  Camb.  Trat».,  9,  S.  [S],  1661  (Sc.  Papas,  Bd.  m,  S.  1). 
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(8)') 


DisiiipatJoD  der  Energie. 


Si)- 


<  +  fc-; 


(9) 

Wenn  vir  dies  aber  ein  Gebiet  integrieren,  an  dessen  Grenz- 
fläche u,  v,  w  überall  verschwinden,  bo  verschwinden  nach  einer 
partiellen  Integration  die  Glieder,  die  von  der  zweiten  Zeile  her- 
rühren, and  wir  erhalten 

SF-fffvdxäydM-lnjyfil'+tf+tftäxdyd*.    (10)1) 

Dies  kann  2.  B.  auf  den  Fall  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  angewendet 
Verden,  welche  ein  geschlossenes  Gefäß  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß  an 
der  Wand  kein  Gleiten  stattfindet. 

Im  allgemeinen  Falle,  d.  h.  wenn  hinsichtlich  der  Grenzbedingungen 
keine  Einschränkung  gemacht  ist,  ergibt  die  Formel  (9): 

l,  m,  n 
F-ipfffiVW+Wdxdydg-fijp^dS+ipfff  u,  f,«  dB,  (11) 

I,  v,  6 
wo  in  dem  erBteren  der  beiden  Oberflächenintegrale  dn  ein  Element 
der  Normalen  ist,  nnd  in  dem  zweiten  l,  in,  n  die  Richtungskosinnsse 
der  Normalen  sind,  die  in  beiden  Fällen  von  dem  Flächenelement  öS 
nach  innen  zu  gezogen  wird. 

Wenn  die  in  Betracht  kommende  Bewegung  wirbelfrei  ist,  so 
reduziert  sich  diese  Formel  einfach  auf 


2.F- 


"!/»■  <i2> 


In  dem  besonderen  Falle  einer  kugelförmigen  Grenzfläche  ergibt  sich 
dieser  Ausdruck  unabhängig  ans  §  44  (5). 

Es  folgt  aus  (8),   daß  F  nicht  verschwinden  kann,  außer  wenn 
in  jedem  Funkte  der  Flüssigkeit 

a  —  &  —  c  —  0        und        f—g  =  h  =  Q. 

Im  Hinblick  auf  §  30  folgt,  daß  eine  inkompressible  Flüssigkeit  sich 
nur  unter  der  Bedingung  ohne  Dissipation  von  Energie  infolge 
der  Zähigkeit  bewegen  kann,  daß  eine  Ausdehnung  oder  Zusammen- 
ziehung von  Linienelementen  nirgends  stattfinden  soll;  mit  anderen 
Worten,  die  Bewegung  muß  aus  einer  Translation  und  einer  Rotation 
der  Masse  als  Ganzes  wie  in  dem  Falle  eines  starren  Körpers  bestehen. 


1)  Bobyleff,  „Einige  Betrachtungen  Ober  die  Gleichungen  der  Hydro- 
dynamik", Math.  Ann.,  6,  S.  72,  1873;  Forayth,  „On  the  Motion  of  a  Viscous 
Incompreasibie  Fluid",  Mas.  of  Math.,  9,  1880. 
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Probleme  der  stationären  Bewegung. 

§  318.  Die  erste  Anwendung,  die  wir  machen  wollen,  bezieht 
sich  anf  die  stationäre  Bewegung  einer  Flüssigkeit  zwischen  festen 
parallelen  Ebenen  anter  dem  Einflüsse  eines  Drucks. 

Es  mag  der  Ursprungspunkt  in  der  Mitte  zwischen  diesen  Ebenen 
und  die  s-  Achse  senkrecht  zu  ihnen  liegen.  Wir  nehmen  zunächst 
an,  daß  «  eine  Funktion  von  g  allein  ist,  und  daß  v  —  u>  =-  0.  Da 
die  Spannung  parallel  zur  x-Achse  auf  eine  Ebene  senkrecht  zur 
js- Achse  gleich  fi  —  ist,  so  gibt  die  Differenz  der  Zugkräfte  an  den 
beiden  Seiten  einer  Schicht  von  der  Flache  1  und  der  Dicke  dt  eine 
Resultante  p  =— ;  •  Sss.  Dieser  müssen  die  normalen  Drucke  das  Gleich- 
gewicht halten,  welche  eine  Resultante  —  -.-  pro  Volumeneinheit  der 

Schicht  geben.     Folglich 

d*u      dp  ,1X 

Da  femer  keine  Bewegung  parallel  zur  ^-Richtung  stattfindet,  muß 
y-  verschwinden.  Diese  Resultate  hätten  natürlich  unmittelbar  aus 
den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  316  erhalten  werden  können. 

Es  folgt,  daß  der  Druckgradient  y-  eine  absolute  Konstante  ist. 
Somit  gibt  (1) 

—■*+*+£*!*•  <2> 

Bestimmt  man  die  Konstanten  so,  daß  sie  u  — 0  für  g=±h  ergeben, 
so  finden  wir 

Folglich 


/" 


Wenn  eine  Flüssigkeit,  wie  bei  den  Experimenten  von  Prof.  Hele 
Shaw1),  in  zwei  Dimensionen  zwischen  zwei  parallelen  Platten  fließt, 
die  sich  dicht  beieinander  befinden,  so  können  wir 

dz         8x\ 

S'v      dpi  K  ; 

1)  Diese  worden  in  der  Anmerkung  auf  S.  102  angerührt. 
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schreiben,  vorausgesetzt,  daß  wir  die  Gradienten  von  u  und  v  hin- 
sichtlich X  und  y  im  Vergleich  zn  denjenigen  hinsichtlich  s  vernach- 
lässigen. Nehmen  wir  ferner  an,  daß  überall  w  •=  0,  so  haben  wir 
y~  —  0,  d.  h.  p  ist  eine  Punktion  von  x  und  y  allein.  Die  Bedingungen, 

daß   an    den  Ebenen  e  —  +  h   und  e h  kein  Gleiten  stattfinden 

soll,  werden  erfüllt,  wenn  wir 


(6) 


setzen.  Die  Größen  u'  nnd  t>'  bezeichnen  hier  die  mittleren  Ge- 
schwindigkeiten längs  einer  Parallelen  zu  e  nnd  sind  als  Funktionen 
von  x  und  y  allein  zu  betrachten.    Durch  Einsetzen  in  (5)  finden  wir 

**      —  ^w'l 

dX~      *"       ■  (7) 

dp     _tp,  ,  ^ 

ay  ™     h'vl 

Folglich  können  u  und  v  als  die  Komponenten  einer  wirbellosen 
Flüssigkeitsbewegung  in  zwei  Dimensionen  angesehen  werden,  bei 
welcher  das  Geschwindigkeitspotential 

„_£.,  (8) 

ist. 

Wenn  die  Flüssigkeit  durch  Druck  gezwungen  wird,  an  einem 
Hindernisse  vorbei  zu  fließen,  das  die  Form  einer  Lamelle  von  der 
Dicke  2  h  hat,  welche  sich  zwischen  den  Platten  befindet,  so  werden 
die  kinematischen  Bedingungen  demgemäß  in  der  Hauptsache  mit 
denen  identisch,  die  sich  auf  die  zweidimensionale  Strömung  einer 
reibungslosen  Flüssigkeit  an  einem  Zylinder  vorbei  beziehen,  deasen 
Querschnitt  die  Gestalt  der  Lamelle  hat.  Der  Satz  ist  mit  einer 
Einschränkung  aufgestellt,  da  die  Gleichungen  (5)  in  einer  Entfernung 
von  dem  Hindernis,  welche  mit  h  vergleichbar  ist,  aus  dem  Grund 
zu  gelten  aufhören,  weil  die  zähe  Flüssigkeit  längs  dem  Band  des 
Hindernisses  nicht  gleiten  kann,  wie  es  eine  vollkommene  Flüssigkeit 
tun  würde.  Aber  die  Stromlinienfiguren  in  beiden  Problemen  können 
mit  beliebiger  Annäherung  ähnlich  gemacht  werden,  wenn  wir  den 
Abstand  der  Platten  genügend  klein  nehmen.1) 


1)  Stokea,  „Mathematical  Proof  of  thc  Identity  of  the  Stream-Linea  obtained 

eans  of  a  Viacona  Film  with  thoee  of  a  Perfect  Fluid  moving  in  Two  Di- 

I",  Brit.  Ass.  Ref.,  1898,  S.  148  (Jfoft.  and  Phys.  Paper«,  Bd.  V,  8.  278). 
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§  818.  Die  Untersuchung  der  stationären  Strömung  einer 
Flüssigkeit  durch  eine  gerade  Röhre  von  gleichmäßig  kreisförmigem 
Querschnitt  ist  ebenso  einfach  und  physikalisch  wichtiger. 

Wenn  wir  die  z-  Achse  mit  der  Achse  der  Röhre  zusammenfallen 
lassen  und  annehmen,  daß  die  Geschwindigkeit  überall  parallel  zur 
«-Richtung  und  zugleich  eine  Funktion  des  Abstandes  r  von  der  Achse 
ist,  so  wird  die  tangentiale  Spannung  auf  ein  ebenes  Element  senk- 
recht zu  r  den  Wert  p,  ~  ■  haben.  Betrachten  wir  eine  zylindrische 
Schicht  der  Flüssigkeit,  deren  Grenzradien  r  und  r  +  oV  sind,  und 
deren  Länge  l  ist,  so  gibt  die  Differenz  der  tangentialen  Zugkräfte 
an  den  beiden  krummen  Flächen  eine  Kraft 

Wegen  des  stationären  Verhaltens  der  Flüssigkeit  muß  diese  durch 
die  normalen  Drucke  an  den  Enden  der  Schicht  ausgeglichen  werden. 


(l>i  —  ft)2ar  tfr, 

wo  p1  und  pt  die  Werte  von  p,  des  mittleren  Druckes,  an  den  beiden 
Enden  sind.     Folglich 

£('$—*?•'■  w 

Wenn  wir  ferner  die  Kräfte,  die  auf  ein  rechteckiges  Element 
wirken,  in  der  Richtung  von  r  auflösen,  so  finden  wir  jp  —  0.  Der 
mittlere  Druck  ist  also  in  jedem  Querschnitt  des  Rohres  gleichförmig. 

Die  Gleichung  (1)  hätte  aus  §  316  (4)  durch  direkte  Koordinaten- 
transformation  erhalten  werden  können. 

Das  Integral  von  (1)  ist 

«--»£=^>-'  +  41ogr+Ä  (2) 

Da  die  Geschwindigkeit  an  der  Achse  endlich  sein  muß,  müssen  wir 
A  —  Q  haben.  Wenn  wir  S  gemäß  der  Annahme  bestimmen,  daß 
an  der  Wand  der  Röhre  (r  —  a)  kein  Gleiten  stattfindet,  erhalten  wir 


4>r 


!(a'-r»). 


Dies  gibt  für  den  gesamten  Fluß  durch  einen  Querschnitt 


/» 


»Google 
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Es  ist  der  Kürze  wegen  angenommen  worden,  daß  die  Strömung 
unter  der  Wirkung  des  Druckes  allein  vor  eich  geht.  Wenn  eine 
äußere  Kraft  X  hinzukommt,  die  parallel  zu  der  Längsrichtung  der 
Röhre  wirkt,  so  wird  der  Fluß 


8(1  \ 


■  +  »*)  (5) 


sein.  In  der  Praxis  ist  X  die  Komponente  der  Schwerkraft  in  der 
Längsrichtung. 

Die  Formel  (4)  enthält  genau  die  Gesetze,  welche  experimentell 
von  Foiseuille  bei  seinen  Untersuchungen  über  das  Strömen  von 
Wasser  durch  Kapillarröhren  gefunden  sind1);  es  ist  nämlich  die 
Ausnußzeit  einer  gegebenen  Menge  Wasser  der  Länge  der  Röhre 
direkt  und  der  Druckdifferenz  an  den  beiden  Enden  sowie  der  vierten 
Potenz  des  Durchmessers  umgekehrt  proportional. 

Dieses  letzte  Resultat  ist  besonders  wichtig,  da  es  einen  ent- 
scheidenden Beweis  dafür  liefert,  daß  bei  diesen  Versuchen  kein  merk- 
liches Gleiten  der  Flüssigkeit  an  der  Wand  stattfindet.  Wenn  wir 
einen  öl  ei  hing  sko  effizienten  ß,  wie  in  §  315  auseinandergesetzt  wurde, 
angenommen  hätten,  so  würde  die  Oberflächenbedingung 


—  lg  (6) 

lauten,  wo  k  =  ''■  .  Dies  bestimmt  die  Konstante  B  in  Gleichung  (2), 
so  daß 

«-l4^a(«'-<j+2i«)-  o 

Wenn  —  klein  ist,  so  gibt  dies  ziemlich  dieselbe  Verteilung  der 
Geschwindigkeit,  welche  in  einem  Rohr  von  dem  Radius  a  +  X  statt- 
finden würde,  wenn  kein  Gleiten  vorhanden  wäre.  Der  entsprechende 
Wert  des  Flusses  ist 


8  p 


(1  +  4-J-  (8) 

Wenn  bei  den  engsten  Röhren,  die  von  Poiseuille  gebraucht  wurden 
(a  —  0,0015  cm),  X  mehr  als  ein  sehr  kleiner  Bruchteil  von  a  wäre,  so 
müßte  eine  Abweichung  von  dem  Gesetze  der  vierten  Potenz  des  Durch- 


1)  „Recherches  expärimentaleg  sur  le  moutement  des  liquides  dans  les 
tnbes  de  tres  petita  diunetrea",  Comptes  Bendus,  II  und  IS,  1840 — 11;  Mim. 
des  Sav.  Etranyere,  9,  1846. 

dWW1w  Google 
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messers  notwendig  zum  Vorschein  kommen,  während  jedoch  tatsäch- 
lich das  Gesetz  sehr  genau  befriedigt  wird.  Dies  genügt,  die  Mög- 
lichkeit von  Werten  für  k  wie  0,235  cm  auszuschließen,  auf  welche 
von  Helmholte  und  Fiotrowski  ans  ihren  Versuchen  über  Torsions- 
schwingungen einer  mit  Wasser  gefüllten  Metallkugel  geschlossen 
wurde,  wie  in  der  bereits  genannten  Arbeit  beschrieben  ist.1) 

Nachdem  die  Annahme,  daß  kein  Gleiten  stattfindet,  so  gerecht- 
fertigt ist,  gibt  der  Vergleich  der  Formel  (4)  mit  dem  Experiment 
ein  ganz  direktes  Mittel,  den  Wert  des  Koeffizienten  (i  für  verschiedene 
Flüssigkeiten  zu  bestimmen. 

Ans  (3)  und  (4)  findet  man  leicht,  daß  die  Geschwindigkeit  der 
Scherung  nahe  an  der  Wand  des  Rohres  gleich  — *-  ist,  wo  ■«■„  die 
mittlere  Geschwindigkeit  in  dem  Querschnitt  bezeichnet.  Als  nume- 
risches Beispiel  wollen  wir  einen  Fall  nehmen,  der  von  Poiseuille 
angegeben  ist,  wo  eine  mittlere  Geschwindigkeit  von  126,6  —  in 
einer  Röhre  von  0,01134  cm  Durchmesser  erhalten  wurde.  Dies  er- 
gibt - — -  —  89  300,  wenn  als  Einheit  der  Zeit  die  Sekunde  genommen 
wird. 

%  330.  Einige  theoretische  Resultate  für  Querschnitte  von 
anderer  Form  mögen  kurz  angegeben  werden. 

1.  Die  Itfösnng  für  einen  Kanal  von  ringförmigem  Querschnitt 
wird  aus  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  leicht  abgeleitet, 
wenn  A  zurückbehalten  wird.  Bestehen  die  Grenzbedingungen  darin, 
daß  w  =  0  für  r  —  a  und  r  —  b,  so  finden  wir 

a{a'-H  +  ^flogi-},  (1) 

log- 


4,1 


woa  einen  Fluß 


/■ 


"8a 


(ft^-aVl 


log 


ergibt. 

2.  Es  ist  von  Greenhill1)  darauf  hingewiesen  worden,  daß  die  mathe- 
matischen Bedingungen  bei  der  vorliegenden  Aufgabe  denjenigen  ähn- 
lich sind,  welche  die  Bewegung  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  in  einem 
rotierenden  prismatischen  Gefäß  von  derselben  Form  des  Querschnittes 

1)  Wegen  einer  eingehenden  Untersuchung  dieses  Punktes  «ehe  Whetham, 
„Od  the  alleged  Slipping  at  tbe  Bomidarj  of  a  Liquid  in  Hotion",  Phil.  Tram., 
A,  181,  B.  669,  1890. 

2)  „On  the  Flow  of  a  VUcous  Liquid  in  a  Pipe  or  Channel",  Prot.  Land. 
Matlt    Soc.,  18,  S.  48,  1881. 

Digilizedny^iOOylc 
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bestimmen  (§  72).  Wenn  die  «-Achse  der  Längsrichtung  der  Bohre 
parallel  gelegt  wird,  und  wenn  wir  annehmen,  daß  w  eine  Funktion 
von  x  und  y  allem,  ist,  dann  reduzieren  sich  in  dem  Falle  der  statio- 
nären Bewegung  die  Bewegungsgleichungen  auf 

|£_0,      §£-0l 

dx        '      dy         I 

A  >f  V 


(3) 


*.-» 


8* 

'  8»'' 


Bezeichnen  wir  mit  P  dae  konstante  Druckgefalle  (— 5^)>  so  haben 
wir 

A."--f.  (4) 

mgieich  mit  der  Bedingung,  daß  an  der  Grenze  m  =-  0  sein  muß. 
Wenn  wir  4>  —  ^-tu  (x*  -}-  y1)  für  w  und  2  o  für  —  schreiben,  so  er- 
halten wir  wieder  die  Bedingungen  des  genannten  Paragraphen.  Dies 
beweist  die  fragliche  Analogie. 

Im  Falle  eines  elliptischen  Querschnittes  mit  den  Halbachsen  a 
und  b  nehmen  wir  an,  daß 

—o(i  -.;-;:),  <*> 

was  die  Gleichung  (4)  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

o-h-^v-  C) 

Der  Auefluß  pro  Sekunde  ist  deshalb 

Dies  steht  zu  dem  Ausfluß  durch  eine  kreisförmige  Bohre  mit  gleichem 
Flächeninhalt  des  Querschnitts  im  Verhältnis  ,  .  .,•  Für  kleine 
Werte  der  Exzentrizität  e  unterscheidet  sich  dieser  Bruch  von  1  um 
eine  Größe  von  der  Ordnung  e*.  Deshalb  können  beträchtliche  Ver- 
schiedenheiten betreffs  der  Gestalt  des  Querschnittes  existieren,  ohne 
daß  der  Ausfluß  erheblich  beeinflußt  wird,  vorausgesetzt,  daß  die 
Fläche  des  Querschnittes  dieselbe  Größe  behält.  Selbst  wenn  a :  b  —  8 :  7, 
so  wird  die  Ausflußmenge  um  weniger  als  1  %  vermindert. 

1)  Diese«,    sowie    entsprechende   Resultate   für   einige   andere   Formen   dei 
Qnertchnittea,  scheint  Bouseineiq  im  Jahre  1868  erhalten  EU  haben.    Siehe  Hicfci, 

Srit.  Ass.  Mep.,  1882,  S.  CS. 
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§  321.  Wir  betrachten  zunächst  einige  einfache  Fälle  von  statio- 
närer Rotationsbewegung. 

Der  erste  ist  derjenige,  wo  eine  zweidimensionale  Rotation  um 
die  «-Achse  stattfindet,  wobei  die  Winkelgeschwindigkeit  eine  Funk- 
tion des  Abstandes  r  von  dieser  Achse  ist.    Schreiben  wir 

•—"'},  (i) 

v  —       mx\  v  ' 

so  finden  wir,  daß  die  Dehnungen  längs  und  senkrecht  zum  Radius 
vektor  null  sind,  während  die  Geschwindigkeit  der  Scherung  in  der 
a;y --Ebene  r  ,  ist.  Deshalb  ist  das  Moment  der  tangentialen  Kräfte 
um  diese  Achse,  die  auf  eine  zylindrische  Oberfläche  vom  Radius  r 
wirken,  pro  Längeneinheit  =  ftr  j-  •  2  xr  ■  r.  Da  die  Bewegung  stationär 
ist,  so  wird  die  Flüssigkeit  zwischen  zwei  koachsialen  Zylindern  nichts 
von  dem  Betrage  ihres  Drehmomentes  verlieren  oder  gewinnen,  sodaß 
der  obige  Ausdruck  von  r  unabhängig  sein  muß.     Dies  gibt 

»-r4  +  S-  .  (2) 

Wenn  die  Flüssigkeit  sich  bis  in  das  unendliche  erstreckt,  während 
die  innere  Begrenzung  diejenige  eines  festen  Zylinders  vom  Radius  a 
ist,  der  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  m0  rotiert,  so  haben  wir 

»  —  «•£■  (3) 

Das  Kräftepaar,  das  von  der  Reibung  am  Zylinder  herrührt,  ist  deshalb 

—  4xiua,iD0.  (4) 

Wenn  die  Flüssigkeit  außen  von  einer  festen  koachsialen  Zylinder- 
flache  mit  dem  Radius  b  begrenzt  wäre,  so  wurden  wir 

°>  =  p "  *  6f£-^  ■  »o  (5) 

finden,  was  ein  Kräftepaar 

gibt. 

§  322.  Eine  ähnliche  Lösung,  die  jedoch  auf  den  Fall  unendlich 
kleiner  Bewegungen  beschränkt  ist,  läßt  sich  für  die  stationäre  Be- 
wegung einer  Flüssigkeit  aufstellen,  welche  eine  fest«  Kugel  umgibt, 

1)  Dieses  Problem  wurde  zuerst,  aber  nicht  völlig  streng,  von  Newton  be- 
bandelt (Prtnetpt'a,  S.  Buch,  61.  Satz).  Die  obigen  Resultate  stammen  im 
wesentlichen  von  Stokea,  I.  c,  S.  666  und  666. 
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die  gleichförmig  tun  einen  Durchmesser  rotiert.  Indem  wir  das 
Zentrum  als  Koordinatenanfangspunkt  und  die  «-Achse  als  Rotations- 
achse nehmen,  wollen  wir  voraussetzen,  daß 


v—      toxi,  (1) 

tc=        o) 
wo  01  eine  Funktion  des  Radiusvektors  r  allein  ist.     Wenn  wir 

P-f*rdr  (2) 

setzen,  können  diese  Gleichungen 

—  Ji\ 


(3) 


geschrieben  werden,  und  es  ergibt  sich  durch  Einsetzen  in  §  316  (4), 
daß  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  in  den  Ge- 
schwindigkeiteu  die  Gleichungen  durch 

p  =  konst.l 
AP^konst./  v  ' 

erfüllt  werden.     Die  letztere  Gleichung  kann 

d'I>  ,    2  dP       .        ,1 

~d~i  ^ T~  =**on8t- 

oder  (B) 

r  j—  +  3  ro  =  konst 

geschrieben  werden,  folglich 

et  =  ~  +  S,  (6) 

Wenn  die  Flüssigkeit  sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt  und 
dort  in  Ruhe  ist,  während  ra0  die  Winkelgeschwindigkeit  der  rotie- 
renden Kugel  (r  —  a)  ist,  so  haben  wir 

m  =  ^  ra0.  (7) 

Wenn  hingegen  die  äußere  Grenze  eine  feste  konzentrische  Kugel 
mit  dem  Radius  b  ist,  so  lautet  die  Lösung 

—  S-S5p-V  (8) 

Di,iz,d,L.oogle 
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Das  verzögernde  Kräftepaar  an  der  Engel  kann  mit  Hilfe  der 
Formeln  des  §  314  oder  vielleicht  einfacher  mit  Hilfe  der  Dissipa- 
tionsfunktion  des  §  317  berechnet  werden.  Wir  finden  ohne  Schwierig- 
keit für  die  Geschwindigkeit  der  Dissipation  der  Energie 

b 

Wenn  N  das  Kräftepaar  bezeichnet,  welches  an  der  Kugel  an- 
gebracht werden  muß,  um  die  Rotation  aufrecht  zu  erhalten,  muß 
dieser  Ausdruck  mit  Na>Q  äquivalent  sein,  folglich 

oder  in  dem  Falle  b  —  oo,  welcher  der  Gleichung  (7)  entspricht, 

N-&ntia*m0.  (II)1) 

Die  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  bei  dieser 
Aufgabe  enthält  eine  erheblichere  Beschränkung  ihrer  praktischen 
Gültigkeit,  als  man  erwarten  könnte.  Es  ist  nicht  schwierig,  zu  be- 
weisen, daß  die  gemachte  Annahme  wesentlich  darin  besteht,  daß  das 
Verhältnis  ^—  klein  ist.  Wenn  wir  v  —  0,018  (Wasser)  und  o— 10 
setzen,  so  finden  wir,  daß  die  Geschwindigkeit  roQa  am  Äquator  gegen 
0,0018  —   klein  sein  muß.*) 

Wenn  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Betracht  kommen,  so  ist 
eine  stationäre  Bewegung  der  obigen  Art  nicht  möglich.  Die  Kugel 
wirkt  dann  wie  ein  Zentrifugalgebläse,  indem  die  Bewegung  in  einiger 
Entfernung  ans  einer  Strömung  vom  Äquator  nach  außen  und  gegen 
die  Pole  nach  innen  zu  besteht,  welcher  eine  Rotationsbewegung 
superponiert  wird.8) 

Es  ergibt  sich  aus  §  316,  daß  die  Bewegungsgleichungen  in  der 
Form 

|J  -  2*£  +  2wij  -  X- §£  +  »Aw,  ■..,-■■  (12) 

geschrieben  werden  können,  wo 

l'-f  +  iJ*.  (13) 

Eine  stationäre  Bewegung,  welche  die  Bedingungen  einer  gegebenen 
Aufgabe    bei   Vernachlässigung   der  Glieder  zweiter  Ordnung  erfüllt, 


1)  Kirchhoff,  Mechanik,  26.  Vorlegung. 

8)  Vergl.  Lord  Rayleigh,   „On   the  Flow  of  Vistou»  Liquida,  eapeeially  in 
two  Dimension*",  BW.  Mag.  (*),  88,  S.  864,  1898  (Sc.  Popen,  Bd.  W,  S.  78). 
8)  Stokes,  l  c,  8.  688. 

DigmzedsyLiOOgie 
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wird  folglich  auch   dann  gelten,  wenn  diese  zurückbehalten  werden, 
vorausgesetzt,  daS  wir  die  Zwangskräfte 


(14)') 


einführen.  Die  einzige  Veränderung  ist  die,  daß  der  Druck  p  um 
iQq*  vermindert  wird.  Diese  Zwangskräfte  sind  überall  senkrecht 
zu  den  Stromlinien  und  zu  den  Wirbellinien,  und  ihre  Intensität 
wird  durch  das  Produkt  2  gm  sin];  gegeben,  wo  m  jetzt  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Flüssigkeitselementes,  und  %  den  Winkel  zwischen 
der  Richtung  der  Geschwindigkeit  q  und  der  Achse  der  Rotation  ia 
bedeutet. 

Bei  der  Aufgabe,  die  in  diesem  Paragraphen  untersucht  wurde, 
ist  von  vornherein  klar,  daß  die  Zwangskräfte 

X ra*a:t 

r=-»»y  (15) 

£-0         I 
die  Losung   streng   machen   würden.     Es   läßt  sich  leicht  beweisen, 
daß  diese  Ausdrücke  sich  von  (14)  nur  um  Glieder  der  Form  —  -'-  , 
unterscheiden,  welche  bloß  den  Druck  verändern. 


da       da 


%  323.  Wenn  der  Einfluß  der  Trägheit  nicht  in  Betracht  kommt, 
kann  die  Bewegung  einer  zähen  inkompresBibeln  Flüssigkeit  auf  eine 
sehr  allgemeine  Weise  vermittels  Kugelfunktionen  behandelt  werden. 

Es  wird  sich  empfehlen,  zunächst  die  allgemeine  Lösung  des 
folgenden  Gleichungssystems  zu  untersuchen: 

Ai/  -Ol 

Av'-O,  (1) 

Aw'-o| 


r-o.  (2) 

Die  Funktionen  u,  v,  w  können  in  Reiben  von  räumlichen  Kugel- 
funktionen entwickelt  werden,  und  es  ist  klar,  daß  die  Glieder  von 
dem  algebraischen  Grade  »  in  diesen  Entwicklungen,  etwa  «„',  ra'  «„', 
die  Gleichung  (2)  einzeln  befriedigen  müssen.  Die  Gleichungen  (1) 
können  deshalb  in  die  Formen 


1)  Lord  Eajleigh,  l.  c,  S.  678. 
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2*U'y         »*  J       dz\3x 


-7V)\  <3> 

JL  /8w-'  _  Q?»'\     JL  {Sv>«'  _  i£«!\ 

gebracht  werden.     Folglich 

dy       d*       dx 

g.V  _  ?V  _  3t«.  l  cai 

2*         2*         3y  i'  w 

3a:  8y  3*  J 

wo  j^,  eine  Funktion  von  a;,  y,  e  ist,  and  es  ergibt  sich  ferner  aus 
diesen  Beziehungen,  daß  .  . 

6  &Z*  =  0» 

sodaß  Xn  euie  raumliche  Kugelfunktion  Tom  Grade  «  ist 
Aus  (4)  erhalten  wir  ferner 

zugleich  mit  zwei  ähnlichen  Gleichungen.  Nun  folgt  aus  (1)  und 
(2),  daß  A  ^,  +  ^  +  ^  _  0j  (6j 

sodaß  wir  ,  ,  ,  ,_. 

XUK    +  1fVn    +  j5W.    =Vi.tl  (') 

schreiben  können,  wo  yn+i  eine  räumliche  Kugelfunktion  vom  Grade 
«  +  1  ist.  Somit  kann  Gleichung  (5)  folgendermaßen  geschrieben 
werden:  -  a  Q 

[n+  1)«,  =-äa.-+*g!,--y-^--  (8) 

Der  Faktor  «  +  1  kann  ohne  Schaden  für  die  Allgemeinheit  weg- 
gelassen werden;  wir  erhalten  dann  als  die  Lösung  des  Torstehenden 
GleiehuiigBsy  stemes : 


<-2(&  +  '&-»fc)l 


wo  die  Kugelfunktionen  ro„  und  %^  willkürlich  sind.1) 

1)  Vcrgl.  Borchardt,  „Untersuchungen  über  die  Elaaticität  fester  Körper 
unter  Berücksichtigung  der  Wanne",  Strl.  Monatsber.,  B.  Januar  1878  (ßw.  Werke, 
Berlin  1888,  8.  216).  Die  Unterenchnng  im  Text  entstammt  einer  Arbeit  von 
Lftmb,  „Oii  tbe  Oacilintioca  of  a  Viscoua  Spberoid",  Proc.  Land.  Math.  Soc,  18, 
S.  61,  1881. 
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§  334.  Wenn  wir  die  Glieder,  die  von  der  Trägheit  abhängen, 
vernachlässigen,  so  reduzieren  sich  die  Bewegungsgleichnngen  einer 
zähen  Flüssigkeit  hei  Abwesenheit  äußerer  Kräfte  auf 


zugleich  mit 


„A— 5fJ 


£  +  £+!?  ="■  » 

Durch  Differentiation  erhalten  wir 

Ap  -  0,  (3) 

sodafi  p  in  eine  Reihe  räumlicher  Kugelfunktionen  entwickelt  werden 
kann,  etwa 

p  -  £pm.  (4) 

Die  Glieder  der  LSaung,  welche  Kugelfunktionen  von  verschiedenem 
algebraischen  Grad  enthalten,  werden  von  einander  unabhängig  sein. 
Um  die  Glieder  in  pn  zu  erhalten,  nehmen  wir  an,  daß 

«  -At>Qi  +  Bt"**2-  -A,l 

dx  Zx  r*"*1 

u   =  Ar*  Qt*  4.   Bf>«  +  »i.  _€fi_l  (K\ 

v  =Ar    dV+Jir  J^»»fi+l|'  W 

wo  r*  =  x1  +  y*  4-  **.  Die  mit  B  multiplizierten  Glieder  sind  gemäß 
§§  81  und  83  räumliche  Kugelfunktiouen  vom  Grade  »11.    Nun  ist 

Folglich  werden  die  Gleichungen  (1)  erfüllt,  wenn 

Durch  Einsetzen  in  (2)  finden  wir  ferner 

2nA  -  (n  +  l)(2n  +  $)B  -0, 
folglich 

S  "  (n  +  l)(2n+1)  (pW+^Ü '  ^ 

Die  allgemeine  Lösunc  des  Systems  (1)  und  (2)  ist  deshalb 

^  *  J  v  '  K  tictz-d^CÖOgle 
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,. -ii  l!(!»  +  l)  8«  i>  +  lHSn  +  l)(»»  +  »>air""'lT" 

IV) t! *., «?"" 8      f.     I   ,   „■  I        /o-, 

*  ~f  ^rll{l»  +  l)»|  i"(»  +  l)(sn  +  li(!n  +  l)8yr>"*i("'"*   [»     W 

,.^ill3(2»+l)8«  T(»+l)(8«  +  l)(!nH-S)8<r'">iT"J 
wo  «',  «',  K>*  dieselben  Formell  wie  in  den  Gleichungen  (9)  des  voran- 
gehenden Paragraphen  haben1) 

Die  Formeln  (8)  ergeben 

zu  +  yv-t-,«,-  j2il£f')^  +  2'"l'--  W 

Wenn  wir  ferner  mit  £,  ij,  £  die  Komponenten  der  Winkel- 
geschwindigkeit der  Flüssigkeit  bezeichnen  (§  30),  finden  wir 

Diese  ergeben 

2(*$  +  „  +  »0  _2*(*  +  l)*a-  (") 

§  335.  Die  Ergebnisse  der  §  323  and  324  können  auf  die 
Losung  einer  Anzahl  Probleme  angewendet  werden,  wo  die  Orenz- 
bedingungen  eicb  auf  Kugelflächen  beziehen.  Die  interessantesten 
Fälle  fallen  unter  die  eine  oder  die  andere  von  zwei  Klassen;  wir 
haben  nämlich  entweder  überall 

xu  +  yv  +  zw  —  0,  (1) 

und  deshalb  pn  =  0,  <f>n  —  0,  oder 

s6+yi.-M£-0,  (2) 

und  deshalb  j^  =  0. 

1.  Wir  wollen  die  stationäre  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  an 
einem  festen  Hindernisse  von  Kugelform  vorbei,  untersuchen.  Wenn 
wir  den  Koordmatenanfangapunkt  in  das  Zentrum  und  die  z-Achae 
parallel  zur  Strömung  legen,  so  sind  die  Grenzbedingungen  die,  daß 
«=-0,  »-0,  w-0  für  r-a,  and  u  -  U,  v-0,  w  -  0  ftr  r  =  oo. 
Es  ist  klar,  daß  die  Wirbellinien  Kreise  am  die  x-  Achse  sein  werden, 


1)  Dieae  Untersuchung  ist  mit  einigen  Änderungen  aus  verschiedenen  Quellen 
entnommen.  Vergl.  Thomson  und  Tait,  Natural  Phüosophy,  8  786;  Borchardt, 
I.  c;  Überbeck,  „Über  stationäre  Flüaaigkeitsbewegungen  mit  Berücksichtigung 
der  inneren  Reibung",  Crüle»  Journ.,  81,  S.  6a,  1876, 

DigmzedDy^iOOylC 


Stationäre  Bewegung  einer  Engel. 


683 


sodaß  die  Beziehung  (2)  erfüllt  sein  -wird.  Die  Gleichung  (9)  des 
§  324,  zusammen  mit  der  Bedingung,  die  im  Unendlichen  zn  erfüllen 
ist,  zeigt  ferner,  dufi  wir  hinsichtlich  der  Funktionen  pa  and  q>n  auf 
Kugelflächenfunktionen  erster  Ordnung  and  deshalb  auf  die  Falle 
n  —  1,  n  —  —  2  beschränkt  sind-  Ferner  müssen  wir  offenbar  ft  —  0 
haben.     Nehmen  wir  also  an,  daß 


(3) 


so  finden  wir 


P-, 

-AT> 

Vi 

-  Ux 

9-1 

-B7> 

-£tP-**)  +  lp  +  wW-W  +  ti\ 


W 


2f.H 


n"  **  " 


Die  Bedingung,  daß  an  der  Oberfläche  r  —  a  kein  Gleiten  stattfinden 
soll,  gibt 


Folglich 


Diese  geben 


8  r/o 
"  1   r* 

8  Ua 


Ä ff»  Pal 

B=-\TJa*  )' 

')  x*  +  U  (l  - 

xy 


zu  +  yv  +  Bto  —  U 1 1  - 


-}£)* 


(5) 


(6) 


(?) 


V- 

t  — 


0 

S   Ua 


(8) 

»Google 


Die  Spannungskomponenten  an  der  Kugel  ob  erfläche  vom  Radius  r 
Bind  nach  §  313 

Pr»  -  7  P=  "I-  7  Pm  +  7  P«) 

Pn-jP-  +  U*  +  T**  l  <9> 

Wenn  wir  die  Werte  von  p,,,  p    ,  p„,  . . .   aus  §  314  einsetzen, 
finden  wir 

*p«+yp«,+*p» — x?+il(rs?  —  l)U  +  fi  ^  (*"+»■+**)] 

*P»,+yPw  +  ^PM  =  -Si'  +  ^(r37-  l)  «  +  /ig|(a:M+yu  +  *«')H10) 

»P«  +  W,  +  *P» "P  +  P  (r  yT  —  l)  «"  +  P  gy  (*«  +  y »  +  * w)  J 

In  dem  vorliegenden  Fall  haben  wir 

P  -Po  +  P-i  -Po  -  {*7r »■  (11) 

Wir  erhalten  bo  fiir  die  Spannungskomponenton  an  der  Oberfläche  r  =  a 

x        ,    8  pU\ 
P„  -  -  a  Po  +  ä   a 

fc> —  Ja  ■  (12) 

P« ^  Po  J 

Wenn  öS  ein  Element  der  Oberfläche  bezeichnet,  finden  wir 

ffp„dS=Gx(tÜa) 

ffPrrdS  =  0  ■  (13) 

ffp„dS-0  J 

Die  resultierende  Kraft  auf  die  Kugel  ist  deshalb  parallel  zur  z-Achse 
und  gleich  Gxp.aU. 

Die  Art  der  Bewegung  wird  am  bequemsten  vermittels  der 
Stromfunktion  des  §  94  ausgedrückt.  Wenn  wir  X  —  r  cos  0  setzen, 
so  ist  der  Fluß  (2si/>)  durch  einen  Kreis  mit  Ox  als  Achse,  dessen 
Radius  in  0  einem  Winkel  $  bildet,  durch 

* iJ7(l-42+{^)Hmn>fl  (14) 

gegeben,  wie  sogleich  aus  (7)  ersichtlich  ist 


Stationäre  Bewegung  einer  Engel.  685 

Wenn  wir  überall  die  Geschwindigkeit  —U  in.  der  «-Richtung 
hinzufügen,  erhalten  wir  den  Fall  einer  Kugel,  die  eich  in  einer  zähen 
Flüssigkeit  stationär  bewegt,  welche  im  Unendlichen  in  Ruhe  ist. 
Die  Stromfunktion  ist  dann 

i,  -  \Uar  (l  -  j  £)  8in»Ö.  (15)') 

Die  folgende  Figur  zeigt  die  Stromlinien  i>  =  konst.  in  diesem 
Falle  für  eine  Reihe  äquidistanter  Werte  von  tf>.  Der  Unterschied 
von  dem  Falle  einer  reibungslosen  Flüssigkeit,  der  auf  Seite  149  dar- 


gestellt ist,  ist  auffallend;  aber  es  muß  daran  erinnert  werden,  daß 
die  Orun  dann  ahmen  sehr  verschieden  sind.  Im  ersteren  Falle  war 
die  Trägheit  vorherrschend  und  die  Zähigkeit  wurde  vernachlässigt; 
bei  dem  vorliegenden  Problem  sind  die  Verhältnisse  umgekehrt. 

Wenn  X  die  äußere  Kraft  ist,  die  auf  die  Kugel  wirken  muß, 
um  den  Widerstand  aufzuheben,  so  ist 

X=6xfiaU.  (16) 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  Formel  (15)  sowohl  das  Bewegungs- 
moment wie  die  Energie  der  Flüssigkeit  unendlich  macht.*)  Die  hier 
untersuchte   stationäre  Bewegung   könnte  deshalb    nur  dadurch   voll- 


1)  Dieaea  Problem  wurde  zuerst  von  Stokes   durch   die   Stromfnnktion   ge- 
löst, l  C,  S.  8flß. 

8)  Lord  Rayleigh,  JPhil,  Mag.  (6),  21,  S.  871  (Anm.),  1886  (Sc.  Papers,  Bd.  U, 
S.  480). 
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ständig  hergestellt  werden,  daß  eine  Kraft  X  auf  die  Engel  auf  eine 
unendlich  lange  Strecke  wirkte. 

Die  ganze  Untersuchung  gründet  sich  auf  die  Annahme,  daß  die 
Trägheitsglieder  »3-,  ••■  in  den  Grundgleichungen  (4)  des  §  316 
gegen  vAu,  . . ,  vernachlässigt  werden  können.  Es  ergibt  sich  leicht 
aus  Gleichung  (6)  oben,  daß  Ua  klein  gegen  v  sein  muß.  Diese 
Bedingung  kann  immer  verwirklicht  werden,  wenn  man  U  oder  a  ge- 
nügend klein  macht,  aber  in  dem  Falle  leichtbeweglicher  Flüssigkeiten, 
wie  Wasser,  beschränkt  uns  dies  auf  Geschwindigkeiten  oder  Dimen- 
sionen, welche  vom  praktischen  Gesichtspunkt  aus  außerordentlich 
klein  sind.  Selbst  für  eine  Kugel  von  1  mm  Radius,  die  sich  in 
Wasser  (v  —  0,018)  bewegt,  maß  die  Geschwindigkeit  beträchtlich 
kleiner  als  0,18  cm  pro  Sekunde  sein.1) 

Wir  können  die  Formel  (16)  verwenden,  um  die  Endgeschwindig- 
keit einer  Kugel  zu  finden,  die  in  einer  Flüssigkeit  vertikal  fällt.*) 
Die  Kraft  X  ist  dann  der  Überschuß  der  Schwere  der  Kugel  über 
den  hydrostatischen  Auftrieb,  nämlich 

*-**(».-»)«*»,  (17) 

wo  p  die  Dichte  der  Flüssigkeit  und  p,  die  mittlere  Dichte  der 
Kugel  bezeichnet.    Dies  gibt 

V-l'-f*!"'-  (18) 

Wie  bereits  auseinandergesetzt^  wird  dies  nur  gelten,  wenn  —  klein 
ist.  Für  ein  Sandkörnchen,  das  in  Wasser  fällt,  können  wir  an- 
nähernd 

o,-2o,    v  —  0,018,    ?-981 

setzen,  woraus  sich  ergibt,  daß  a  klein  gegen  0,0114  cm   sein  muß. 
Unter  dieser  Bedingung  ist  die  Endgeschwindigkeit  17-»  12000  a*. 
Für  ein  Wasserkflgelchen,  das  in  Luft  fällt,  haben  wir 

Pl  =  l,     p  =  0,00129,     ,1  =  0,00017. 

Dies  gibt  eine  Endgeschwindigkeit  V  —  1280000  a1,  welche  der  Be- 
dingung unterworfen  ist,  daß  a  klein  gegen  0,006  cm  sein  muß. 


1)  Lord  R&yleigh,  l.  e.,  S.  678.  Ein«  experimentelle  Cntennchung  Aber  du 
Widers  tan  dsgeaetz  lind  die  Endgeschwindigkeit  für  den  Fall,  daß  die  obige  Be- 
dingung verletzt  ist,  siehe  bei  Allen,  „The  Motion  of  a  Sphere  in  a,  Viscoua 
Fluid",  Phil  Mag.  (6),  60,  S.  328  und  619,  1900. 

2}  Stokes,  I.  c,  8.  668. 
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2.  Das  Problem  einer  rotierenden  Kugel  in  einer  unbegrenzten 
Flüssigkeit  wird  durch  die  Annahme 


X-,  -  =r,  (20) 

gelöst,  wobei  die  «-Achse    die  Rotationsachse   ist.     An  der  Ober- 
fläche r  —  a  müssen  wir 

«  — —  my, 

v  —      ax, 


haben,  wenn  ta  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Engel  ist    Dies  gibt 
A  —  ma";  vergl.  §  322. 

§  336.  Die  Lösungen  der  entsprechenden  Probleme  fax  ein 
Ellipsoid  können  vermittels  des  Gravitationspotentials  des  festen 
Körpers  ausgedrückt  werden,  wenn  dieser  als  homogen  und  von  der 
Dichte  1  gedacht  wird. 

Die  Gleichung  der  Oberfläche  sei 

dann  ist  das  Potential  für  die  Anziehung  auf  äußere  Punkte1)  durch 
die  bekannte  Formel  von  Dirichlet  gegeben,  nämlich 

■— »«/feTi  +  rfl  +  TTl-Of.  (2) 

WO 

A  -  {(«»  +  X)  (6»+  i)  (c*  +  i))*  (3) 

und  die  untere  Grenze  die  positive  Wurzel  von 

PTl  +  I^J  +  ürTI-l  W 

ist. 


1)  OrelUs  Journ.,  SS,  S.  80,  1916  (Werke,  Bd.  II,  8.  11);  «lebe  auch  Kiroh- 
hoff,  Mechanik,  18.  Vorlesung,  und  Thomson  und  Tut,  Natural  Philosophy, 
I.  Aufl.,  i  *9*™. 
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Dies  ergibt 


Ti 


•  2xccx 
-2xßy 
=  2nye 


""""/^TWi 


Wir  werden  ferner 


«— /s 


(5) 


(6) 


(?) 


schreiben;   es  ist   in  §  113  gezeigt  worden,   daß  dies  die  Gloicbung 
Az  -  0  erfüllt. 

Wenn  die  Flüssigkeit,  an  dem  festen  Elüpsoide  vorbei,  mit  der 
allgemeinen  Geschwindigkeit  U  in  der  x-Richtnng  strömt,  so  nehmen 
wir  an,  daß1) 


3»a 


+  Bx 


(8) 


Diese  Werte  erfüllen  die  Kontinnitätsgleichnng  infolge  der  Beziehungen 

0,  w  —  0.     Ferner 


sie  ergeben  offenbar  im  Unendlichen  w  =■-  C, 
haben  wir  ,, 


A»-2B 


(9) 


1)  Oberbeck,  I.  c,  S.  682. 
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sodaß  die  Gleichungen  (1)  des  §  324  durch 

p  —  2Bp  ||  +  konst.  (10) 

befriedigt  werden. 

Es  bleibt  übrig,  zu  zeigen,  daß  wir  durch  passende  Wahl  von  A 
und  B  an  der  Oberfläche  (1)  «  —  v  —  w  —  0  machen  können.  Die 
Bedingungen  v  —  0,  w  =  0,  erfordern,  daß 

[»"•*jr  +  BKL.-0'    ik-3«^  +  B-0.         (11) 

Mit  Hilfe  dieser  Beziehung  reduziert  sich  die  Bedingung  «  =  0  auf 

ZaAot  -Bfa  +  U—  0,  (12) 

wo  die  Suffixe  andeuten,  daß  die  untere  Grenze  in  den  Integralen  (6) 
und  (7)  durch  0  zu  ersetzen  ist.    Folglich: 

7i A  -  -  ±Ba*,     B ^—,.  (13) 

In  großer  Entfernung  r  vom  Ursprungspunkt  haben  wir 

o__  iaabc  _*abc 

woraus  sich  bei  Vergleich  mit  den  Gleichungen  (4)  des  Torangehenden 
Paragraphen  ergibt,  daß  die  Störung  dieselbe  ist,  als  wenn  sie  durch 
eine  Kugel  vom  Radios  B  verursacht  würde,  der  durch 

iUB~2abcB,     oder     B  -  ~      f tc  ^  (14) 

bestimmt  ist.  Der  Widerstand,  den  das  Ellipsoid  erfährt,  wird  dem- 
gemäß 

GxpBU  (15) 

Im  Falle  einer  kreisförmigen  Scheibe,  die  sich  mit  der  Breitseite 
nach  Torn  bewegt,  haben  wir  a  =•  0,  b  —  C;  folglich  «0  =  2,  Xo  =  «oc, 
sodaß 

B  =  ~  c  =  0,85  c. 

Wir  dürfen  nicht  langer  bei  Problemen  verbleiben,  welche  ans 
bereits  angeführten  Gründen  kaum  irgendeine  wirkliche  Anwendung 
finden,  außer  bei  Flüssigkeiten  von  außerordentlich  großer  Zähigkeit. 
Wir  wollen  deshalb  auf  die  mathematisch  sehr  eleganten  Untersuchungen 
nur  hinweisen,  welche  über  die  stationäre  Rotation  eines  Ellipsoides1) 

1)  Edwardes,  Quart.  Jwrn.  Math.,  86,  3.  70  and  167,  1892. 
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bzw.  über  die  Strömung  durch  einen  Kanal,  der  von  einem  tön- 
achaligen  Umdrehungshyperboloid  begrenzt  wird1),  angestellt  sind. 

Einige  Beispiele  anderer  Art,  die  sieb  auf  zweidimensionale 
stationäre  Bewegungen  in  einem  kreisförmigen  Zylinder  beziehen,  die 
von  Quellen  und  Senken  an  verschiedenen  Stellen  der  Grenzfläche 
herrühren,  sind  von  Lord  Rayleigh  erörtert  worden.1) 

§  337,  Wir  wollen  jedoch  einige  allgemeine  Sätze  berück- 
sichtigen, die  sich  auf  die  Dissipation  von  Energie  bei  der  stationären 
Bewegung  einer  Flüssigkeit  unter  der  Wirkung  konstanter  äußerer 
Kräfte  beziehen;  diese  sind  von  Heimholte  und  Korteweg  aufgestellt 
worden.  Sie  enthalten  die  Annahme,  daß  die  Trägheitsglieder  in  den 
Bewegungsgleichungen  sämtlich  vernachlässigt  werden  können. 

1.  Wir  wollen  die  Bewegung  in  einem  Gebiet  betrachten,  das 
von  einer  geschlossenen  Fläche  2  begrenzt  wird;  es  seien  u,  v ,  w  die 
Geschwindigkeitskomponenten  bei  der  stationären  Bewegung,  und 
m  +  «',  v  +  v',  w  +  w'  diejenigen  bei  einer  anderen  Bewegung,  die 
nur  der  Bedingung  unterworfen  sein  soll,  daß  w',  v',  to'  an  der  Grenz- 
fläche £  verschwinden.  Nach  §  317  (3)  ist  die  Dissipation  bei  der 
veränderten  Bewegung  gleich 

wo  der  Akzent  die  Werte  andeutet,  welche  die  fraglichen  Funktionen 
annehmen,  wenn  u,  v,  w  durch  u',  v,  w  ersetzt  werden.  Nun  zeigen 
die  Formeln  (2)  und  (3)  des  §  314,  daß  in  dem  Falle  einer  in- 
kompressiblen  Flüssigkeit 

da  jede  Seite  eine  symmetrische  Funktion  von  o,  6,  c,  f,  g,  h  bzw. 
a,  h',  c,  f,  g,  K  ist.  Infolgedessen,  sowie  nach  §  317  reduziert  sich 
der  Ausdruck  (1)  auf 

fff$dxdyde+2ffßpaa'+pnb'+Poc'+2p„r+2pBg'+2p^dxd9dt 

■\-CCC<S>'dxdyde. 

Das  zweite  Integral  kann  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

;-+*»£+*.£+■•■+•■■)■«**»*•! 


JÜÜTfc 


1)  Sampson,  l  c,  8.  146. 

2)  „On   the  Flow  of  Yiscous  Liquide,   eapecially  in  two  Dimension«",  Phü. 
Mag.  (6),  36,  S.  SU,  189S  (Sc.  JPapen,  Bd.  IT,  S.  78). 
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berücksichtigt  mau,  daß  u,  v,  w  an  der  Grenzfläche  verschwinden, 
ao  ergibt  sich  hieraus  nach  einer  partiellen  Integration 

-jGGT{*fe+£+&+-+-)*«*. 

oder 

fffft  (Xu'  +  Yv'  +  Zw')  dx  dy  de, 

nach  §  316.  Wenn  die  äußeren  Kräfte  X,  Y,  Z  ein  einwertiges 
Potential  haben,  so  verschwindet  dies  vermöge  der  Kontinnitäts- 
gleicbung  nach  §  42  (4). 

Unter  diesen  Bedingungen  ist  die  Dissipation  in  der  veränderten 
Bewegung  gleich 

jTCodxdydz  +fff&dxdydB  (3) 

oder  2  (JF  +  F'),  d.  h.,  sie  übersteigt  die  Dissipation  bei  der  stationären 
Bewegung  um  die  wesentlich  positive  Größe  2F',  welche  die  Dissi- 
pation bei  der  Bewegung  u,  v',  w'  darstellt. 

Mit  anderen  Worten,  wenn  die  Trägheitsglieder  vernachlässigt 
werden  können,  bo  ist  die  stationäre  Bewegung  einer  Flüssigkeit  unter 
Wirkung  konstanter  Kräfte,  die  ein  einwertiges  Potential  besitzen, 
durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet,  daß  die  Dissipation  in  jedem 
Gebiete  kleiner  als  bei  jeder  anderen  Bewegung  igt,  die  mit  den 
gleichen  Werten  von  u,  v,  w  an  der  Grenzfläche  vereinbar  ist. 

Es  folgt,  daß  bei  vorgeschriebenen  Geschwindigkeiten  an  der 
Grenzfläche  nur  eine  Art  stationärer  Bewegung  in  dem  Gebiet  mög- 
lich ist.1) 

2.  Wenn  u,  v,  w  sich  auf  eine  beliebige  Bewegung  in  dem  ge- 
gebenen Gebiete  beziehen,  haben  wir 

2  F  —fff®  dz  dyde  —  | 

2ffßp"a  +pn*  +p»b  +  **iJ+  2?»J  +  *9kA***9**y 
da   die   Formel  (2)    gilt,   wenn   die   Akzente    durch   Punkte    ersetzt 
werden. 

Die  Behandlung  dieses  Integrals  ist  die  gleiche  wie  vorher. 
Wenn  wir  annehmen,  daß  «,  v,  ü>  an  der  Grenzfläche  £  verschwinden, 
so  finden  wir 


MÖÖTi*fe+^+%!)+-+-)***      1 


•<») 


1)  Helinholtz,  „Theorie  der  stationären  Ströme  in  reibenden  Flüssigkeiten", 
Verh.  des  naturh.-mtdis.  Vereint,  80.  Okt.  1868  (Wim.  Abk.,  Bd.  I,  S.  SS3). 
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Das  letzte  Integral  verschwindet,  wenn  die  äußeren  Kräfte  ein 
einwertiges  Potential  haben,  sodaS 

F vf/fi»*  +  <"  +  w')dxdyde.  (6) 

Dies  ist  wesentlich  negativ,  sodaß  F  beständig  abnimmt.  Dieser  Vor- 
gang kann  nur  dann  aufhören,  wenn  «  —  0,  v  —  0,  w  =  0,  d.  h.,  wenn 
die  Bewegung  stationär  geworden  ist. 

Wenn  daher  die  Geschwindigkeiten  an  der  Grenzfläche  £  konstant 
erhalten  werden,  so  wird  die  Bewegung  im  Innern  dahin  streben, 
stationär  zu  werden.  Die  stationäre  Bewegung,  die  schließlich  zustande 
kommt,  ist  deshalb  sowohl  stabil  wie  eindeutig.1) 

Es  ist  Ton  Lord  Rayleigh1)  gezeigt  worden,  daß  der  obige  Satz 
so  erweitert  werden  kann,  daß  er  für  jedes  dynamische  System  gilt, 
das  keine  potentielle  Energie  besitzt,  und  dessen  kinetische  Energie  T 
und  Dissipationsenergie  F  als  Funktionen  zweiten  Grades  der  generali- 
sierten Geschwindigkeiten  mit  konstanten  Koeffizienten  ausgedrückt 
werden  können. 

Wenn  die  äußeren  Kräfte  kein  einwertiges  Potential  haben,  oder 
wenn  wir  anstatt  gegebener  Geschwindigkeiten  gegebene  Spannungs- 
kräfte  an  der  Grenzfläche  haben,  so  erfordern  die  Sätze  eine  kleine 
Veränderung.  Der  Überschuss  der  Dissipation  Ober  den  doppelten 
Betrag  der  Arbeit,  welche  von  den  äußeren  Kräften,  einschließlich  der 
Spannungskräfte  auf  der  Grenzfläche,  geleistet  wird,  nähert  sich  einem 
bestimmten  Minimum,  das  nur  erreicht  wird,  wenn  die  Bewegung 
stationär  geworden  ist.') 

Periodische  Bewegung. 

§  328.  Wir  untersuchen  weiter  den  Einfluß  der  Zähigkeit  bei 
verschiedenen  Problemen  der  kleinen  Schwingungen. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  der  Laminarbewegung,  da  diese  uns 
in  den  Stand  setzen  wird,  einige  Punkte  von  großer  Wichtigkeit  ohne 
mathematische  Schwierigkeiten  aufzuklären.  Wenn  wir  annehmen, 
daß  v  =■  0,  tc  —  0,  während  u  eine  Funktion  von  y  allein  ist,  so  er- 
fordern die  Gleichungen  (4)  des  §  316,  daß  p  =  konst  und 

1)  Korteweg,  „On  a  General  Theorem  of  the  Stability  oF  the  Motion  of 
a  YiscouB  Fluid",  Phä.  Mag.  (6),  16,  S.  119,  188S. 

3)  f.  c,  8.  690. 

3)  VergL  Helmholtz,  (.  c.  Wegen  anderer  S&tie,  welche  rieh  anf  die  stationäre 
Bewegung  z&her  Flüssigkeiten  bei  Vernachlässigung  der  Trigbeitaglieder  be- 
liehen, liehe  H.  A.  Lorants,  „Ein  allgemeiner  S»U,  die  Bewegung  einer  reibenden 
Flüssigkeit  betreffend,  nebst  einigen  Anwendungen  desselben",  ihamlssjni 
über  theoretische  i*y«*,  Leipzig  1906,  Bd.  T,  S.  38. 

Difi  I  =-<!  -V       '  ^ 
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Dies  hat;  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  der  linearen  Wärme- 
bewegung. Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung  nehmen  wir  einen 
Zeitfaktor  e*(°'+*)  an;  dann  haben  wir 

S-T-  <2> 

was  die  Lösung 

u  -  A§**W  +  Be-V+W*  (3) 

hat,  vorausgesetzt,  daß 

!  (4) 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  daß  die  Flüssigkeit  sich  auf  der 
positiven  Seite  der  a;e- Ebene  befindet,  und  daß  die  Bewegung  Ton 
der  Torgeschriebenen  Schwingung 

u-a4t™+*>  (5) 

einer  starren  Fläche  herrührt,  die  mit  dieser  Ebene  zusammenfällt. 
Wenn  die  Flüssigkeit  sich  in  der  positiven  ^-Richtung  bis  in  das 
Unendliche  erstreckt,  so  ist  das  erste  Glied  in  (3)  auszuschließen, 
und  wenn  wir  B  durch  die  Grenzbedingung  (5)  bestimmen,  so  haben  wir 

M  =  a<r<i+*)i*r+<<<»+«>)  (6) 

oder  wenn  wir  den  reellen  Teil  nehmen, 

u  =»  aerfir  cos(tst  —  ßy  -f- 1),  (7) 

was  einer  vorgeschriebenen  Bewegung 

«  -  a  cos  {pt  +  «)  (8) 

an  der  Grenzfläche  entspricht.1) 

Die  Formel  (7)  stellt  eine  Welle  von  transversalen  Schwingungen 
dar,  die  von  der  Grenzfläche  mit  der  Geschwindigkeit  -fl-  nach  innen 
fortgepflanzt  wird,  aber  deren  Amplitude  rasch  abnimmt,  indem  die 
Abnahme  innerhalb  einer  Wellenlänge  im  Verhältnis  er*"  oder  £t 
geschieht. 

Die  lineare  Größe 

2a       ,        /.  2*\i 

-g-     oder     14«v  ■  — 1 

ist  bei  allen  Problemen  der  Schwingungsbewegung  von  großer  Wichtig- 
keit, welche  keine  Dichteänderungen  voraussetzen,  da  sie  angibt,  in 
welchem  Maße  die  Wirkungen  der  Zähigkeit  in  die  Flüssigkeit  ein- 
dringen. Im  Falle  von  Luft  (v  —  0,13)  beträgt  dieser  Wert  1,28  ]/P  cm, 


l)M**L  ..■.«•. 
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wenn  P  die  Schwingungsperiode  in  Sekunden  ist.  Für  Wasser  ist  der 
entsprechende  Wert  0,47  YP.  Wir  werden  sogleich  weitere  Beispiele 
für  die  Tatsache  haben,  daß  der  Einfloß  der  Zähigkeit  sich  nur  auf 
eine  kurze  Entfernung  von  der  Oberfläche  eines  Körpers  erstreckt, 
der  kleine  Schwingungen  mit  genügender  Frequenz  ausführt. 

Die  verzögernde  Kraft  auf  die  starre  Ebene  ist  pro  Flächen- 
einheit 

~  *»  [§9,-e~  **a  {C08(<"  +  £)~  ain(-et  +  t)]\.  (9) 

—  pv'ö'ö  C08(fftf  +  6  +  |ä)  ] 

Die  Kraft  hat  ihre  Maxima  in  Intervallen  von  £  Periode,  bevor  die 
schwingende  Lamelle  durch  ihre  mittlere  Lage  hindurchgeht 

Der  oben  untersuchten  erzwungenen  Schwingung  können  wir 
irgendwelche  Normalschwingungen  superponieren,  deren  das  System 
fähig  ist    Wenn  wir  annehmen,  daß 

u  —  (A  cos  my  +  B  Bin  my)  e"1,  (10) 

und  dies  in  (1)  einsetzen,  finden  wir 

a vm*u,  (11) 

woraus  wir  die  Lösung 

u  —  Z(A  cos  my  -f-  B  sin  my)  er"*'  (12) 

erhalten. 

Die  zulässigen  Werte  von  m  and  die  Verhältnisse  ^  werden  in 
der  Regel  durch  die  Grenzbedingungen  bestimmt.  Die  willkürlichen 
Konstanten,  welche  Übrig  bleiben,  lassen  sich  dann  aus  den  Anfangs- 
bedingungen vermittels  der  Fourierschen  Methode  ableiten. 

Im  Falle  einer  Flüssigkeit,  die  sich  von  y oo  bis  zu  y  —  +  co 

erstreckt,  sind  alle  reellen  Werte  von  m  zulässig.  Die  Lösung  kann 
in  diesem  Falle  den  Anfangsbedingungen  gemäß  unmittelbar  nach 
dem  Fourierschen  Satze,  §  236  (4),  hingeschrieben  werden.  Wir 
haben  nämlich 

»  -  ±fdmff(i)  Co»  m  (j  -  i)  e-'-'ÄJ,  (13) 

wenn 

« -f(s)  (") 

die  willkürliche  Geschwindigkeitsverteilung  am  Anfange  ist. 

Die  Integration  in  Bezug  auf  m  kann  vermittels  der  bekannten 
Formel 

'***-£  (J)    e   **  (15> 

Digmzed^y  G00gle 
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ausgeführt  werden.     Wir  finden  dann 


* — i-r/6  *"  rwdx. 


(16) 


Ale  einen  besonderen  Fall  wollen  wir  annehmen,  daß  f(y)  ■  -■■  ±_  U, 
wobei  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem y  positiv  oder  negativ  ist.  Dies  bringt  den  Fall  einer  anfäng- 
lichen DiBkontinnitätsfläche  zur  Darstellung,  welche  mit  der  Ebene  y  —  0 
zusammenfallt.  Nach  dem  ersten  Augenblick  wird  die  Geschwindig- 
keit an  dieser  Fläche  auf  beiden  Seiten  null  sein.    Wir  finden 


■^■/{e 


)<"•  (") 


Durch  Vertauschung  der  Variablen  und  einfache  Reduktionen  kann 
dies  auf  die  Form1) 

«-2-^Erf-f-j  (18) 

gebracht  werden,  wo  in  der  Glaisherschen  Schreibweise1) 

Brf  x  -  fe-*dx.  (19) 

Die  Funktion  2-x  *Erf  x  ist  von  Encke  fabuliert  worden.*)    Es 
ergibt  sich,  daß  u  gleich  {  ü  ist,  wenn  — %=  -  0,4769.     Für  Wasser 
gibt  dies  in  Sekunden  und  Zentimetern 
t  -  61,8  y\ 
Der  entsprechende  Wert  für  Luft  ist 
t  -  8,3  y* 

Diese  Resultate  zeigen,  wie  rasch  eine  Diskontinuitätsnäche  in  einer 
zähen  Flüssigkeit  vernichtet  würde,  wenn  sie  jemals  gebildet  werden 
könnte. 


1)  Lord  Rayleigb,  „On  the  Stalulitj,  or  Iiutabilitr,  of  certain  Fluid 
Motion«",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  11,  3.  57,  1880  (Sc.  Popen,  Bd.  I,  3.  474). 

S)  Siehe  Phil  Mag.  (4),  48,  S.  294,  1871,  und  Eneyc.  Britann.,  9.  Aufl., 
Abschn,  „Tahlea". 

8}  Bari.  AM.  Jahrbuch,  1884.  Die  Tabelle  ist  abgedrnckt  von  De  Morgan, 
Eneyc.  Metrop.,  Abschn.  „Probabilitiei",  und  Lord  Kelvin,  Math,  and  Phy». 
Paper»,  Bd.  IH,  3.  484. 
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Die  Winkelgeschwindigkeit  5  der  Flüssigkeit  ist  durch 


(20) 


gegeben.  Dies  stellt  das  Eindringen  der  Winkelgeschwindigkeit  in 
das  Innere  der  Flüssigkeit  dar,  welche  ursprünglich  auf  eine  Wirbel- 
schicht beschränkt  war,  die  mit  der  Ebene  y  =  0  zusammenfällt, 

§  329.  Wenn  die  Flüssigkeit  sich  nicht  bis  in  das  Unendliche 
erstreckt,  sondern  von  einer  festen  starren  Ebene  y  —  h  begrenzt 
wird,  dann  sind  zur  Bestimmung  der  Bewegung,  die  von  einer  er- 
zwungenen Schwingung  der  Ebene  y  —  0  herrührt,  beide  Glieder 
von  (3)  nötig,  und  die  Grenzbedingungen  geben 

Ä+B-"  \  m 

^el'+W  +  Be-I'tW-OJ'  v    ' 

folglich 

nnh  (1  -J-  »)  ßh  '  v    ' 

was  leicht  zu  bestätigen  ist.  Dies  gibt  für  die  verzögernde  Kraft 
pro  Flächeneinheit  der  schwingenden  Ebene 

-  u(l  +  t)|JoeoÜi(l  +  i)ßh-  e,<»<+'>.  (23) 

Der  reelle  Teil  dieses  Ausdruckes  kann  auf 

t/9           rinn  apAcog(«t  + 1  +  |»)  + BJnaftAMaQft-M+j«)  . 

V*PP«  coehspA-coispa W 

reduziert  werden. 

Wenn  ßh  verhältnismäßig  groß  ist,  so  ist  dies  mit  (9)  oben 
gleichbedeutend;  für  kleine  Werte  von  ßh  hingegen  reduziert  es 
sich  auf 

^.  cos  (et  -He).  (25) 

wie  vorauszusehen  war. 

Dieses  Beispiel  enthält  die  Theorie  der  Veränderung,  welche  von 
Maxwell1)  in  die  Coulombsche  Methode1)  zur  Untersuchung  der 
Zähigkeit  von  Flüssigkeiten  durch  drehende  Schwingung  einer  kreis- 
förmigen Scheibe  in  ihrer  eigenen  horizontalen  Ebene  eingeführt 
wurde.  Die  Zufügung  fester  paralleler  Scheiben  in  einem  kurzen 
Abstand  oberhalb  und  unterhalb  bewirkt  eine  bedeutende  Steigerung 
des  Einflusses  der  Zähigkeit. 


•EU 


1)  I.  c,  S.  664. 

8)  JUem.  de  l'Inst.,  8,  1800. 
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Die  freien  Schwingungen  werden  durch  (12)  ausgedrückt,  zugleich 
mit  den  Bedingungen,  daß  u  =  0  für  y  =  0  and  t/  =  h.  Dies  gibt 
4  =  0  und  mh  =  sx,  wo  £  eine  ganze  Zahl  ist.  Die  entsprechenden 
Dämpfungszeiten  werden  durch  x  —  — $  gegeben. 

§  330.  Als  ein  weiteres  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  einer 
horizontalen  Kraft 

X-fcoB(et  +  s)  (1) 

nehmen,  welche  gleichförmig  auf  eine  unbegrenzte  Wassermenge  von 
der  gleichmäßigen  Tiefe  h  wirkt. 

Die  Gleichung  (1)  des  §  328  wird  jetzt  durch 

!i-°W+X  (2) 

ersetzt. 

Wenn  der  Ursprungspunkt  auf  den  Grund  verlegt  wird,  so  sind 
die  Grenzbedingungen  u  —  0  für  y  —  0  und  g-  —  0  für  y  <—  Ä,  wo 
die  letztere  Bedingung  ausdrückt,  daß  an  der  freien  Oberfläche  keine 
tangentiale  Kraft;  vorhanden  ist.    Ersetzen  wir  (1)  durch 

X-/y<D'+«,  (3) 


so  finden  wir 

cosh  (1  + 1)  ßh 


wenn,  wie  vorher,  ß  ■— 1/s-- 


Wenn  ßh  groß  ist,  so  reduziert  sich  der  Ausdruck  in  { }  prak- 
tisch auf  das  erste  Glied  für  alle  Funkte  der  Flüssigkeit,  deren  Höhe 
Über  dem  Grande  ein  mäßiges  Vielfaches  von  ß~l  übertrifft.  Nehmen 
wir  den  reellen  Teil,  so  haben  wir  folglich 

*-£«n  («*  +  ■).  (5) 

Dies  zeigt,  daß  die  Hauptmasse  der  Flüssigkeit,  mit  Ausnahme  einer 
Schiebt  am  Grunde,  genau  wie  ein  freies  Teilchen  schwingt,  wobei 
der  Einfluß  der  Zähigkeit  unmerklich  ist.  Für  Punkte  nahe  am 
Grunde  lautet  die  Formel  (4) 

„ ?/(!_  e-ü+W»)  «<«»+.),  (6) 

oder  wenn  wir  den  imaginären  Teil  weglassen, 

«  —  £  sin (©•$  +  «)  —  t  e-?r  ginfot  -  ßy  +  t).  (7) 

DfrtizedDy  G00gle 


Dies  hätte  unmittelbar  als  die  Lösung  von  (2)  erhalten  werden  können, 
die  den  Bedingungen  genügt,  daß  w  —  0  für  y  —  0,  und 

«  —  j-aw(0t  +  n) 

für  größere  Werte  von  ßy. 

Die  Kurven  A,  B,  G,  D,  E,  F  in  der  folgenden  Figur  stellen 
eine  Reihe  von  Formen  dar,  welche  durch  dieselbe  Linie  Ton  Teilchen 
in  Zwischenräumen  von  ^  Periode  angenommen  werden.  Um  die 
Reihe  zu  vervollständigen, 
würde  es  nötig  sein,  die 
Bilder  von  E,  D,  C,  B  in 
Bezug  auf  die  Vertikallinie 
durch  0  hinzuzufügen.  Das 
ganze  System  von  Kurven 
kann  als  die  aufeinander- 
folgenden Formen  einer  Spi- 
rale von  passender  Gestalt 
angesehen  werden,  die  sich 
gleichförmig  um  eine  ver- 
tikale Achse  durch  0  dreht. 
Die  vertikale  Ausdehnung 
der  Figur  betragt  eine  Wellen- 
lange  -j-  der  laminaren  Stö- 
rung. 

Als  numerisches  Beispiel 
bemerken  wir,  daß  wir  für  den  Fall  v  —  0,0178  und  —  ■—■  12  Stunden 
den  Wert  ß~1  =  15,6  cm  finden.  Dies  zeigt,  wie  äußerst  gering  die 
unmittelbare  Wirkung  der  Zähigkeit  anf  die  Meeresfluten  sein  muß. 
Es  kann  kaum  ein  Zweifel  bestehen,  daß  eine  Dissipation  der  Energie 
durch  „Geeeitenreibung",  wie  sie  tatsächlich  stattfinden  mag,  haupt- 
sächlich der  regellos  wirbelnden  Bewegung  zuzuschreiben  ist,  die 
durch  Steigerung  der  Gezeitenströme  in  seichtem  Wasser  hervor- 
gerufen wird.1)    Vergl.  §  344. 

Wenn  ßh  klein  ist,  so  gibt  der  reelle  Teil  von  (4) 


-/-  y  (2  h-y)-  cos  (<ft  +  B), 


(8) 


1)  Der  schwache  Einfluß  der  Zähigkeit  auf  regelmäßige  Bewegungen  von 
Wasser  in  großem  Maßstab  igt  ferner  von  Hough  hervorgehoben  worden,  „On 
tha  Influence  of  Viscosity  on  Waves  and  Cnrrents",  Proc.  Lond.  Math.  &>c,  88, 
3.  264,  1896.  Wir  kennen  auch  auf  die  Auseinandersetzung  von  ZOppriti  Ober 
die  Driftstrome  verweisen,  „Hydrodynamische  Probleme  in  Beziehung  rar  Theorie 
der  Meeresströmungen",   Wied.  Ann.,  S,  8.  562,  1878. 
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folglich   hat   die  Geschwindigkeit   dieselbe  Phase  wie   die  Kraft;  und 
verhält  sich  umgekehrt  wie  v. 

§  331.  Um  die  Wirkung  der  Zähigkeit  auf  freie  Wellen  iu 
tiefem  Wasser  zu  finden,  können  wir  die  Dissipationsfunktion  des 
§  317  in  einer  der  dort  gegebenen  Formen  verwenden,  wobei  die 
für  unseren  Zweck  einfachste 


2F 


lautet.  Nach  %  309  kann  die  Dissipation  bei  einer  gewissen  Ein- 
schränkung so  berechnet  werden,  als  ob  die  Bewegung  wirbelfrei 
wäre. 

Um  die  Rechnung  in  eine  Form  zu  bringen,  die  für  den  Fall 
gelten  soll,  wo  sowohl  die  Kapillarkraft  wie  die  Schwere  berück- 
sichtigt wird,  wiederholen  wir,  daß  wir  der  Oberßächenerhebung 


vi  =  a  sin  h  (x  —  ci) 
entsprechend 

<p  —  ace**  cos  k  (x  —  cf) 

(2) 
(3) 

haben,  da  dies  |f  -  —  ^  für  y  =  0  ergibt.    Folglich 

3*  _  u*  +  *>  -  ÄVe"*«», 

(4) 

und  die  Dissipation  ist  nach  (1) 

2/**»<rV 

(5) 

pro  Einheit  der  Oberfläche.     Die  kinetische  Energie 

*»jjT»!j" 

(6) 

hat  einen  Mittelwert  ^-pic*«'  pro  Flächeneinheit.    Die  gesamte  Energie, 
das  doppelte  hiervon,  ist 

ifiöV.  (7) 

Setzen  wir  folglich  den  Abfall  der  Energie  gleich  der  Dissipation, 
so  haben  wir 


?,< 

Iflc"«1) 2fi*V«" 

(8) 

£--»»*•, 

(9) 

,-^er'-". 

Dig  t  z 

,i  »Google 

Die  Dämpfungen eii,  t  wird  deshalb  durch  t  —  ,,  gegeben,  oder 
durch  die  Wellenlänge  X  ausgedrückt,  durch 

—  Si  (")■) 

Im  Falle  von  Wasser  gibt  dies 

x  -  0,712  X*  Sekunden, 

wenn  X  in  Zentimetern  ausgedrückt  wird.  Es  folgt,  daß  Kapillar- 
wellen durch  die  Zähigkeit  sehr  rasch  vernichtet  werden;  für  eine 
Wellenlänge  von  einem  Meter  würde  t  hingegen  ungefähr  zwei 
Stunden  betragen. 

Die  obige  Methode  beruht  auf  der  Annahme,  daß  ex  Verhältnis 
mäßig  groß  ist,  wobei  ff  ■=»  hc.  Bei  leichtbeweglichen  Flüssigkeiten 
wie  Wasser  wird  diese  Bedingung  für  alle  Wellenlängen,  mit  Aus- 
nahme der  sehr  kleinen,  erfüllt. 

Die  Methode  versagt  aus  einem  anderen  Grande,  wenn  die  Tiefe 
kleiner  als  etwa  eine  halbe  Wellenlänge  ist.  Infolge  des  praktisch 
unendlich  großen  Widerstandes  gegen  das  Gleiten  am  Grunde  kann 
die  Dissipation  nicht  mehr  so  berechnet  werden,  als  wenn  die  Be- 
wegung wirbelfrei  wäre. 

§  333.  Der  Einnaß  der  Zähigkeit  anf  Wasserwellen  bann  auch 
auf  eine  mehr  direkte  Weise  berechnet  werden. 

Wenn  die  y-Achse  senkrecht  nach  oben  gezogen  wird,  und  wenn 
wir  annehmen,  daß  die  Bewegung  auf  die  beiden  Dimensionen  x  und  y 
beschränkt  ist,  so  haben  wir 


(i) 

(2) 
(3) 
W 


dt  = 

-?£+■*• 

»V 

St 
i  gl  eich  mit 

Diese  werden  durch 

1)  Btokes,  1.  c,  S.  666.    Infolge  eine«  Versehens  bei  der  Rechnung  war  der 
für  t  erhaltene  Wert  um  die  Hälfte  zu  klein. 
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«rftllit,  vorausgesetzt,  daß 

A^-0        | 

S--M'  (6) 

wo 

A         8"    ,8" 
^-37  +  8?- 

Um  die  Normalaehwingungen  zu  bestimmen,  die  in  Bezog  auf  x 
mit  einer  vorgeschriebenen  Wellenlänge  -r-  periodisch  sind,  nehmen 
wir  einen  Zeitfaktor  e°'  und  einen  Ranmfaktor  &**.  Die  Lösungen 
von  (5)  sind  dann 

i,-(Cif'  +  De-"  >)«"•+")'  m 

zugleich  mit 

«.■-f  +  J.  (7) 

Die  Grenzbedingungen  Verden  Gleichungen  ergeben,  welche  aus- 
reichend sind,  die  Art  der  verschiedenen  Schwingungen  und  die  ent- 
sprechenden Werte  von  «  zu  bestimmen. 

Im  Falle  unbegrenzter  Tiefe  nimmt  eine  dieser  Bedingungen  die 
Form  an,  daß  die  Bewegung  für  y  =  —  oo  endlich  sein  muß.  Schließen 
wir  zunächst  die  Fälle  aus,  wo  m  rein  imaginär  ist,  so  erfordert  dies, 
daß  B  =  0,  D  ~  0,  vorausgesetzt,  daß  j»  die  Wurzel  von  (7)  be- 
zeichnet, deren  reeller  Teil  positiv  ist    Folglich 

Wenn  rj  die  Erhebung  bezeichnet,  müssen  wir  an  der  freien 
Oberfläche  -£  «-  v  haben.  Wenn  der  Ursprungspunkt  von  y  in  das 
ungestörte  Niveau  verlegt  wird,  gibt  dies 

v *(A-.C)e""+»'.  (9) 

Wenn  Tl  die  Eapillaritätsbonstante  bezeichnet,  so  unterliegen 
die  Spannungen  an  der  Oberfläche  offenbar  den  Bedingungen 

ö     -  T  — '  1 

P"         1^'     ,  (10) 

jw-°     ) 

in  erster  Annäherung,  da  die  Neigung  der  Oberfläche  gegen  den 
Horizont  anendlich  klein  angenommen  wird. 

DigmzedsyLiOOgie 
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Nun  ist 

P„ P  +  2P&\ 

folglich  haben  wir  nach  (4)  and  (6)  an  der  freien  Oberfläche 

^l(a,+  2rifc,o+ffifc+ri,)4-t(sifc+3,Jt,+  2wJtt»«)C] 

-"  -  -  { St»M4  +  («  +  avPJC'J,  (13) 

wo  T"  —  — ,  nnd  wobei  der  gemeinschaftliche  Faktor  eli'+*'  hinzu- 
zudenken ist 

Durch  Einsetzen  in  (10)  und  durch  Elimination  des  Verhältnisses 
P  erhalten  wir 

(*  +  2vk*f  +gk  +  Tk*  =  4v>k*m.  (14) 

Wenn  wir  m  mit  Hilfe  von  (7)  eliminieren,  erhalten  wir  eine 
bi  quadratische  Gleichung  in  a,  aber  ea  sind  nur  die  Wurzeln  zu- 
lässig, welche  dem  reellen  Teile  der  linken  Seite  von  (14)  einen 
positiven  Wert  zuerteilen  und  somit  den  reellen  Teil  von  m  positiv 
machen. 

Wenn  wir  der  Kürze  halber 


gk  +  TP  -  ff», 


(15) 


tt-t-2vk*  =  xe\ 
schreiben,  so  nimmt  die  biquadratische  Gleichung  die  Gestalt 

(z»+l)»=16  0»(:r-0)  (16) 

an.  Ea  ist  nicht  schwierig,  zu  zeigen,  daß  diese  immer  zwei  Wurzeln 
(beide  komplex)  hat,  welche  die  eben  gemachte  Einschränkung  ver- 
letzen, nnd  zwei  zulässige  Wurzeln,  welche  reell  oder  komplex  sein 
können,  je  nach  der  Größe  des  Verhältnisses  9.  Wenn  i  die  Wellen- 
länge und  c  —  j  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  von 
Reibung  ist,  haben  wir 

•-?-*?■  ("> 
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Wenn  cm  die  minimale  Wellengeschwindigkeit  des  §  264  be- 
zeichnet, finden  wir  für  Wasser  — -  —  0,0048  cm,  sodaß  9  eine  kleine 
Größe  ist,  mit  Ausnahme  bei  sehr  kleinen  Wellenlängen.  Vernach- 
lässigen wir  das  Quadrat  von  6,  so  haben  wir  x  —  ±  i,  und 

a 2vk*±i<f.  (18) 

Die  Bedingung,  daß  an  der  Oberfläche  pXf  =  0,  zeigt,  daß 

was   unter   denselben  Verhältnissen   sehr  klein  ist,     Deshalb  ist  die 
Bewegung  nahezu  wirbelfrei,  mit  dem  Geschwindigkeitspotential 

9,_4e-l«**+*i'+'(**±"0.  (20) 

Wenn  wir  a  =-  ~  —  setzen,  so  wird  die  Gleichung  (9)  der  freien 
Oberfläche  annähernd 

ij  _  ae-1**'  sin  (kx  ±  6t),  (21) 

wenn  der  reelle  Teil  genommen  ist. 

Die  Wellengeschwindigkeit  ist  y  oder  V-j?-  +  T'lz,  wie  in  §  264, 
und  dag  Gesetz  der  Dämpfung  ist  dasselbe,  auf  welches  wir  im  letzten 
Paragraphen  geführt  wurden.1) 

Um  die  Art  der  Bewegung  genauer  zu  untersuchen,  wie  sie  durch 
die  Zähigkeit  beeinflußt  wird,  können  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  o> 
in  einem  Punkte  der  Flüssigkeit  berechnen.     Diese  wird  durch 


ex      dy 


-  Ab- 


gegeben.    Nun  haben  wir  nach  (7)  und  (18)  näherungBweise 

m-(l±i)ß, 
wo 

Mit  derselben  Schreibweise  wie  vorher  finden  wir 

o  -  T  okae- *""+)»»  sin  [hx  ±  {pt  +  ßy)}.  (23) 


1)  Ähnliche  Resultate  erhielt  Bauet,  Hydrodynamik,  Bd.  II,  §§  690—633, 
1888,  welcher  »uch  den  Fall  endlicher  Tiefe  behandelt.  Ei  mag  auch  auf  Hough, 
l.  c,  3.  698,  verwiesen  werden,  wo  der  Fall  einer  kugelförmigen  WasMiacbicht 
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Dies  nimmt  von  der  Oberfläche  nach  unten  zn  rasch  ab,  in 
Übereinstimmung  mit  der  Analogie  aus  der  Wärmeleitung,  von  der 
in  §  316  die  Rede  war.  Infolge  der  Schwingungsbewegung  wird  das 
Vorzeichen  der  Wirbelbewegung,  welche  von  der  Oberfläche  nach 
innen  zn  verbreitet  wird,  beständig  umgekehrt,  sodaß  die  Wirkung 
Ober  eine  Schicht  hinaus,  deren  Dicke  mit  -*-  vergleichbar  ist,  un- 
merklich wird,  gerade  so,  wie  die  Temperaturschwankungen  an  der 
Erdoberfläche  jeden  merklichen  Einfluß  verlieren,  wenn  man  in  eine 
Tiefe  von  wenigen  Ellen  kommt. 

Im  Falle  einer  sehr  zähen  Flüssigkeit  wie  Syrup  oder  Harz 
kann  8  groß  sein,  selbst  wenn  die  Wellenlänge  beträchtlich  groß  ist. 
Die  zulässigen  Wurzeln  von  (16)  sind  dann  beide  reell.  Eine  von 
ihnen  ist  offenbar  nahezu  gleich  20,  und  wenn  wir  in  der  Annäherung 
fortfahren,  finden  wir 


Wenn  wir  also  die  Kapillarität  vernachlässigen,  haben  wir  nach  (15) 

—  ifc-  (»*) 

Die  andere  reelle  Wurzel  ist  nahezu  1,09  8,  was 

« 0,91  vk*  (25) 

ergibt. 

Die  erstere  Wurzel  ist  die  wichtigere.  Sie  stellt  ein  langsames 
Streben  der  Flüssigkeit  zurück  nach  dem  Gleichgewichtszustand  dar. 
Die  Schnelligkeit  des  Wiederzurückgehens  hängt  von  der  Beziehung 
zwischen  der  Schwere  der  Flüssigkeit,  die  proportional  mit  17p  ist, 
und  von  der  Zähigkeit  (s.  ab,  wobei  der  Einfluß  der  Trägheit  an- 
merklich ist.  Es  ergibt  sich  aus  (7)  und  (15),  daß  nahezu  m  —  k, 
sodaß  die  Bewegung  fast  wirbelfrei  ist.1) 

Die  Art  der  Bewegung  andererseits,  die  der  Gleichung  (25)  ent- 
spricht, hängt  hinsichtlich  ihres  Beharrungsvermögens  von  der  Be- 
ziehung zwischen  der  Trägheit  p  und  der  Zähigkeit  «  ab,  wobei  die 
Wirkung  der  Schwere  ohne  Bedeutung  ist.  Dieselbe  schwindet  sehr 
rasch  dahin. 

Die  obige  Untersuchung  gibt  zwar  die  wichtigste  unter  den 
Normalschwingungen  mit  der  vorgeschriebenen  Wellenlänge,  die  das 
System  ausführen  kann.  Wir  wissen  aber  von  vornherein,  daß  es 
unzählig  viele  andere  geben  muß.    Diese  entsprechen  den  rein  imagi- 


1)  VergL  Tait,  „Note  on  Ripplea  in  a  Viscoui  Liquid",  Proc.  R.  8.  Edin., 
17,  8.  110,  1890  {Sc.  Paper»,  Cambridge,  1898—1900,  Bd.  IL,  8.  813). 

^  ^  iz=d:X-OOgle 
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nären  Wetten  Ton  m  und  besitzen  geringeres  Beharrungsvermögen. 
Wenn  wir  an  Steile  von  (6) 

$  -  (C  cm  m' t/ +  D  sin  m'y) (?*'+"')'  K    ' 

zugleich  mit 

m'»- -*"_!■  (27) 

annehmen,  und  die  Untersuchung  wie  vorher  ausfuhren,  so  finden  wir 
(a*  +  2v&a+gk+T'W)A-i(0lt  +  T'i?)C--2ivkmuD->O,\ 

2ihtA  +  (kt-m'*)C-(i)'  C    ' 
Jeder  reelle  Weit  von  m    ist  zulässig;  und  diese  Gleichungen 
bestimmen  die  entsprechenden  Verhältnisse  A:C:D.    Der  zugehörige 
Wert  von  a  wird  dann  durch 

tt--v(p  +  m")  (29) 

gegeben.  Bei  jeder  dieser  Bewegungeformen  ist  die  xy-Ebene  hori- 
zontal und  Tertikai  in  eine  Schar  von  gleichsam  rechtwinkligen  Ge- 
bieten geteilt,  in  deren  jedem  die  Flüssigkeit  zirkuliert  und  allmählich 
zur  Kühe  kommt,  indem  die  ursprungliche  Bewegungsgröße  gegen 
die  Zähigkeit  aufgewendet  wird. 

Bei  passender  Zusammensetzung  dar  verschiedenen  Typen  muß 
es  möglieh  sein,  die  Dämpfung  jeder  beliebigen  anfänglichen  Störung 
darzustellen. 

§  333.  Die  Gleichungen  (12)  und  (13)  des  vorangehenden 
Paragraphen  setzen  uns  in  stand,  eine  verwandte  Frage  von  großem 
Interesse  zu  prüfen,  nämlich  die  Erzeugung  und  Erhaltung  von  Wellen 
gegen  die  Zähigkeit,  wenn  geeignete  Kräfte  auf  die  Oberfläche  wirken. 

Wenn  die  äußeren  Kräfte  p\t  und  p'Xf  gegebene  Vielfache  von 
^tx+a!  gjgd,  wo  &  und  a  vorgeschrieben  sind,  so  bestimmen  die  frag- 
lichen Gleichungen  A  und  C,  und  folglich  nach  (9)  den  Wert  von  i;. 
Wir  finden  also 


(*•  +  8**'*  -f  **)A  —  »(«'  +  ivkma)C 
'  9k{A-iC)  '' 

«     2t»iM  +  (ct-f-8vfc*)C 


(1) 


wo  ff*  für  gh  +  Z"4*,  wie  vorher,  gesehrieben  ist 

Wir  wollen  zuerst  die  Wirkung  einer  rein  tangentialen  Kraft 
untersuchen.     Setzen  wir  p'rY  —  0,  so  finden  wir 

Limb,  Hydrodynamik.  «6 


706  XL  Zähigkeit. 

Ans  bereits  genausten  Gründen  wollen  wir  annehmen,  daß  — 
und  - —  klein  sind ;  dann  wird  die  Erhebung  am  größten  sein,  wenn 
nahezu  a  —  ±  »ff  ist.  Um  die  Kraft  zu  finden,  die  zur  Erhaltung 
eines  Wellenznges  von  gegebener  Amplitude  erforderlich  ist,  welcher 
in  der  positiven  #- Richtung  fortschreitet,  setzen  wir  a  =>  —  »ff.  Dies 
gibt  nähernngsweise 

9M  =     9 
oder 

P*s  —  4jifcffij.  (4) 

Folglich  wirkt  die  Kraft  an  den  Wellenkämmen  nach  vorn  und  in  den 
Tälern  nach  hinten,  indem  sie  ihr  Vorzeichen  an  den  Knoten  ändert. 
Eine  Kraft,  die  dieselbe  Verteilung,  aber  geringere  Intensität  im  Ver- 
hältnis zur  Höhe  der  Wellen  hat,  als  durch  (4)  gegeben  ist,  würde 
die  Dämpfung  der  Wellen  durch  die  Zähigkeit  nur  verzögern,  aber 
nicht  verhindern.  Eine  Kraft,  die  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
hat,  würde  diese  Dämpfung  beschleunigen. 

Der  Fall  einer  rein  normalen  Kraft  kann  auf  ähnliche  Weise 
untersucht  werden.     Wenn  p'Ig  —  0  ist,  haben  wir 

gtn~  9*  '  ^  * 

Der  Leser  mag  eich  selbst  überzeugen,  daß  dies  mit  dem  Resultat 
des  §  240  zusammenfällt,  falls  keine  Zähigkeit  vorhanden  ist.  Wenn 
wir  u  —  —  tff  setzen,  erhalten  wir  mit  denselben  Annäherungen  wie 
vorher 

pi, 4t>iö,j.  (6) 

Folglich  wird  das  Wellensystem 

ij  -  o  sin  (kx  -  et)  (7) 

ohne  Zunahme  oder  Abnahme  durch  die  Druekverteilung 

p '  —  konst  +  ijikaa  cos  Qtx  —  ffi)  (8) 

aufrecht  erhalten  werden,  die  auf  die  Oberfläche  wirkt  Es  ergibt 
sich,  daß  der  Druck  auf  der  Hinterseite  der  Wellen  am  größten  und 
auf  der  Vorderseite  am  kleinsten  ist.1) 

Wenn  wir  auf  die  Phasen  der  Teilchen  achten,  wie  sie  sieb  in 
ihren  kreisförmigen  Bahnen  an  verschiedenen  Teilen  des  Wellenprofiles 
bewegen,  so  ist  klar,  daß  die  oben  untersachten  Kräfte,  gleichviel  oh 


1)  Die«  stimmt  mit  dem  Bemttat  flbeiein,  das  um  Ende  des  §  42  gegeben 
wo  jedoch  die  diwipstiven  Kräfte  von  anderer  Art  waren. 
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normal  oder  tangential,  im  ganzen  genommen  die  Teilchen  in  der 
Richtung  antreiben,  in  der  sie  sich  eben  bewegen. 

Infolge  des  regellosen,  wirbelnden  Verhaltens  des  Windes,  der 
Ober  einer  anebenen  Oberfläche  bläst,  ist  es  nicht  leicht,  eine  mehr 
als  allgemeine  Erklärung  der  Art  und  Weise  zu  geben,  auf  welche 
er  Wellen  erzengt  nnd  erhält.  Es  ist  jedoch  nicht  schwierig,  zu  er- 
kennen, daß  die  Wirkung  die  Tendenz  haben  wird,  an  der  Oberfläche 
derartige  Kräfte  zu  erzeugen,  wie  sie  oben  untersucht  worden  sind. 
Wenn  die  Luft  sich  in  der  gleichen  Richtung  mit  der  Wellenform, 
aber  mit  größerer  Geschwindigkeit  bewegt,  so  ist  offenbar  ein  Druck- 
Überschuß  an  den  hinteren  Neigungen  sowie  ein  tangentialer  Zug  an 
den  hervorstehenden  Kämmen  vorhanden.  Der  durchschnittliche  Er- 
folg dieser  Kräfte  wird  eine  Oberflächenströmung  sein,  und  die  übrig 
bleibenden  Zugkräfte,  gleichviel  ob  normal  oder  tangential,  werden 
in  der  Hauptsache  die  oben  geforderte  Verteilung  besitzen.  Daher 
besteht  die  Tendenz,  die  Amplitude  der  Wellen  soweit  zu  steigern, 
daß  die  Dissipation  die  Arbeit  gerade  aufhebt,  die  von  den  Ober- 
flächenkräften  geleistet  wird.  In  gleicher  Weise  wird  die  Amplitude 
von  Wellen,  die  sich  rascher  als  der  Wind  oder  gegen  den  Wind 
bewegen,  beständig  vermindert1) 

Es  ist  gezeigt  worden  (§  264),  daß  es  unter  dem  gemeinschaft- 
lichen Einfluß  von  Schwere  und  Kapillarität  eine  minimale  Wellen- 
geschwindigkeit von  23,2  cm  pro  Sekunde  oder  0,45  Meilen  pro  Stunde 
gibt.  Ein  Wind  von  geringerer  Geschwindigkeit  als  diese  ist  deshalb 
nicht  fähig,  Wellen  zu  verstärken,  die  zufällig  entstanden  sind,  viel- 
mehr müssen  diese  durch  die  Zähigkeit  vernichtet  werden,  und  zwar 
um  so  rascher,  je  kleiner  die  Wellenlänge  ist.1)  Dies  befindet  sich 
mit  den  Beobachtungen  von  Scott  Russell1)  in  Übereinstimmung,  aus 
dessen  Arbeit  wir  den  folgenden  Auszug  geben: 

„Es  möge  ein  Zuschauer  seine  Beobachtungen  bei  vollkommener 
Windstille  beginnen,  wenn  die  Oberfläche  des  Wassers  glatt  ist  und 
wie  ein  Spiegel  die  Bilder  der  umgebenden  Gegenstände  reflektiert. 
Dieses  Verhalten  wird  auch  durch  eine  geringfügige  Bewegung  der 
Luft  nicht  verändert  werden,  und  eine  Geschwindigkeit  von  weniger 
als  eine  halbe  Meile  pro  Stunde  (8,5  Zoll  pro  Sekunde)  wird  die 
Glatt*  der  spiegelnden  Oberfläche  kaum  stören.  Man  kann  wohl  be- 
obachten, daß  eine  sanfte  Brise,  die  längs  der  Oberfläche  von  Punkt 
zu  Funkt  schwebt,  die  Vollkommenheit  des  Spiegels  für  einen 
Augenblick  stört,  aber  nach  Verschwinden  derselben  bleibt  die  Ober 


1)  Verg).  Aüy,  „Tidea  and  Waven",  g§  866—272;  Stokee,  Camb.  Tran».,  9, 
S.  [63]  {Math,  and  I'hys.  Popen,  Bd.  in,  8.  74) ;  Lord  Rayleigh,  I.  c,  S.  678. 

2)  Sir  W.  Thomson,  I.  c,  8.  636  (Baltimore  Leciuree,  8.  694). 
8)  J.  c,  8.  646. 
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fläche  so  glatt  wie  vorher.  Wenn  die  Luft  eise  Geschwindigkeit 
von  ungefähr  einer  Meile  pro  Stunde  hat,  wird  die  Wasseroberfläche 
weniger  fähig,  deutlich  zu  spiegeln,  und  wenn  man  sie  unter  dieser 
Bedingung  beobachtet,  so  ist  zu  bemerken,  daß  die  Verminderung 
des  fteflexionsvermögens  von  dem  Vorhandensein  derjenigen  kleinen 
Kräuselungen  der  Oberflächenschicht  herrührt,  welche  die  Wellen  der 
dritten  Ordnung  (Kapillarwellen)  bilden.  Das  erste  Stadium  der 
Störung  zeigt  den  eigentümlichen  Umstand,  daß  die  Erscheinungen 
an  der  Oberfläche  fast  gleichzeitig  mit  dem  Unterbrechen  der  störenden 
Ursache  aufhören,  sodaß  eine  Stelle,  welche  gegen  die  direkte  Wirkung 
des  Windes  geschützt  ist,  ruhig  bleibt,  da  die  Wellen  der  dritten 
Ordnung  unfähig  sind,  sich  selbständig  auf  eine  beträchtliche  Ent- 
fernung fortzupflanzen,  außer  wenn  die  ursprüngliche  störende  Kraft 
beständig  wirkt.  Dieser  Zustand  zeigt  die  augenblickliche,  nicht  die 
vorbeigegangene  Kraft  an.  Solange  er  besteht,  gibt  er  dem  Wasser 
die  tiefschwarze  Farbe,  welche  der  Seemann  als  das  Zeichen  für  das 
Vorhandensein  von  Wind  anzusehen  pflegt,  und  die  oft  ein  Anzeichen 
für  mehr  Wind  ist." 

„Der  zweite  Zustand  der  Wellenbewegung  ist  zu  beobachten, 
wenn  die  Geschwindigkeit  des  Windes,  der  auf  das  ruhige  Wasser 
wirkt,  auf  zwei  Meilen  pro  Stunde  gewachsen  ist  Dann  beginnen 
kleine  Wellen  gleichförmig  anf  der  ganzen  Wasserfläche  zu  entstehen; 
diese  sind  die  Wellen  der  zweiten  Ordnung,  und  sie  bedecken  das 
Wasser  mit  großer  Kegelmäßigkeit.  Die  Kapillarwellen  verschwinden 
von  den  Kämmen  dieser  Wellen,  aber  man  findet,  daß  sie  in  den 
Tälern  zwischen  ihnen  erhalten  bleiben,  sowie  an  den  vorderen 
Neigungen  dieser  Wellen.  Die  regelmäßige  Verteilung  dieser  sekun- 
dären Wellen  auf  der  Oberfläche  ist  bemerkenswert;  sie  beginnt  mit 
einer  Amplitude  von  ungefähr  1  Zoll  und  einer  Länge  von  etwa 
2  Zoll;  sie  werden  größer,  wenn  die  Geschwindigkeit  oder  die  Dauer 
des  Windes  wächst;  nach  und  nach  vereinigen  sich  die  aneinander- 
stoßenden Wellen;  die  Kämme  wachsen,  und  wenn  der  Wind  stärker 
wird,  bekommen  die  Wellen  Spitzen,  und  sie  bilden  regelmäßige  Wellen 
von  der  zweiten  Ordnung  (d.  h.  der  Schwere  unterworfene).1)  Ihre 
Dimensionen  werden  beständig  größer,  und  die  Tiefe,  bis  zu  welcher 
sie  die  Bewegung  fortpflanzen,  wächst  gleichzeitig  mit  ihrer  Größe; 
die  Oberfläche  wird  in  weitem  Maße  mit  Wellen  von  nahezu  gleich- 
förmiger Größe  bedeckt." 

Man  wird  einsehen,  daß  unsere  theoretischen  Untersuchungen 
einen  guten  Einblick  in  die  Anfangsstadien  der  Wellenbewegung 
gewähren. 


1)  Scott  Ruasells  Welle  der   ersten  Ordnung   iat   die  „Einzel welle",   die  in 
§  218  besprochen  wurde. 
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§  334.  Die  beruhigende  Wirkung  von  öl  auf  Wasserwellen 
scheint  von  den  Änderungen  der  Oberflächenspannung  herzurühren, 
die  durch  die  Aasdehnungen  und  Zueammenziehnngen  der  verun- 
reinigten Wasserfläche  verursacht  werden.1)  Die  Oberflächenspannung 
des  reinen  Wassers  ist  größer  als  die  Summe  der  Spannungen  an 
den  Grenzflächen  von  Öl  nnd  Luft,  bzw.  von  Öl  und  Wasser,  sodaß 
ein  Öltropfen,  der  auf  Wasser  geworfen  ist,  allmählich  zu  einer 
dünnen  Schient  auseinandergezogen  wird.  Wenn  die  Schicht  dünn 
genug  ist,  z.  B.  wenn  die  Dicke  nicht  mehr  als  zwei  Milliontel 
eines  Millimeters  beträgt,  so  findet  man,  daß  die  Spannung  nicht 
länger  konstant  ist,  sondern  zunimmt,  wenn  die  Dicke  durch  Aus- 
dehnung verkleinert  wird,  und  umgekehrt.  Es  ergibt  sich  sogleich 
ans  der  Figur  auf  S.  427,  daß  hei  Schwingungswellen  die  Tendenz 
für  einen  Teil  der  Oberfläche  darin  besteht,  abwechselnd  zusammen- 
gezogen nnd  gedehnt  zu  werden,  je  nachdem  dieser  sich  oberhalb 
oder  unterhalb  des  mittleren  Niveaus  befindet.  Die  Änderungen  der 
Spannung,  die  hierdurch  zustande  kommen,  bewirken  einen  alter- 
nierenden tangentialen  Zag  auf  das  Wasser,  was  eine  gesteigerte 
Dissipation  der  Energie  zur  Folge  hat. 

Die  vorangehenden  Formeln  gestatten  ans,  diese  Auseinander- 
setzung bis  zu  einem  gewissen  Grade  durch  Rechnung  zn  prüfen. 

Es  ist  im  voraus  klar,  daß  die  Wirkung  der  gleichsam  elastischen 
Ölsehicht  am  so  größer  sein  wird,  je  kürzer  die  Wellenlänge  ist 
Wenn  die  Wellenlänge  genügend  klein  ist,  wird  also  die  Oberfläche 
praktisch  unausdehnbar  und  die  horizontale  Geschwindigkeit  an  der 
Oberfläche  deshalb  null  sein.  Wir  wollen  annehmen,  daß  diese  Be- 
dingung erfüllt  sei. 

Die  innere  Bewegung  des  Wassers  wird  durch  die  Formel  (8)  des 
§  332  gegeben  sein,  aber  die  Bestimmung  der  Konstanten  ist  anders. 
Die  Bedingung,  die  durch  die  normale  Spannung  erfüllt  werden  maß, 
ist  die  gleiche  wie  in  dem  genannten  Paragraphen  nnd  gibt 

(c?  +  2vWa  +  6*)A-i(6%  +  2vkme)C-Q,  (1) 

mit 

ff*  =  glt  +  T'Jc*,  (2) 

wobei  2"  sich  jetzt  auf  die  gesamte  Oberflächenspannung  der  ölschicbt 
bezieht  An  Stelle  der  Bedingung,  daß  die  tangentiale  Spannung 
verschwindet,  haben  wir  die  Bedingung 

u  —  0         für         y  —  0,  (3) 
ikA  +  mC-0                                      (4) 

1)  Reyiiolde,  „On  the  Effect  of  Oil  in  deatroying  Waves  on  tbe  Surfice  of 
Water",  Brit.  Am.  IUp.,  1880  (Sc.  Popen,  Bd.  I,  S.  409);  Aitkon,  „On  tbe  Effect 
of  Oil  on  a  Stonny  Se»",  Proc.  Soy.  Soe.  Edm.,  12,  S.  68,  1888. 
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ergibt.    Eliminieren  wir  das  Verhältnis  A:C,  so  finden  wir 

»(«*  +  «•) -**»-(>,  (5) 

oder  wenn  wir  m  vermittels  der  Gleichung 

m*  -  fc*  +  i  (6) 

eliminieren, 

(■£  +  *»)(«« +*l),-*,**-o.  C7) 

Diese  Gleichung  hat  die  anwesentliche  Wurzel  a  —  0.  Andere  Wurzeln 
sind  unzulässig,  weil  sie  in  (5)  eingesetzt  für  den  reellen  Teil  von  m 
negative  Werte  ergeben.  Wenn  —  klein  ist,  so  sind  die  wesent- 
lichen   Wurzeln    in    erster   Annäherung    a  =--)-*  ff    nnd    in    zweiter 

Annäherung 

«_±l-tf_*^,  (8) 

8J/S    '  V   ' 

wo  die  Korrektion  an  dem  Werte  von  fl  vernachlässigt  wird.  Die 
Dämpfungszeit  ist  deshalb 


Das  Verhältnis  derselben  zu  dem  Wert  5— ti,  welcher  unter  der 
Annahme  einer  konstanten  Oberflächenspannung  erhalten  wurde,  ist 
4y2-y — ,  was  nach  Voraussetzung  klein  ist. 


§  335.  Probleme  der  periodischen  Bewegung  in  drei  Dimen- 
sionen, welche  besondere  Beziehung  zu  Kugelflächen  haben,  können 
auf  allgemeine  Weise  folgendermaßen  behandelt  werden. 

Es  empfiehlt  sich,  zuerst  die  allgemeine  Lösung  des  Gleichungs- 
systemes 

(A  +  äV-0] 

(A+Ä>'  -0  ,  (1) 

(A  +  A»)w'=-ol 

%  +  %  +  %-<>  <2> 

in  Kugelfunktionen  zu  geben.  Dies  ist  eine  Erweiterung  der  in  §  323 
behandelten  Aufgabe.  Wir  wollen  zunächst  nur  die  Fälle  betrachten, 
wo  u',  v',  w'  im  ürsprungspankt  endlich  sind. 

Die  Lösungen  zerfallen  naturgemäß  in  zwei  verschiedene  Klassen. 
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Wenn  r  den  Radiusvektor  bezeichnet,  so  ist  die  typische  Lösung  der 
ersten  Klasse 


■'-♦■C')(4-»ä"- 


(3) 


wo  X.  oine  räumliche  Kugelfunktion  von  positivem  Grade  n  ist,  und 
4>fl  wie  in  §  28?  (7)  definiert  wird.     Mit  Rücksicht  auf  die  §§  286 
und  287  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  die  obigen  Ausdrücke  tatsächlich 
die  Gleichungen  (1)  und  (2)  befriedigen. 
Es  ist  zu  bemerken,  daß  diese  Lösung 

*«'  +  yv'  +  *w'  —  0  (4) 

ergibt. 

Die  typische  Lösung  der  zweiten  Klasse  ist 


«'-(»  +  l)*.-,(*r)?8|=-»*.t,(*>-)*V-*'!^ 


(5) 


wo  (pn  eine  räumliche  Kugelfunktion  von  positivem  Grade  n  ist.  Die 
Koeffizienten  von  *>._,(Ar)  und  i>m+l(hr)  in  diesen  Ausdrücken  sind 
räumliche  Kugelfunktionen  von  den  Graden  n  —  1  bzw.  n  +  1 ,  sodaß 
die  Gleichungen  (1)  erfüllt  werden.  Um  zu  beweisen,  daß  auch  (2) 
erfüllt  wird,  brauchen  wir  die  Rekursionsfonneln, 


t*:  (o  +  (2«  + 1)  ♦.  co  -  *.-i  es). 

welche  ans  §  287  wiederholt  Bind. 
Die  Formeln  (5)  ergeben 

«ti'-f  yv'  +  j?w'—  n  («  +  l)(2«-f  1)  «>„  (Ar)  q»B, 

wo  die  Reduktion  mit  Hilfe  von  (6)  und  (7)  ausgeführt  ist. 
Wenn  wir 

2f-^-e'~" 
zi      So       ; 


CT 


(8) 


3j  ' 


dt 


ar- 


(9) 
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setzen,  eo  finden  wir  bei  den  Lösungen  der  ersten  Klasse 

**~  ii3{(»+1)*.-.(*')fe-»«..tl(*r)*M"»sA3|._i) 

2''— i^Fl((»+l)*.-.(*'-)^-»*.».(*'-)*,'J",^3tV,)   •(!<>) 

2f— S5T>((»+I)*.-.(*')^-»*.«(»')»'''",ÄsÄ-.! 
Dies  ergibt 

2(*r+yV+*0--»(»  +  i)*.C*0 *■■  (U) 

Bei  den  Lösungen  der  zweiten  Klasse  haben  wir 

8r--(*«+i)*'*.(*')(»^-»^)9'. 

2V--(2n  +  l)*V.(*r)(.^-*A)V-    ,  (ia) 

2f (S»  +  l)V*.(*r)(*£-|l£)».. 

und  deshalb 

*6'  +  »V+^-0.  (13) 

Bei  der  Ableitung  dieser  Resultate  haben  wir  die  Gleichung  (6) 
und  die  Formeln 

**»         2«  +  lU«  ^  SsfK^VJ 

verwendet,  welche,  wie  man  leicht  sieht,  gelten,  welche  Form  %,  ancn 
haben  mag. 

Um  zu  zeigen,  daß  durch  Zusammensetzung  der  Lösungen  von 
den  Typen  (3)  und  (5)  mit  allen  ganzzahligen  Werten  von  »  und 
allen  möglichen  Formen  der  Kugelfunktionen  <p„,  %*  die  vollständige 
Lösung  des  aufgestellten  Gleichungssjstemes  (1)  und  (2)  erhalten  wird, 
bemerken  wir  zunächst,  dafi  die  fraglichen  Gleichungen  die  Beziehungen 

(A  +  Ä1)  (au'  +  yv'  +  euT)  =  0  (15) 

und 

(A  +  W)  (x?  +  «'  +  «O  -  0  C16) 

enthalten.  Es  ergibt  sich  aus  den  §§  286  und  287,  dafi  die  voll- 
ständige  Lösung  dieser  beiden  Gleichungen  unter  der  Bedingung,  dafi 
im  TJrsprungspunkt  endliche  Geschwindigkeiten  herrechen  sollen,  in 
den  obigen  Gleichungen  (8)  und  (11)  enthalten  ist,  wenn  diese  dadurch 
verallgemeinert  werden,  dafi  man  das  Summenzeichen  £  in  Bezug  auf  n 
vorsetzt.     Wenn    nun   xu'  +  yv  +  auf   und  zfc'  +  yn'  +  *f   ftr   alle 
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Punkte  eines  Raumes  gegeben  sind,  so  werden  die  Werte  von  «',  v't  w' 
gemäß  Gleichung  (2)  vollständig  bestimmt.  Denn  wenn  es  zwei  Reinen 
von  Werten  «',  v',  w'  und  u",  v",  w"  gäbe,  die  beide  die  vorgeschriebenen 
Bedingungen  erfüllen,  dann  würden  wir 

st*!  +  yvt  +  ewt  —  0 

*li  +  9Vi  +  <  "0 

g«.      I      ^      I      $**>!   _A 

dx  ~f  dy  ~l~  3e  " 
haben,  wobei  «,  —  u'  —  m",  t>j  =  t>'  —  e",  «!  =  »'  —  w"  gesetzt  ist. 
Wenn  ul,v1,w1  als  die  Geschwindigkeitskomponenten  einer  Flussigkeits- 
bewegung  betrachtet  werden,  ho  zeigt  die  erste  von  diesen  Gleichungen 
(17),  daß  die  Stromlinien  geschlossene  Kurven  bilden,  die  auf  einem 
System  von  konzentrischen  Kugelflächen  liegen.  Daher  hat  die  Zir- 
kulation (§  31)  in  einer  solchen  Linie  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert.  Andererseits  zeigt  die  zweite  Gleichung  zufolge  §  32,  daß  die 
Zirkulation  in  jeder  geschlossenen  Kurve  0  ist,  die  auf  je  einer  der 
obigen  Kugelflächen  gezogen  ist.  Diese  Folgerungen  sind  nicht  ver- 
einbar, außer  wenn  u,,  i>,,  «7,  alle  verschwinden. 

Wenn  also  hei  der  vorliegenden  Aufgabe  die  Funktionen  q>n  und 
X„  durch  (8)  und  (11)  bestimmt  sind,  so  ergeben  sich  die  Werte 
von  u,  v,  w'  eindeutig,  den  Formeln  (3)  und  (5)  gemäß. 

Wenn  das  betrachtete  Gebiet  nach  innen  von  einer  Kugelfläche 
begrenzt  wird,  so  wird  die  Bedingung  der  Endlichkeit  im  Punkte  r  —  0 
nicht  mehr  auferlegt,  und  wir  bekommen  ein  weiteres  System  von 
Lösungen,  bei  welchem  die  Funktionen  ipn  (£)  durch  W„  (£),  in  Über- 
einstimmung mit  §  287,  ersetzt  sind.1) 

1)  Es  ist  hier  ein  Kunstgriff  verwendet  worden,  der  von  Love  etammt, 
„The  Free  and  Forced  Vibration»  of  an  Elaatic  Spherical  Shell  containing  a  given 
Mass  of  Liquid",  Proe.  Lond.  Math.  Soc,  19.  S.  170,  1888. 

Die  vorangehende  Untersuchung  ist  mit  geringfügigen  Veränderungen  der 
Schreibweise  den  folgenden  Arbeiten  Lamba  entnommen :  „On  the  Oacilla- 
tiona  of  a  Viacona  Spheroid",  Proc.  Lond.  Math.  Soc ,  13,  S.  51,  1881;  „On  the 
Vibration«  of  an  Elastic  Sphere",  Proe.  Lond.  Math.  Soc.t  18,  S.  1B9,  1883;  „On 
the  Motion  of  a  Viacona  Fluid  contained  in  a  Spherical  Veaael",  Proc.  Lond. 
Math.  Soc.,  IS,  S.  27,  1884.  Die  Methode  ist  seitdem  vom  Verfasser  sowie  von 
anderen  Autoren  auf  mannigfache  physikalische  Probleme  angewendet  worden. 
Es  ist  bis  vor  kurzem  leider  übersehen  worden,  daß  wesentlich  derselbe  matho- 
matiache  Gang  von  Clebach  in  der  Arbeit  „Über  die  Reflexion  an  einer  Kugel- 
flache"  verfolgt  war,  auf  welche  bereits  auf  den  Seiten  126  und  596  dieser 
Auflage  verwiesen  worden  ist.  Die  Tatsache,  daß  Clebach  nach  eigenem  Zu- 
geat&ndnis  den  Hauptzweck  seiner  Untersuchung  verfehlte,  welcher  darin  be- 
stand, ein  Problem  der  physik absehen  Optik  unabhängig  von  den  Annahmen 
der  geometrischen  Theorie  zu  erforachen,  hat  vielleicht  beigetragen,  daß  diese 
Arbeit  mit  Unrecht  übersehen  worden  ist.  Die  mathematischen  Schwierigkeiten, 
die  er  unüberwindlich  fand,  wenn  die  Wellenlange  klein  gegen  den  Umfang  der 
Kugel  ist,   sind  mit  denen   identisch,  welche   auf  Seite  608   angedeutet  worden. 


714 


XI.  Zähigkeit. 


§  836.    Die  Gleichungen  für  kleine  Bewegungen  in  einer  in 
kompreosiblen  Flüssigkeit  sind  bei  Abwesenheit  äußerer  Kräfte 
du      _ldp 

dt~        ttdy 


-  +■  vAtt 


(1) 


m 


-Üf  +  'A. 


--0. 


zugleich  mit 

»•  +  »•+»2. 

Wenn   wir   annehmen,   daß   u,  v,  w>    sich  wie  e"  verhalten,   so 
können  die  Gleichungen  (1) 

(*  +  *). -ig 


(*  +  *■)« 


geschrieben  werden,  wo 


M< 


(2) 


(3) 


*!-- 


Aue  (2)  und  (S)  leiten  wir 

Ap-0 
ab.    Daher  haben  wir  als  partikuläre  Lösung  von  (3)  uud  ( 
ii-p--8*l 

v  -  4-  *■ 

Ä>  3y 

1    dp 
Ä>  3* 


Die  allgemeine  Lösung  lautet: 


■  r»~  s5,  +  V 

i    9p 
*fcV  3 


(4) 
(&) 

(6) 
(7) 


r  +  w' 


wo  «',  v',  w'  durch  die  Bedingungen  des  vorhergehenden  Paragraphen 
bestimmt  werden. 

Daher  zerfallen  die  Lösungen  in  Kugelfonktionen,  die  überdies 
der  Bedingung   der   Endlichkeit    im  Ursprung   unterworfen   sind,   in 

zwei  Klassen. 

Digmzedoy      >  V^ 


und  deshalb 


(8) 


(9) 


•,  (10) 


Losungen  in  Kugelfunktioneii. 

Bei  der  ersten  Klasse  haben  wir 

P  —  konst, 

:rtt  +  y«  +  «w  —  0. 
Bei  der  zweiten  Klasse  haben  wir 
P-P.i 

»-Aft+<"+l>*--C*'>Ti,-"*«<M*,'",K;Ä. 

und 

*S  +  M  +  *C  -  0,  (11) 

wo  S>  ^»  £  ^  RotatioEHkomponenten  der  Flüssigkeit  im  Punkte  (x,  y,  g) 
bezeichnen.  Die  Symbole  %n,  <pn!  pn  stehen  für  räumliche  Kugel- 
funktionen von  den  angegebenen  Graden. 

Die  Spannungskomponenten  an  der  Oberfläche  einer  Kugel  vom 
Radius  r  sind,  wie  in  §  326,  durch 

rpra xp  +  n  (r  ^  —  l)  u  +  (i  g^  (xu  +  yv  +  ew)  \ 

rprr  -  -  yp  +  p  (*■  Yt  ~ l)  •  +  p  h  (**  +  *""  +  **)  [    (12> 
rpr.  —  «p  + 1»  (f  gf  —  i) w  +  f*  37  (**  +  y«  +  *w)  J 

m. 
Bei  den  Lösungen  der  ersten  Klasse  finden  wir  ohne  Schwierigkeit 

*.--«*+p.(«?,5-ffe)J 

P.-(.{*f*;(»r)  +  («-l)*,(»r)(.Dl„lM     Gdfegle 


Um  die  entsprechenden  Formeln  für  die  Lösungen  der  zweiten 
Klasse  zu  erhalten,  bemerken  wir  zunächst,  daß  die  Glieder  in  pm 

***  +  VV8r      X)dm+V  dx      \     h'  2n+l)  8m  +8»+1 3a;rt-+it-10-' 

ergeben.     Die  übrigen  Glieder  enthalten  die  Ausdrücke 
(f|-l)«'-(»+l){W..,(*r)  +  (»-2)*._I^)}^ 


(16) 


^(I»'+S,»'+««,V»(»  +  1)(2»  +  1)^*.(*')!P.  | 

-»(»+l)|».-*)^+U»')»''I-t'sHSi 


(17) 


Verschiedene  Reduktionen  Bind  hier  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (6), 
(7)  und  (14)  des  §  335  ausgeführt  worden.  Hieraus  und  aus  Symmetrie- 
gründen erhalten  wir  folglich 

-Ä  dJn 


?  +  BS" 


wo 


(18) 


l.+l 


(19) 


4i- 

C„  -  M  (*»  + 1)  (W-iCV)  +  2  (m  - 1) tVi (Ar) J 
Da fniAVIAr^'.+^Ar)  -  *.+1(Ar)}  ' 

§  337.  Nachdem  die  allgemeinen  Formeln  aufgestellt  sind,  ist 
die  Anwendung  auf  spezielle  Probleme  leicht 

1.  Wir  wollen  zuerst  die  Dämpfung  der  Bewegung  einer  zähen 
Flüssigkeit  untersuchen,  die  in  einem  festen  kugelförmigen  Gefäß 
enthalten  ist 

Die  Grenzbedingungen  sind 

«-0,    ft-O,    w-0  (1) 

für  r  —  o,  den  Radius  des  Gefäßes.  Bei  den  Bewegungen  der  ersten 
Klasse,  die  durch  Gleichung  (8)  des  §  336  dargestellt  sind,  werden 
diese  Bedingungen  durch 

*H(Äa)  =  0  (2) 
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erfüllt.     Die  Wurzeln  hiervon  sind  alle  reell,  und  die  entsprechenden 
Werte  der  Dämpfungszeit  werden  durch 

« ;-7*'  (8) 

gegeben. 

Der  Typus  w  —  1  hat  eine  rotationsartige  Eigenschaft.  Die 
Gleichung  (2)  erhält  dann  die  Form 

taug  ha  —  ha,  (4) 

deren  kleinste  Wurzel  ha  —  4,493  ist     Folglich 
t  -  0,0495  y  ■ 

Im  Falle  von  Wasser  haben  wir  v  —  0,018  — r-  und  %  —  2,75  a*  sek., 
wenn  a  in  Zentimetern  ausgedrückt  wird. 

Die  Bewegungen  der  zweiten  Klasse  werden  durch  Gleichung  (10) 
des  g  336  gegeben.  Wir  können  die  Oberflächenbedingungen  so  aus- 
drücken, daß  die  folgenden  drei  Funktionen  von  x,  y,  g 

»-Äfe+(-+i)^-.<»«)TB--*.tiW»v-*,nfÄi" 


(5) 


für  r  —  a  einzeln  verschwinden  müssen.  Nun  sind  diese  Funktionen 
Summen  von  räumlichen  Kugelfunktionen  und  erfüllen  somit  die 
Gleichungen 

Au  — Ol 

Av-OJ-  (6) 

Aw-0) 
Da  sie  innerhalb  der  ganzen  Kugel  endlich  sind  und  an  der  Grenz- 
fläche  verschwinden,    müssen   sie   nach   §  40    überall   verschwinden. 
Bilden  wir  folglich  die  Gleichung 

9x  +  dV+  fr       u*  W 

so  finden  wir 

*,+  l(Aa)-0.  (8) 

Da  ferner 

jrn  +  yv  +  ew  =  0  (9) 

für  r  =  a,  so  erhalten  wir 

si,l>.  +  (»  +  l)(2«  +  l)*.(*«)»'.-0,  (10) 

'  Dio,t,„a=,LiOOgle 


wo   die    Gleichungen  (6)   und  (7)   des   §  335   gebraucht   sind.     Dies 
bestimmt  das  Verhältnis  p.  :  tjp,. 

Im  Falle  n  ■■  -  1  lautet  die  Gleichung  (8) 

wo  die  kleinste  Wurzel  ha  =  5,764  ist,  was  zu 

x  -  0,0301  - 
fuhrt. 

.  Hinsichtlich  des  Verfahrens,  die  verschiedenen  Lösungen  behufs 
Darstellung  der  Dämpfung  einer  willkürlichen  anfänglichen  Bewegung 
zu  kombinieren,  müssen  wir  auf  eine  Arbeit  des  Verf.  verweisen,  die 
auf  Seite  713  genannt  wurde. 

2.  Wir  nehmen  zweitens  den  Fall  einer  hohlen  kugelförmigen 
Schale,  welche  Flüssigkeit  enthält  und  zufolge  der  Torsion  eines  auf- 
gehängten Drahtes  schwingt.1) 

Die  erzwungenen  Schwingungen  der  Flüssigkeit  werden  offenbar 
von  der  ersten  Klasse  sein,  und  zwar  mit  »  =  1.    Wenn  die  «-Achse 
mit   dem   vertikalen  Durchmesser   der  Schale   zusammenfallt,   setzen 
wir  Xi  ■"  @g  und  finden  dann  nach  §  336  (8) : 
«-      C*,(*r)j,| 

v C*,(»r)i  •  (12) 

w  =  0  ] 

Wenn  m  die  Winkelgeschwindigkeit  der  KugelBchale  bezeichnet,  so 
ergibt  die  Oberflächenbedingung 

C^(h<i) e>.  (13) 

Es  erhellt,  daß  die  Teilchen,  die  sich  auf  einer  konzentrischen 
Kugelnäche  vom  Radius  r  befinden,  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit 


4M, 


(14) 


zusammen  rotieren.     Wenn  wir  annehmen,  daß 

ro  =  «,/«>'+'),  (15) 

und 

»'--"- (l-OVP  (16) 

setzen,  wo,  wie  in  §  328, 


1)  Dies  wurde  zuerst  von  Heimholte  auf  andern  Weis»  behandelt,  1.  c,  S.  688 . 
Dignzed^y  G00gie 


Bewegung  in  einem  kugelförmigen  Geffiß.  719 

dann  ist  der  Ausdruck  (14)  für  die  Winkelgeschwindigkeit  in  Beinen 
reellen  und  imaginären  Teil  mit  Hilfe  der  Formel 

*,(0-"-f.?-^-£  (18) 

zu  sondern. 

Wenn  die  Zähigkeit  so  klein  ist,  daß  ßa  beträchtlich  wird,  dann 
behalten  wir  nur  daa  wichtigste  Glied  and  haben  somit  für  Punkte 
nahe  an  der  Oberfläche 

*>(*')  --fsV-«"-0"  <19) 

und  deshalb  für  die  Winkelgeschwindigkeit  (14) 

ff£0-#«-4.a*{«'-W-4+*>,  (30) 

wovon  der  reelle  Teil 

tt  £  e-!H«-r) .  «es  { tf(  _  ß  (r  _  a)  +  ej  (21) 

beträgt. 

Wie  im  Falle  der  Laminarbewegung  (§  328)  stellt  dies  ein 
System  von  transversalen  Wellen  dar,  die  sich  von  der  Oberfläche 
mit  rasch  abnehmender  Amplitude  nach  innen  zn  fortpflanzen. 

Wenn  andererseits  die  Zähigkeit  sehr  groß  ist,  so  ist  ßa  klein, 
und  die  Formel  (14)  reduziert  sich  auf 

w  cos  (et  +  t)  (22) 

näher  ungs  weise,  wenn  der  imaginäre  Teil  weggelassen  wird.  Dies 
zeigt,  daß  die  Flüssigkeit  sich  jetzt  ungefähr  mit  der  Engel  wie  ein 
starrer  Körper  bewegt. 

Die  Spannnngskomponenten  an  der  Oberfläche  der  Engel  werden 
durch  Gleichung  (13)-  des  §  336  gegeben.  Im  vorliegenden  Falle 
reduzieren  sich  die  Formeln  auf 

Ptx  —  ^  P  +  i»c*+i(*<0  y  | 

Pry |  P  —  pCh1>;(ha)x  i  ■  (23) 

Pr, '  P  } 

Wenn  äS  ein  Element  der  Oberfläche  bezeichnet,  geben  diese  nach 
(13)  und  §  335  (6)  ein  Eräftepaar 
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Im  Falle  geringer  Zähigkeit,  wo  ßa  groß  ist,  finden  wir  im 
Hinblick  auf  §  287  (8),  indem  wir  ha  -  (1  —  i)  ßa  setzen,  daü 
näh  erungs  weise 

KM-(-  :4t)  T'  <25> 

wo  %  —  (1  —  i)  jJo.     Dies  ergibt 

Ä" %xpa'  (1  +  ?)0om.  (26) 

Wenn  wir  den  Zeitfaktor  in  (15)  berücksichtigen,  wird  dies  mit 

N-  -isrffl'CP«)-1  3=  -  W«'tf«)  o  (27) 

gleichbedeutend.  Das  erste  Glied  hat  die  Bedeutung  eines  geringen 
Zusatzes  zu  der  Trägheit  der  Kugel;  das  zweite  gibt  eine  Reibungs- 
kraft, die  sich  wie  die  Geschwindigkeit  verhält. 

§  838.  Die  allgemeinen  Formeln  der  §§  335  und  336  können 
weiter  darauf  verwendet  werden,  den  Einfluß  der  Zähigkeit  auf  die 
Schwingungen  einer  flüssigen  Masse  am  die  Kugelform  zu  unter- 
suchen. Das  wichtigste  Resultat  läßt  sich  jedoch  einfacher  durch  die 
Methode  des  §  331  ableiten. 

Es  ist  in  §  259  gezeigt  worden,  daß  bei  Vernachlässigung  der 
Reibung  das  Geschwindigkeitspotential  für  eine  Normalschwingung 
die  Form 

tp  -  A  ~  Sm  ■  cos  (ff*  +  e)  (1) 

besitzt,  wo  S„  eine  Kngelnächenfunktion  ist.  Dies  gibt  für  die 
doppelte  kinetische  Energie,  die  innerhalb  einer  Kugel  vom  Radius  r 
enthalten  ist,  den  Ausdruck 

•  ff*  I?  r*dSS  ~  pna  {a)%"+lff8'dm   A%  008*  <*'  +  ^     ^ 

wo  ÄST  einen  elementaren  Raumwinkel  bezeichnet,  und  deshalb  ffir 
die  gesamte  kinetische  Energie 

T  -  ±9naff8*äV  -A%  co*(at  +  e).  (3) 

Die  potentielle  Energie  muß  daher 

V-  \9naffB*&V  A*  sin*  (ff*  +  e)  (4) 

Bein,  und  die  totale  Energie  beträgt 

T+  V-  b<?naffSm*äis  A1.  (6) 
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Berechnet  man  wiederum  die  Dissipation  innerhalb  einer  Kugel 
vom  Radius  r  auf  Grund  der  Annahme,  daß  die  Bewegung  wirbelfrei 
sei,  so  ergibt  sich  nach  §  317  (12): 

'SS'^  •'<"-'"' US*1"-  («> 

Nun  ist 

*Sf*tm-lJJ*iM'>  cd 

da  jede  Seite  nach  Multiplikation  mit  ooV  die  doppelte  kinetische 
Energie  der  Flüssigkeit  darstellt,  die  zwischen  zwei  Kugeln  mit  den 
Radien  r  und  r  +  ör  enthalten  ist.     Daher  ergibt  sich  aus  (2): 

ffg*diS  -  w(8^+t)  (i),"~7jfff.,<*»  ■■*'  «w1  (*'  +  «)■ 

Führen  wir  dies  in  (6)  ein,  and  setzen  wir  r  —  a,  so  haben  wir  für 
die  gesamte  Dissipation 

2  F-  2«  (n  -  1)  (2n  +  1)  ^jjs*dm-A*  cos*  («*  +  e).      (8) 

Der  Mittelwert  hiervon  ist  pro  Zeiteinheit 

2.F  -  »  (»  -  1)  (2»  +  \)±JJs*äm  ■  A*.  (9) 

Wenn  der  Einfluß  der  Zähigkeit  durch  eine  allmähliche  Änderung 
des  Koeffizienten  A  dargestellt  wird,  müssen  wir 

§i(.T  +  r)--2F  (10) 

haben,  folglich,  wenn  wir  aus  (5)  und  (9)  einsetzen, 

*£ (»-1)(2»  +  1)£4.  (11) 

Dies  zeigt,  daß  A  sich  wie  e    *  verhält,  wo 

-(.-„E.  +  qT-  (MW 

Die  am  meisten  auffallende  Eigenschaft  dieses  Resultates  ist  das 
außerordentlich  geringe  Maß,  in  welchem  die  Schwingungen  einer 
Kugel  ron  mäßiger  Größe  durch  solch  einen  Grad  von  Zähigkeit  be- 
einflußt werden,  wie  er  gewöhnlich  in  der  Natur  vorkommt  Für 
«ine  Kugel  von  der  Größe  der  Erde  und  von  derselben  kinematischen 
Zähigkeit  wie  Wasser  haben  wir  in  dem  C.  Q.  S.-System  a  —  6,37  •  108, 


1)  Lamb,  Proc.  Land.  Math.  Soc,  18,  S.  61  und  6G,  1881. 
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v  =  0,0178,  and  der  Wert  von  r  für  die  Schwingung  von  der  längsten 
Periode  (n  —  2)  irt  demnach 

%  -  1,44  •  10"  Jahre. 

Selbst  mit  dem  von  Darwin1)  für  die  Zähigkeit  von  Harz  nahe  bei 
dem  Gefrierpunkt  gefundenen  "Werte  p  —  1,3  -  108  x  g  finden  wir, 
wenn  wir  g  =  980  nehmen,  den  Wert 

T  =  180  Standen, 

der  die  Dämpfangszeit  der  langsamsten  Schwingung  einer  Engel  von 
der  Größe  der  Erde  angibt,  welche  die  Dichte  des  Wassers  und  die 
Zähigkeit  des  Harzes  haben  soll.  Da  dies  immer  groß  gegen  die 
Schwingungsperiode  von  lh  34™  ist,  die  in  §  259  gefunden  wurde, 
so  erhellt,  daß  eine  solche  Kugel  fast  genau  wie  eine  „vollkommene" 
Flüssigkeit  schwingen  würde. 

Die  obige  Untersuchung  enthält  keine  besondere  Annahme  hin- 
sichtlich der  Kräfte,  welche  das  Streben  nach  der  Kugelform  hervor- 
bringen. Das  Resultat  gilt  deshalb  ebensowohl  für  die  Schwingungen 
eines  flüssigen  Kügelchens  unter  der  Oberflächenspannung  der  Grenz- 
schicht Die  Dämpfangszeit  der  langsamsten  Schwingung  eines  Wasser 
kügelchens  ist  t  =  11,2  aa  Sekunden,  wenn  a  in  Zentimetern  ana- 
gedrückt wird. 

Wendet  man  dieselbe  Methode  auf  eine  kugelförmige  Luftblase 
an,  so  findet  man 

T  =  (n  +  2)(2n+l)T'  (1*) 

wo  v  die  Zähigkeit  der  umgebenden  Flüssigkeit  ist.  Wenn  diese 
Wasser  ist,  haben  wir  t  =  2,8  a1  für  n  =  2. 

Die  Formel  (12)  schließt  natürlich  den  Fall  von  Wellen  auf 
einer  ebenen  Oberfläche  ein.  Wenn  n  sehr  groß  ist,  setzen  wir 
K  — und  finden  dann 

*-&.  CM) 

in  Übereinstimmung  mit  §  331. 

Die  obigen  Resultate  erfordern  sämtlich,  daß  2*t  ein  beträcht- 
liches Vielfaches  der  Periode  sei.  Der  entgegengesetzte  Fall,  wo  die 
Zähigkeit  so  groß  ist,  daß  die  Bewegung  aperiodisch  wird,  kann  durch 
die  Methoden  der  §§  323  und  324  untersucht  werden,  wobei  die 
Wirkungen  der  Trägheit  außer  acht  gelassen  werden.  Für  den  Fall 
einer   sehr   zähen  Kugel,  die  unter  dem  Einfluß  der  Gravitation  zu 
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der  Kugelform  zurückkehrt,  ergibt  sieh 

..IfctsUii,  (I6) 

ein  Resultat,   das   zuerst  von  Darwin  (l.  c)  gefunden  wurde.    VergL 
§  332  (24)., 

§  330.  Probleme  der  periodischen  Bewegung  einer  Flüssigkeit 
in  dem  Baume  zwischen  zwei  konzentrischen  Engeln  erfordern  außerdem 
für  ihre  Behandlung  die  Lösungen  der  Gleichungen  des  §  336,  wo  p 
die  Form  p_»_i  hat,  und  die  Funktionen  ♦„(Ar),  welche  in  den 
komplementären  Funktionen  u',v',w'  auftreten,  Bind  durch  'Pn(kr)  zu 


Die  Sache  vereinfacht  sich,  wenn  der  Radius  der  äußeren  Kugel 
unendlich  groß  ist,  zufolge  der  Bedingung,  daß  die  Flüssigkeit  im 
Unendlichen  ruht.  Es  war  in  §  287  gezeigt,  daß  die  Funktionen  V,  (6) 
und  ^«(S)  beide  in  der  Form 

(MA-^r^  cd 

eingeschlossen  sind. 

Bei  der  vorliegenden  Anwendung  haben  wir  g  —  Ar,  wo  h  durch 
§  336  (4)  definiert  wird.  Wir  wollen  der  Bestimmtheit  wegen  voraus- 
setzen, daß  der  Wert  von  h  genommen  ist,  welcher  den  reellen  Teil 
von  ih  positiv  macht.  Die  Bedingung,  daß  im  Unendlichen  keine 
Bewegung  sein  soll,  erfordert  dann,  daß  A  —  0,  und  wir  haben  uns 
nur  mit  der  Funktion 

zu  beschäftigen,  die  in  §  287  eingeführt  wurde.  Es  wurde  dort  be- 
merkt, daß  die  Rekursionsformeln  für  f„(£)  genau  dieselben  wie  für 
$>„  (£)  und  y,  (£)  sind.  Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichungen  einer 
kleinen  periodischen  Bewegung  einer  zähen  Flüssigkeit  für  den  Baum 
außerhalb  einer  Kugel  wird  deshalb  sogleich  durch  §  336  (8)  und  (10) 
gegeben,  wenn  i»_H_i  statt  n„,  und/),  (Ar)  statt  V» (Ar)  geschrieben  wird. 
1.  Die  Rotaüonsschwingungen  einer  Kugel,  die  von  einer  unbe- 
grenzten Flüssigkeitsmasse  umgeben  ist,  sind  in  den  Lösungen  der 
ersten  Klasse  mit  n  —  1  enthalten.  Wie  in  §  337,  No.  2,  setzen  wir 
%1  —  Ce,  und  finden 

«-    oh  (*<■)») 

»-- CK  (*>•)*,  (3) 

ie-0  ) 

zugleich  mit  der  Bedingung 

o/i(»a)  —  »,  ,s,d,Cd»j[c 
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wo  a    der  Radius   und  m   die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugel   ist, 
die  wir  ans  durch  die  Formel 

m  -  ae<e"+'>  (5) 

gegeben  denken. 

Setzen  wir  A  —  (1  —  *)ß,  wo  ß  —  y  ö~ >  80  &n&m  wir,  daß  die 
Teilchen    auf   einer    konzentrischen   Kugel    vom  .  Radius   r   mit    der 

Winkelgeschwindigkeit 

figÖ  a  _  «-  1±^LC-^-)  .  g*  (,(-,<r_a)  +  .|  (6) 

znsammen  rotieren,  wo  die  Werte  von  /i(Är)  und  ft{ha)  aus  §  287  (15) 
eingesetzt  sind.    Der  reelle  Teil  von  (6)  ist 


—  0(r  —  a)  sin  {ff*  —  j)(r-a) +  <}])' 

was  einer  Winkelgeschwindigkeit 

co  —  a  cos(«*  +  e)  (8) 

der  Kugel  entspricht 

Für  das  Kräftepaar  an  der  Kugel  findet  man  auf  dieselbe  Weise 

wie  in  §  337 

w          ■         ■    Ä'**Ä(Ä«)          .         i    t  +  Uha— A»o"  .... 

N **fi**-fify |^a'a^__ (9) 

Setzen,  wir  Aa  —  (1  —  i)  ßaf  und  trennen  wir  die  reellen  and  imagi- 
nären Teile,  so  finden  wir 

Dies  ist  mit 

,r  B         .         l-t-0«         du      „         .B4-tBa  +  6Pa'4-tß*a'       .--. 

* — 4«t°'r+ijiri?vJ'~**'"'      i  +  ?t.+ifv     •  <"> 

gleichwertig.    Die  Deutung  ist  derjenigen  des  §  337  (27)  ähnlich.1) 
Wenn  die  Periode  —  unendlich  lang  ist,  reduziert  sich  dies  in 
Übereinstimmung  mit  §  322  (11)  auf 

N Safia'm.  (12) 

2.  Im  Falle  einer  Pendelkugel,  welche  in  einer  unbegrenzten 
Flüssigkeit  schwingt,  die  wir  als  inkompressibel  behandeln  wollen, 
verlegen  wir  den  Ursprnngspunkt  nach  der  mittleren  Lage  des  Zentrums 

und  die  x  Achse  in  die  Richtung  der  Schwingung. 


1)  Wegen  einer  anderen  Löauag  dieser  Aufgabe  siehe  Kirchhoff,  Mechanik, 
»6.  Vorlesung. 
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Die   Bedingungen,   welche   au   der  Oberfläche   zu   erfüllen  sind, 
lauten  dann: 

u-U) 


v  -  0  (13) 

te-0  I 

für  r  =-  a,  den  Radius,  wenn  U  die  Geschwindigkeit  der  Engel  be- 
zeichnet. Es  ist  klar,  daß  wir  uns  nur  mit  einer  Losung  der  zweiten 
Klasse  zu  beschäftigen  haben.  Die  Formeln  (10)  des  §  336  werden 
wie  vorher  umgeformt  und  ergeben  dann 

zu  +  yv  +  *u>  -  -  ^  *>_„_,  +  »(«+1)  (2»+  l)fn(hr) *..  (14) 

Durch  Vergleich  mit  (13)  ergibt  sich,  daß  dies  Eugelflächenfonktionen 
von  der  ersten  Ordnung  allein  enthalten  muß.  Wir  setzen  deshalb 
»  —  1  und  nehmen  an,  daß 

*->-A$l  (15) 

tpx  —  Bx  ) 
Folglich 

Die  Bedingungen  (13)  werden  deshalb  erfüllt,  wenn 
J.  —  liHla>f,(ka)B\ 
2f,(ha)B-ü   )' 

Die  Axt  der  Bewegung,  die  offenbar  zur  x-Achse  symmetrisch 
ist,  wird  am  besten  vermittels  der  Stromfunktion  ausgedrückt.  Aus 
(14)  oder  (16)  finden  wir 

JU  +  J,r  +  ,^_^-+6Bf1(Är)*  —  ^{^-/;(A«)-3/i(H'    <18> 

folglich,  wenn  wir  aus  §  287  (15)  einsetzen, 

I«  +  j,.+»«,-j(l-|i-si,);-  +  3(i4  +  sir)i«-"<'->)(7ä;.(19) 

Wenn  wir  *  —  r  cos  8  schreiben,  ergibt  dies  für  die  Stromfnnktion  1> 
des  §  94 

* ,Wis'«|(l-5-    »)±  +  ^(i  +  £)r»<r->\-    (20) 


(16) 


(17) 
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Setzen  wir 

ff- «*<«+*  (21) 

und  deshalb  h  =  (1  —  i)  ß,  wo  ß  —  y  ■£-,  so  finden  wir,  wenn  wir 
den  imaginären  Teil  von  (20)  weglassen, 

* i««W»[{(l+jyM.(«(+£)+JL(l+i)Bm(.l+«))i 

-rJ-{M(.l-«r-a)+.|  +  (l  +  i)im(.t-«i-a)+.)  je"«'-)].  (S8) 

In  einer  genügenden  Entfernung  von  der  Kugel  überwiegt  der 
Teil  der  Störung,  welcher  durch  die  Glieder  in  der  ersten  Zeile  dieser 
Formel  ausgedrückt  wird.  Dieser  Teil  ist  wirbelfrei  und  unterscheidet 
eich  nur  in  der  Amplitude  und  Phase  von  der  Bewegung,  die  von 
einer  Kugel  hervorgebracht  wird,  welche  in  einer  reibungslosen  Flüssig- 
keit schwingt  (§§  92  und  96).  Die  Glieder  in  der  zweiten  Zeile  sind 
von  der  Art,  die  wir  bereits  in  dem  Falle  der  Laminarbewegung 
(§  328)  getroffen  haben. 

Um  die  resultierende  Kraft  X  zu  berechnen,  die  auf  die  Kugel 
ausgeübt  wird,  gehen  wir  auf  §  336  (18)  zurück.  Wir  setzen  aus 
(15)  ein  und  werfen  alle  außer  den  konstanten  Gliedern  von  prx  weg, 
da  die  Kugelflächenfunktionen  von  anderer  Ordnung  als  null  ver- 
schwinden müssen,  wenn  Über  die  Kugel  integriert  wird.  So  finden  wir 

X  -ffprmdS  -  4*  (B-i  £  +  Ci-B«'),  (23) 

wo  nach  §  336  (19) 


2/o/(A»)-i*'*V.(*a)}-2*r*ü»V(*-^-i^)| 


Cl-2/»Ao/i'(Äo)| 
Folglich  nach  (17) 

/■„(*«) 
Dies  ist  mit 

x— ♦.*(*+£)£-».,*.(£  +  , 

gleichwertig. 

Das   erste  Glied   gibt  die  Korrektion,  die  an  der 
Kugel  anzubringen  ist.     Diese  beträgt  den  Bruchteil 


(24) 


»Google 
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der  verdrängten  Flüssigkeit,  anstatt  \  wie  in  dem  Falle  einer  reibungs- 
losen Flüssigkeit.  Das  zweite  Glied  gibt  eine  Reibungskraft,  die  sich 
wie  die  Geschwindigkeit  verhält.1) 

Wenn  die  Periode  —  unendlich  lang  genommen  wird,  so  redu- 
ziert sich  die  Formel  (26)  in  Übereinstimmung  mit  §  325  (16)  auf 

X 6xQvaU,  (27) 

daj3«  =  JL. 

§  340.  Es  mögen  einige  Bemerkungen  über  die  zweidimensionalen 
Probleme  angefügt  werden,  die  denen  der  §§  337 — 339  analog  sind. 

Wenn  Glieder  der  zweiten  Ordnung  vernachlässigt  werden,  haben 
wir  die  Gleichungen 

(1) 


8» 

w 

1  8p 

=       f3i 

+  v^h] 

zugleich  mit 

8t. 

81 

1  dp 
~       1  8j 

8«   .8» 
5I  +  8J 

+  fAJ«  j 

=  0. 

Wie  in 

§  332  werden  diese  durch 

and 

« 

_       8» 
--8s  + 

dt 
ex 

erfüllt, 

vorausgesetzt, 

daß 

A,o.-0 

8*          ,  J1 

(3) 


W 


1.  Man  wird  finden,  daß  die  Arten  des  Abfalls  einer  willkür- 
lichen anfänglichen  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  die  in  einem  festeu 
kreisförmigen  Zylinder  eingeschlossen  ist,  in  Polarkoordinaten  durch 

W -  [J4J  -  -J)  (A  cos  s8  +  B  sin  sÖ)«-'*"  (5) 


1)  Du  Problem  wurde  auf  andere  Webe  zuerst  von  Stokei,  l.  c,  3.  068, 
gelost.  Andere  Benandlungsweisen  siehe  bei  0.  E.  Meyer,  „Über  die  pendelnde 
Bewegung  einer  Kugel  unter  dem  Einflüsse  der  inneren  Reibung  des  umgebenden. 
Medium*-",  Oeßes  Joum.  78,  1BT1;  Kirchhoff,  Mechanik,  88.  Torlesung.  Der 
allgemeinere  Fall,  wo  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  eine  beliebige  Funktion 
der  Zeit  ist,  ist  von  Basset  erörtert  worden,  „On  the  Motion  of  a  Sphere  in  a 
Viscous  Liquid",  Fhü.  Trans.,  179,  S.  «,  1877;  Hydrodynamik,  Kap.  SS. 
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gegeben  sind,  wenn  W  jetzt  für  die  Stromfunktion  des  §  59  steht.') 
Die  Bedingung,  daS  die  normale  Bewegung  an  der  Grenzfläche  r~a 
null  ist,  ist  bereite  erfüllt;  die  tangentiale  Geschwindigkeit  wird  eben- 
falls verschwinden,  vorausgesetzt,  daß 

kaj;(ka)  —  8j,(ka)  -  0, 
wbb  nach  §  297  (5)  mit 

J,+1(ka)~Q  (6) 

gleichbedeutend  ist.  Dies  bestimmt  die  zulässigen  Werte  von  k  und 
deshalb  die  Dämpfungszeiten  x  —  -p  • 

Wenn  Symmetrie  vorhanden  ist,  haben  wir  s  =  0.     Die  kleinste 
Wurzel  von  Jx  (jfco)  -  0  ist  fco  -  3,832,  was 

t  -  0,0681  £ 
ergibt    Wenn  wir  für  Wasser  v  —  0,014  (G.  G.  S.)  setzen,  finden  wir 
t  —  4,9  a1  Sekunden,  vorausgesetzt,  daß  a  in  Zentimetern  ausgedrückt 
wird. 

Für  s  -  1  ist  die  kleinste  Wurzel  ha  —  5,135,  folglich 

x  =  0,0379  ^-\ 
oder  für  Wasser  x  —  2,7  a*. 

2.  Im  Falle  einer  periodischen  Bewegung  mit  dem  Zeitfaktor  &"' 

"•""''^  ^  +  »>)*-0,  (7) 

vorausgesetzt,  daß  Ä*  —  —  —  oder 

h-(i-i)ß 


■w 


Die  Lösung  von  (7)  in  Polarkoordinaten  enthält  Besselsche  Funk- 
tionen mit  dem  komplexen  Argument  (1  ■  i)ßv.  Die  Wahl  pas- 
sender Funktionen  für  die  verschiedenen  Fälle  und  die  Darstellung 
der  Resultate  in  praktischer  Form  bietet  Schwierigkeiten,  die  einer 
besonderen  Erörterung  bedürfen  würden.1}    Im  Hinblick  auf  die  Länge 

1)  Dieses  Resultat  stammt  von  Lamb ,  „On  the  Motion  of  a  Viscoui  Fluid 
contained  in  a  Spherical  Veaael",  die  auf  S.  718  genannt  ist  Der  Fall  s  =  0 
ist  von  Stearn  erörtert  worden,  „On  aome  Caies  of  tbn  Varying  Motion  of  a 
Viscous  Fluid".  Quart.  Journ.  Math.,  17,  S.  90,  1880. 

8)  Die  Untersuchungen  des  §  188  erfordern  eine  Revision,  wenn  da*  Argu- 
ment komplex  ist.  Die  Formeln  (1),  (5)  und  (6)  sind  gültig,  vorausgesetzt,  daß 
der  reelle  Teil  des  Argumentes  positiv  ist,  was  schon  durch  die  Wahl  von  h  in 
(8)  oben  festgesetzt  ist;  aber  die  Ableitung  der  fallenden  und  steigenden  Reihen 
(18)  und  (SO)  ist  eine  andere.  Die  Resultate  ferner,  welche  man  erhalt,  indem 
man  die  reellen  bzw.  imaginären  Teile  einzeln  gleich  setit,  wurden  eine  be- 
sondere Erörterung  erfordern. 
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der  nötigen  Untersuchungen ,  sowie  auf  den  Umstand,  daß  die  frag- 
lichen Probleme  geringeres  Interesse  haben,  als  die,  welche  sich  auf 
eine  Kugelfläche  beziehen,  müssen  wir  uns  mit  einem  Hinweis  auf 
die  Originalarbeiten  von  Stokes  begnügen.1) 

Ein  bemerkenswertes  Resultat  mag  jedoch  erwähnt  werden.  Wenn 
die  Periode  eines  Zylinders,  der  in  einer  anbegrenzten  Flüssigkeit 
schwingt,  unendlich  lang  wird,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
wenn  wir  die  stationäre  Bewegung  zu  bestimmen  suchen,  die  durch 
die  Translation  eines  solchen  Zylinders  mit  konstanter  Geschwindig- 
keit hervorgebracht  wird,  sehen  wir  uns  außerstande,  alle  Bedingungen 
zu  erfüllen.  Die  physikalische  Erklärung  dieses  Umstandes  mag  mit 
den  Worten  von  Stokes  gegeben  werden:  „Der  Druck  des  Zylinders 
auf  die  Flüssigkeit  strebt  fortwährend,  die  Flüssigkeitsmenge  zu  ver- 
mehren, welche  er  mit  sich  führt,  während  die  Reibung  der  Flüssig- 
keit in  einiger  Entfernung  vom  Zylinder  diese  Menge  beständig  zu 
vermindern  strebt  Im  Falle  einer  Kugel  heben  diese  beiden  Ursachen 
schließlich  einander  auf,  und  der  BewegungBzustand  wird  stationär. 
Aber  in  dem  Falle  eines  Zylinders  übertrifft  die  Zunahme  der  mit- 
bewegten Flüssigkeitsmasse  beständig  die  Abnahme,  die  von  der 
Reibung  der  umgebenden  Flüssigkeit  herrührt,  und  die  mitgeführte 
Menge  wächst  unbegrenzt,  indem  der  Zylinder  sich  vorwärts  bewegt." 


Zähigkeit  in  Gasen. 
§  341.     Wenn  Dichteänderungen  in  Betracht  kommen,  so  lautet 
die  allgemeinste  Annahme,  die  wir  hinsichtlich  des  mittleren  Druckes  p 
unseren  früheren  Festsetzungen  gemäß  machen  können,  in  dem  Falle 
eines  vollkommenen  Gases 

p-RQO-p'ia  +  b  +  c),  (1) 

wo  0  die  absolute  Temperatur,  E  eine  Konstante,  die  von  der  Art 
des  Gases  abhängt,  und  (i  ein  zweiter  Reibungskoeffizient  ist.')  Hin- 
sichtlich des  besonderen  Wertes  von  p'  gibt  es  freilich  keinen  experi- 
mentellen Nachweis;  aber  gemäß  der  kinetischen  Gastheorie8)  soll 
n'  —  0  sein.  Wir  wollen  uns  der  Einfachheit  wegen  dieser  Hypothese 
anschließen.  Wenn  man  jedoch  in  den  Formeln  fi  beibehalten  will, 
können  die  notwendigen  Verbesserungen  leicht  angebracht  werden. 
Es  wurde  in  §  317  gezeigt,  daß  die  Arbeit,  die  in  der  Zeit  St 
von  den  Zugkräften  auf  die  Oberflächen  eines  Elementes  dxtiydz 


1)  l  c,  S.  868. 

2)  Vergl.  Kirchhof}',  Vorlegungen  über  die  Theorie  der  Wärme,  Leipzig  1694, 
11.  Vorlesung;  Stokes,  Math,  and  l'hye.  Paper»,  Bd.  JH,  S.  186. 

B)  Maxwell,  I.  e..  S.  66S. 
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behufs  Veränderung  des  Volumens  und  der  Gestalt  desselben  geleistet 
wird,  den  Betrag 

—  p(a  +  b  +  c)dz3y  da-dt+  ®ÖxÖyde-  Öt  (2) 

besitzt,  wo 

$  _  _  |^(o  +  6  +  ey+  2  ,*(<*»  +  6'  +  <*+2f+  2g*+2h>).    (3) 
Nun  ist  nach  §  7  (3) 

•  +  »  +  «--7sr-'Bi'  W 

wenn  y  das  Volumen  pro  Hasseneinheit  bedeutet  Wenn  folglich  E 
die  innere  Energie  pro  Masseneinheit  bezeichnet  und  $ Q  ■  dxdyds  die 
Wärme,  welche  von  dem  Element  in  der  Zeit  St  nach  außen  ab- 
gegeben wird,  haben  wir  die  Energiegleichung 

~p^vdxdySgdt+&dxdyd8-dt=~fidxdydedt  +  dQdxdydt.     (5) 

Wenn  die  gleichen  Änderungen  der  Dichte  und  Temperatur  unbegrenzt 
langsam  ausgeführt  würden,  würde  der  Betrag  der  nach  außen  ab- 
gegebenen Wärme  etwa  SQ'  ■  SxSyäs  durch 

-p~96xSydsdt-~Qax8ySBSt  +  SQfdxiydz       (6) 

bestimmt  werden.    Durch  Vergleich  erhalten  wir 

SQ-aq+4>8t.  (7) 

Wenn  folglich  die  Zähigkeit  in  Betracht  kommt,  so  wird  die 
Wärme,  die  vom  Element  unter  sonst  gleichen  Umständen  abgegeben 
wird,  um  den  Betrag  0  pro  Volumeneinheit  und  pro  Zeiteinheit 
vergrößert.  Die  Zähigkeit  des  Gases  bedingt  also  die  Erzeugung  von 
Wärme  mit  der  Geschwindigkeit  <P  pro  Volumeneinheit  auf  Kosten 
anderer  Energieformen. 

Wenn  wir  (3)  in  die  Form 

v-in  {(b-,y  +  (c-ay  +  (»-&)■) +  4*(r+s'+*')    (8) 

bringen,  so  sieht  man,  daß  <J>  wesentlich  positiv  ist,  und  daß  es  über- 
dies nicht  verschwinden  kann,  außer  wenn 

a  =  6  —  c        und        f  =  ff  —  Ä  —  0, 

d.  h.  außer  wenn  die  Deformation  des  FlÜBsigkeitselementes  aus  einer 
Ausdehnung  oder  Zusammenziehung  besteht,  welche  nach  allen  Rich- 
tungen dieselbe  ist.  Der  Schluß,  daß  in  diesem  Falle  keine  Dissi- 
pation  von  Energie  stattfindet,  beruht  natürlich  auf  der  Annahme, 
daß  der  Wert  von  p'  in  (1)  null  ist. 
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§  343.  Wir  wollen  kurz  die  Wirkung  der  Zähigkeit  auf  Schall- 
wellen untersuchen.  Der  Folgerichtigkeit  wegen  ist  es  nötig,  gleich- 
zeitig die  Wärmeleitnng  in  Rechnung  zu  ziehen,  deren  Einfluß  die- 
selbe Bedentang  besitzt1);  vorläufig  wollen  wir  aber  Stokes  folgen, 
indem  wir  die  Wirkung  der  Zähigkeit  allein  untersuchen.1} 

Im  Falle  ebener  Wellen  in  einem  seitlich  unbegrenzten  Medium 
haben  wir,  indem  wir  die  z -Achse  als  Fortpflanzungsrichtung  nehmen 
and  die  Glieder  zweiter  Größenordnung  in  der  Geschwindigkeit  ver- 
nachlässigen, 

du  l  dp   ,    .     S*i«  ,«■, 

Tt — £«  +  ♦»»?  W 

nach  §  316   (2)  and  (3).     Wenn  s  die  Kondensation  bezeichnet,  so 
lautet  die  Kontinuitätsgleichung  wie  in  §  273 

Tt         ^  w 

Bei  Vernachlässigung  der  Wärmeleitung  und    -Strahlung  lautet  die 
physikalische  Gleich ung 

wo  c  die  Schallgeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  der  Zähigkeit  ist 
Eliminieren  wir  p  und  s,  so  haben  wir 

°u> -**£+**  im-  W 

Um  dies  auf  den  Fall  erzwungener  Wellen  anzuwenden,  wollen 
wir  annehmen,  daß  in  der  Ebene  2  =  0  eine  vorgeschriebene  Schwingung 
u  -  a<*°'  (5) 

aufrecht  erhalten  wird.     Nehmen  wir  als  die  Lösung  von  (4) 

«  _  ««*""+«*  (6) 

so  finden  wir 

m*(c*  +  iiv<j)--<i*r  (7) 

folglich 

—  ±7(l-4«S)r*-  (8) 

Indem  wir  das  Quadrat  von  -j   vernachlässigen  und  das  untere  Vor- 
zeichen nehmen,  gibt  dies 

m  -  -  T  -  ö   -.-  ■  W 


1)  Die«  wurde  zuerst  von  Kirchhoff  bemerkt,  „Über  den  Einfloß  der  Wärme- 
leitung in  einem  Gase  auf  die  Schellbewegimg",  Pogg.  Ann.,  184,  S.  177,  1868 
(Ges.  Äbh.,  Bd.  I,  S.  640). 

8)  I.  «,  S.  19  (Math,  and  Phys.  Paper«,  Bd.  I,  S.  100). 

'I      .-(    v  ^ 
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Setzen  wir  in  (6)  ein,  und  nehmen  wir  den  reellen  Teil,  so  erhalten 
wir  für  die  Wellen,  die  sich  in  der  positiven  x-Richtung  fortpflanzen, 


«(<-!),  (io) 


Die  Amplitude  der  Wellen  nimmt  also  bei  dem  Vorwärtsschreiten 
nach  dem  Exponentialgesetz  ab,  wobei  die  Abnahme  um  so  rascher 
erfolgt,  je  großer  der  Wert  von  e  ist.  Die  Wellengeschwindigkeit 
wird  bis  auf  die  erste  Ordnung  von  -j-  durch  die  Reibung  nicht  be- 
einflußt. 

Die  lineare  Größe  l  mißt  die  Entfernung,  innerhalb  welcher  die 
Amplitude  auf  —  ihres  ursprünglichen  Wertes  herabfällt  Wenn  l 
die  Wellenlänge  — -  bezeichnet,  so  haben  wir 

es  ist  in  der  obigen  Rechnung  angenommen  worden,  daß  dies  ein 
kleiner  Bruch  sei. 

Im  Falle  von  Lnftwellen  haben  wir  c  —  3,32  •  10*,  *  -  0,132  (C.  G.S.), 
folglich 

ri  _  lg  „  2,50a-1  x  IO-6,        l  -  9,56 1*  x  10» 

wenn  l  in  Zentimetern  ausgedrückt  wird. 

Um  die  Dämpfung  freier  Wellen  mit  irgend  einer  vorgeschriebenen 
Wellenlänge  -j-  zu  finden,  nehmen  wir  an,  daß 

u-ae**'**'.  (13) 

Durch  Einsetzen  in  (4)  erhalten  wir 

a*  +  4vFtt KM  (14) 

Wenn  wir  das  Quadrat  von  —  vernachlässigen,  gibt  dies 

«--fv^itAc.  (15) 

Folglich  in  reeller  Form 

u  —  ae    r  coah(x  ±  cf),  (16) 

wo 

(17)') 

1)  Betreffs  einer  Berechnung  dee  dämpfenden  Einflnuea  der  Zähigkeit  auf 
Luftschwingnngen  in  apa&rischen  und  zylindrischen  Gefäßen  verweisen  wir  auf 
die  Arbeit  von  Lamb,  „On  the  Hotion  of  a  Viacona  Fluid  contained  in  a  Sphe- 
rical  Veteel",  die  auf  S.  718  genannt  ist. 

DigmzedsyLiOOgie 
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§  343.  Wenn  die  Wärmeleitfähigkeit  in  Betracht  gezogen 
wird,  so  bleiben  die  Bewegungsgleichung  (1)  und  die  Kontinuitäts- 
gleichung  (2)  stehen,  die  physikalischen  Beziehungen  müssen  aber 
umgeändert  werden. 

Der  Betrag  der  Wärme,  die  erforderlich  ist,  um  kleine  Änderungen 
bezüglich  des  Volumens  v  und  der  absoluten  Temperatur  0  der  Massen 
einheit  eines  Gases  za  erzengen,  ist 

MSv  +  Nie, 

wo  N  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Volumen  and 

M~(y~l)^-N  (18) 

ist.    Multiplizieren  wir  mit  Qü8xf  der  Masse  pro  Flächeneinheit  einer 

dünnen  Schicht,  und  setzen  wir  dies  gleich  q  -   ,,   wo  q   das  ther- 
mische Leitvermögen  ist,  so  finden  wir1) 

de  .  f         .x«.  dv         ,g'ö  ,,.. 


(20) 


d.  h.  v   18t  die  „thermometrische"  Leitungsf äbigkeit.  *) 
Die  Beziehung  zwischen  p,  q,  6  ist 

Wenn  wir 

P-''(1+S)|  (22) 

»-«1(1  +  1)1  W 

setzen  nnd  Glieder  der  zweiten  Ordnung  in  s  und  i)  vernachlässigen, 

können   die  Gleichungen  (19)  und  (21)   folgendermaßen   geschrieben 

werden: 

5}-6--i)|i— 'S  w 

*-*P +•  +  !)■  (24) 

Setzen  wir  diesen  Wert  von  j>  in  (1)  ein,  so  erhalten  wir 


1)  Die  Warme,  die  durch  die  innere  Reibung  erzeugt  igt,  wird  hier  ver- 
nachlässigt, da  sie  eine  kleine  Größe  zweiter  Ordnung  ist.  Dm  System  exakter 
Gleichungen  igt  von  Kirchhoff  aufgestellt  worden,  Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  Wärme,  11.  Vorlesung. 

!)  Maxwell,  Tkeory  of  Seal,  18.  Kapitel. 
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wo  6  —  1/ —  die  N ewtonsche  Sehallgeschwindigkeit  (§  274)  ist. 
minieren  wir  s  durch  Gleichung  (2),  so  finden  wir 


Bx*  dxdt 


+**«rä  (2«> 


g+fr-i)g--'y.,  (2') 

also  zwei  simultane  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  u  und  17. 
Wenn  wir  jetzt  annehmen,  daß  u  and  r,  beide  mit 

proportional  sind,  finden  wir 

(p  —  l)m«  +  (a  —  v'm,)ii  =  o}'  l     J 

folglich 

a,-{c,a  +  (4i'  +  t'')ß,}»M,+  J''(6,+  4v«)m4-0>         C29) 
wo  wir  c*  für  yo*  geschrieben  haben. 

Wir  erkennen  wieder,  daß  a  -*  ±  wc  für  i>  —  0,  v'  —  0.  FQr 
v  =  0,  v'—  oo  ferner  haben  wir  «  —  ±  »»6,  wie  zu  erwarten  war, 
da  die  Verhältnisse  dann  „isotherm"  werden. 

Gemäß  der  Maxwellschen  kinetischen  Gastheorie  soll 

v'~-\v  (30) 

sein;  aber  wir  wollen  nur  annehmen,  daß  v  und  v  dieselbe  Größen- 
ordnung besitzen. 

Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung  haben  wir  a  —  ia,  wo  — 
die  Periode  ist.  Wir  haben  gesehen,  daß  bei  gewöhnlichen  Schall- 
wellen das  Verhältnis  -y  klein  ist.  Die  Gleichung  (29)  ist  in  m% 
quadratisch,  und  die  Wurzeln  sind  näherungsweise 

(31) 


Ein  genauerer  Wert  der  ersteren  Wurzel  ist 

«.*-5[)-(4»+(1-£)''!£].  w 

woraus 

».-±Ct  +  t)'  C38) 

wenn 
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Für  x  >  0  lautet  die  vollständige  Lösung  näherungsweise 


(35) 


vorausgesetzt,  daß  ml  und  m%  so  gewählt  werden,  daß  ihre  reellen 
Teile  negativ  sind.  Die  willkürlichen  Eonstanten  A,  und  A^  setzen 
uns  in  die  Lage,  die  Wirkung  vorgeschriebener  periodischer  Ver- 
änderungen von  u  und  ij  in  der  Ebene  x  —  0  darzustellen  Für 
gewöhnliche  Frequenzen  ist  das  Verhältnis  --*-  groß  und  das  Ver- 
hältnis -p  demgemäß  im  allgemeinen  klein.  Das  zweite  Glied  in 
dem  Werte  von  «  ist  dann  unerheblich,  Belbst  in  der  Nähe  des  Ur- 
sprungspunktes,  und  es  wird  jedenfalls  im  Vergleich  zu  dem  ersten 
Gliede  für  genügend  große  Werte  von  x  unbedeutend.  Es  dient  dazu, 
den  rein  Örtlichen  Einfluß  einer  periodischen  Wärmequelle  im  Ur- 
sprungspunkte darzustellen. 

Wenn  wir  den  Wert  (30)  für  v  nehmen  und  ~f  —  y  —  1,410 
setzen,  finden  wir  aus  (34),  daß  der  Wert  von  l  durch  die  Wärme- 
leitung im  Verhältnis  0,647  vermindert  wird. 

Die  Untersuchung  dieses  Paragraphen  stammt  hauptsächlich  von 
Kirchhoff1),  der  auch  den  Einfluß  auf  die  Fortpflanzung  von  Sehall- 
wellen in  einem  engen  Rohr  erörtert  hat.  Dieses  Problem  ist  wegen 
seiner  Bedeutung  für  die  bekannten  Kundtschen  Versuche  von 
Wichtigkeit  Lord  Rayleigh  hat  dieselben  Satze  angewendet,  um 
die  Wirkung  poröser  Körper  hinsichtlich  der  Absorption  des  Schalles 
zu  erklären.*) 

Turbulente  Bewegung. 

§  344.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Aufmerksamkeit  auf  die 
hauptsächlichste  Schwierigkeit  unseres  Gegenstandes  zu  lenken,  welche 
noch  nicht  Überwunden  ist. 

Es  ist  bereits  auseinandergesetzt  worden,  daß  die  Vernachlässigung 
der  Glieder  zweiter  Ordnung  u  jp ,  . , .  die  Anwendung  verschiedener 
der  vorhergehenden  Resultate  auf  Flüssigkeiten  sehr  beschränkt,  die 
das  gewöhnliche  Maß  von  Beweglichkeit  besitzen.     Außer  wenn  die 


1)  U,  S.  781. 

2)  „Od  ForouH  Bodiei  in  relation  to  Sound",  Fhü.  Mag.  (6),   16,  S.  181, 
1888  (Sc.  I'apers,  Bd.  II,  S.  210;  Theory  of  Sound,  §  851). 
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Geschwindigkeiten  sehr  klein  sind,  findet  man,  daß  die  tatsächliche 
Bewegungsart  in  solchen  Fällen,  soweit  sie  beobachtet  werden  kann, 
von  derjenigen  sehr  abweicht,  die  durch  unsere  Formeln  dargestellt 
wird.  Wenn  z.  B.  ein  fester  Körper  von  stetiger  Form  sich  in  einer 
tropfbaren  Flüssigkeit  bewegt,  so  wird  eine  regellose,  wirbelnde  Be- 
wegung in  einer  FlÜssigkeitsBchicht  nahe  bei  dem  Körper  erzeugt, 
und  eine  sich  ausbreitende  Schleppe  von  Wirbeln  wird  zurückgelassen, 
während  die  Bewegung  in  einiger  Entfernung  seitlich  verhältnis- 
mäßig sanft  und  gleichförmig  vor  sich  geht.1) 

Die  eben  auseinandergesetzte  mathematische  Ungültigkeit  erstreckt 
sich  zwar  nicht  auf  Fälle  geradliniger  Strömung,  wie  sie  in  den 
§§  318  und  319  behandelt  wurden;  aber  auch  hier  zeigt  die  Beob- 
achtung, daß  die  oben  untersuchten  Bewegungsarten,  wenn  auch  immer 
theoretisch  möglich,  doch  unter  gewissen  Verhältnissen  labil  werden. 
Der  Fall  des  Strömen»  durch  ein  Rohr  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitt ist  von  Reynolds1)  sehr  sorgfältig«  experimentell  studiert 
worden,  nämlich  mit  Hilfe  von  Fäden  gefärbter  Flüssigkeit,  die  in 
den  Strom  eingeführt  wurden.  Solange  die  mittlere  Geschwindigkeit 
im  Querschnitt  unter  einer  gewissen  Grenze  Hegt,  die  von  dem  Radius 
des  Rohres  und  der  Art  der  Flüssigkeit  abhängt,  geschieht  die 
Strömung  regelmäßig  und  mit  den  Gesetzen  von  Poiseuille  in  Über- 
einstimmung. Aber  wenn  diese  Grenze  überschritten  wird,  so  wird 
die  Bewegung  außerordentlich  regellos;  das  Rohr  scheint  nämlich 
mit  verschlungenen  und  beständig  wechselnden  Stromfäden  angefüllt 
zu  sein,  die  es  hin  und  her  durchkreuzen.8)  Aus  Erwägungen  über  die 
„Dimensionen"  wurde  von  Reynolds  geschlossen,  daß  die  oben  ge- 
nannte Grenze  durch  das  Verhältnis  von  waa  zu  v  bestimmt  sein 
muß,  wobei  a  der  Radius  und  v  der  kinematische  Reibungskoeffizient 
ist.  Dies  wurde  durch  den  Versuch  bestätigt;  für  das  kritische  Ver- 
hältnis überdies  wurde  annähernd  der  Wert 

^  -  1000  (1)*) 

gefunden.     So  würde  für  ein  Rohr  von  einem  Zentimeter  Radius  die 

1)  Yergl.  Ahlbora,  „Über  den  Mechanismus  de«  hydrodynamischen  Wider- 
standes", Hamburg,  1902;  Prandtl,  „Über  FlüssigkeiUbewegung  bei  sehr  kleiner 
Reibung",   Verh.  d.  3.  Int.  Math.-Kmgr.  tu  Heidelberg,  1904,  S,  484. 

8)  „An  Experi mental  Investigation  of  the  Circumstances  which  determine 
whethei  the  Motion  of  Water  shall  be  Direct  or  Sinuoua,  and  of  the  Law  of 
Resistance  in  Parallel  Channels",  Phil.  Trans.,  174,  8.  986,  1883  (Sc.  Popen, 
Bd.  n,  S.  Kl). 

8)  Ähnliche  Beobachtungen  wurden  von  Hagen  gemacht,  Bert.  Abk., 
1851,  S.  17. 

4)  Die  Abhängigkeit  von  v  wurde  durch  Veränderung  der  Temperatur 
untersucht.  Das  Resultat  wurde  für  einen  größeren  Temperaturbereich  von 
Goker  und  Clement  geprüft,  Phil.  Trans.,  A,  SOI,  S.  46,  1902.  Stehe  auch 
Barnet  und  Coker,  Proe.  Boy.  8oe.,  74,  3.  841,  1904. 

Difi  I  =-<!  -V       '  ^ 


Turbulente  Bewegung.  737 

kritische  Geschwindigkeit  für  Wasser  (v  =  0,018)  die  Größe  18  cm 
pro  Sekunde  haben. 

Wenn  das  kritische  Verhältnis  überschritten  wird,  so  findet 
gleichzeitig  mit  der  Veränderung  in  der  Art  der  Bewegung  eine 
Änderung  in  der  Beziehung  zwischen  dem  Druckgefälle  -~-  und  der 
mittleren  Geschwindigkeit  w0  statt.  Solange  -*-  unter  der  obigen 
Grenze  liegt,  ist  -2-  mit  w0  proportional,  wie  bei  den  Versuchen  von 
Poiseuille.  Aber  wenn  die  regellose  Strömung  eingetreten  ist,  so 
wird  ~-  eher  mit  waa  proportional 

Die  Formel,  die  in  der  Praxis  für  Bohren  angenommen  wird, 
deren  Durchmesser  eine  gewisse  Grenze  übersteigt,  ist 

B-iU«,,',  (2) 

wo  R  der  tangentiale  Widerstand  pro  Flächeneinheit,  w0  die  mittlere 
Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  benetzte  Oberfläche  und  f  eine 
numerische  Eonstante  ist,  die  von  der  Beschaffenheit  der  Oberfläche 
abhängt.  Als  einen  rohen  Durchschnittswert  für  den  Fall  von  Wasser, 
das  über  einer  glatten  Oberfläche  aus  Eisen  fliest,  können  wir  f—  0,005 
nehmen.1)  Ein  vollständigerer  Ausdruck  für  R,  der  den  Einfluß  des 
Durchmessers  in  Rechnung  zieht,  wurde  von  Darcy  gegeben,  und  zwar 
als  das  Resultat  sehr  umfangreicher  Beobachtungen  über  das  Strömen 
durch  Wasserleitungen.1) 

Der  Widerstand  im  Falle  einer  turbulenten  Strömung  ist,  wie 
man  gefunden  hat,  fast  unabhängig  von  der  Temperatur  und  somit 
von  der  Zähigkeit  der  Flüssigkeit.  Dies  stimmt  mit  dem  überein, 
was  aus  Betrachtungen  über  die  „Dimensionen"  zu  erwarten  wäre, 
wenn  angenommen  wird,  daß  R  sich  wie  w0*  verhält.1) 

Wenn  wir  die  Formel  (2)  als  den  Ausdruck  beobachteter  Tat- 
sachen gelten  lassen,  kann  sogleich  ein  Schluß  von  einigem  Interesse 
gezogen  werden.  Nehmen  wir  die  e-  Achse  in  die  allgemeine  Richtung 
der  Strömung,  und  bezeichnen  wir  mit  w  die  mittlere  Geschwindigkeit  in 
irgend  einem  Punkte  bezüglich  der  Zeit,  so  haben  wir  an  der  Oberfläche 

wenn    w0    die    durchschnittliche    Stromgeschwindigkeit    und    an   ein 


1)  Siehe  Rankine,  Applied  Mechanics,  %  688;  Unwin,  Encyc.  Britann., 
9.  Aufl.,  Artikel  „Hydromechanica". 

2)  Becherches  expermentales  relatives  au  mouvtment  de  l'eau  dam  les  tuyaux, 
Paria  1866,  Die  Formel  ist  von  Rankine  und  Unwin  angeführt  worden.  Vergt. 
Forchheimer,  Hydraulik,  Enzykl.  d.  math.  Wissenschaften,  Bd.  IT,  2.  Teil,  1906. 

8)  Lord  Rayleigh,  „On  the  Question  of  the  Stability  of  the  Flow  of  Fluids", 
Phil.  Mag.  (5),  84,  8.  69,  1892  {Sc.  Paper»,  Bd.  m,  3.  676). 
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Element  der  Normalen  bezeichnet  Wenn  wir  eine  lineare  Größe  I, 
die  durch 

Wo       8w 
l   ~dn 

definiert  wird,  einfuhren,  so  mißt  l  die  Entfernung  zwischen  zwei 
Ebenen,  die  sieh  mit  einer  Relativ gesch wind  ig'keit  w0  in  der  regel- 
mäßigen Laminarströmung  bewegen,  die  dieselbe  tangentiale  Spannung 
ergeben  würde.     Wir  finden 

•.!-£•  (3) 

Setzen  wir  z.  B.  v  -  0,018,  w0  =  300  — ,  f  =  0,005,  so  erhalten  wir 
l  =  0,024  cm.1)  Die  Kleinheit  dieses  Resultates  weist  darauf  hin, 
daß  bei  der  turbulenten  Strömung  einer  Flüssigkeit  durch  eine  Bohre 
von  nicht  zu  kleinem  Durchmesser  der  Wert  von  w  im  Querschnitt 
nahezu  gleichförmig  ist,  indem  er  innerhalb  eines  sehr  kleinen  Ab- 
standeB  von  den  Wanden  rasch  auf  0  fällt.1) 

Auf  Bohren  von  genügender  Weite  angewendet,  gibt  Formel  (2) 

—  %a*  —-  —  2  aalt  =  afgaw^ 
oder 

Die  Form  der  Beziehung,  auf  welche  Reynolds  bei  seinen  Versuchen 
geführt  wurde,  lautet  so,  daß 

1  dp     .  .  v        te„m 

—  5=-  sich  wie  — ,_^    , 

verhält,  wo  m  =  1,723.*) 

Die  Vermehrung  des  Widerstandes  für  Geschwindigkeiten  ober- 
halb einer  gewissen  Grenze,  der  durch  die  Formel  (2)  oder  (4)  dar- 
gestellt wird,  ist  ohne  Zweifel  der  Wirkung  der  regellosen  Wirbel 
zuzuschreiben ,  welche  beständig  Flüssigkeit ,  die  sich  mit  einer 
beträchtlichen  Belativgeschwindigkeit  bewegt,  von  neuem  nahe  an 
die  Grenzfläche  bringen  und  so  die  Geschwindigkeit  der  Deformation 
weit  über  das  Maß  vergrößern,  welches  bei  einer  regelmäßigen  Laminar- 
bewegung stattfinden  würde.*) 


1)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  PAS.  Mag.  (6),  34,  8.  277,  1887. 

B)  Diei  wurde  tatsächlich  von  Daccy,  l,  c,  experimentell  gefanden.  Siehe 
auch  Morrow,  „On  the  Distribution  of  Velocitj  in  a  Viseona  Fluid  over  the 
Cross-Section  of  a  Pipe,  and  on  the  Action  at  the  Critioal  Velocity",  JProe.  Roy. 
Soe.,  Ä,  76,  S.  205,  1906. 

S)  Vergl.  Hage»,  I.  c.  Eine  interessante  historische  Darstellung  dieses  ganun 
Gegenstandes  ist  von  Enibbs  gegeben:  Proc.  Boy.  Soe.  N.  8.  W.,  81,  S.  314,  1897. 

4)  StokeB,  Maat,  and  Phga.  Popers,  Bd.  I,  S.  9». 

Difi  I  =-<!  -V       '  ^ 
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Der  Reibungs-  oder  „Oberftächenteiderstand"1),  den  ein  fester 
Körper  von  stetiger  Gestalt  bei  seiner  Bewegung  durch  eine  Flüssig- 
keit erfahrt,  ist  ans  denselben  Sätzen  zn  erklären.  Die  Verhältnisse 
sind  jedoch  verwickelter  als  im  Falle  eines  Rohres.  Die  Reibung 
scheint  ungefähr  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  zu 
sein;  aber  sie  ist  für  verschiedene  Teile  der  benetzten  Oberfläche  ver- 
schieden, aus  einem  Grunde,  der  von  W.  Fronde*)  angegeben  wurde, 
dem  wir  die  genauesten  Beobachtungen  aber  diesen  Gegenstand  ver- 
danken. 

Ein  anderer  interessanter  Fall  der  turbulenten  Bewegung  ist 
experimentell  von  Mallock  untersucht  worden.*) 

§  346.  Es  muß  leider  eingestanden  werden,  daß  die  theoretische 
Erklärung  der  Labilität  der  linearen  Strömungen  unter  den  angegebenen 
Bedingungen  und  der  Art,  anf  welche  die  regellosen  Wirbelbewegungen 
trotz  der  Zähigkeit  aufrecht  erhalten  werden,  noch  immer  ziemlich 
dunkel  ist.  Wir  können  nur  einen  kurzen  Bericht  Ober  die  ver- 
schiedenen theoretischen  Untersuchungen  geben,  die  angestellt  wurden, 
um  die  Frage  aufzuklären. 

Lord  Rayleigh  hat  es  in  verschiedenen  Arbeiten1)  unternommen, 
die  Stabilität  verschiedener  Anordnungen  von  Wirbeln  zu  unter- 
suchen, wie  sie  durch  die  Zähigkeit  hervorgebracht  werden  könnten. 
Der  Umstand,  daß  hei  der  gestörten  Bewegung  die  Zähigkeit  unbe- 
achtet bleibt,  beeinträchtigt  die  physikalische  Bedeutung  der  Resultate 
nicht  sehr,  ausgenommen  vielleicht  in  den  Fällen,  wo  diese  ein  Gleiten 
an  einer  starren  Grenzfläche  voraussetzen. 

Da  die  Methode  einfach  ist  und  die  Resultate  ein  anabhängiges 
Interesse  haben,  wollen  wir  die  zweidimensionale  Form  des  Problems 
kurz  berühren. 


1)  Dieser  ist  von  dem  Wellen  widerstand  tu  unterscheiden,  von  welchem  in  den 
gg  246  und  263  die  Bede  war.    Die  Bezeichnung  entstammt  der  Schiff  bautet  hnik. 

2)  „Experiments  od  the  Snrface-Frjction  experienoed  by  a  Plane  moräg 
throngh  Water",  Brit.  Au.  Bep.,  1672,  S.  118.  („Der  Teil  der  Oberflache,  wel- 
cher in  der  BewegungBlinie  vorangeht,  indem  er  einen  Widerstand  durch  das 
Wasser  erfahrt,  muß  dem  Wasser  eine  Bewegung  in  der  Richtung  erteilen,  in 
der  er  sich  selbst  bewegt.  Folglich  werden  die  Teile  des  Wassers,  welche  dem 
ersten  folgen,  sich  nicht  an  ruhigem  Wasser,  sondern  an  solchem  reiben,  das 
sich  teilweise  in  ihrer  eigenen  Richtung  bewegt,  und  können  deshalb  nicht  soviel 
Widerstand  von  ihm  erfahren.") 

8)  „Experiment*  on  Fluid  Yiscositv",  Fht!.  Trans.,  Ä,  IST,  S.  41,  1896. 
S.  a.  Couette,  „Stades  sur  le  frottement  des  liquides",  Ann.  de  Mm.  et  de  phys. 
(6),  81,  8.  438,  1890. 

4)  „On  the  Stability  or  Instabilitv  of  certain  Fluid  Motions",  Proe.  Land. 
Matii.  Soc.,  11,  8.  67,  1880;  19,  8.  67,  1887;  2T,  S.  6,  1896;  „On  the  Qoestion  of 
the  Stability  of  the  Flow  of  Fluids",  Phil.  Mag.  (6),  84,  8.  69,  1892;  „On  the 
Instability  of  Cylindrical  Fluid  Surfaces»,  Phil  Map.  (6),  84,  8.  177,  1892  {Sc. 
Paper«,  Bd.  I,  S.  474;  Bd.  IE,  S.  676  und  694;  Bd.  IV,  8.  208). 
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Bei  einer  kleinen  Störung  der  stationären  Laminarbewegung 
«  -U, 

v  -0, 
w  =  0, 
wo  U  eine  Funktion  von  y  allein  ist,  setzen  wir 

t  -.'       ■  (i) 

w-0         I 
Die  Kontinuitätsgleichtrag  ist 

d-£  +  ?--0.  (2) 

ex    '  cy  K  ' 

Die  Bewegungsgleichungen  reduzieren  sich  nach  §  146  auf  die 

Bedingung  für  konstante  Winkelgeschwindigkeit   ~--  =  0  oder 


J|T-V«-r-/ j^tVjj- 


(3) 


fc        2  \dx        dy)        8   dy  '  W 

Vernachlässigen  wir  Glieder  von   der  zweiten  Ordnung  in  u'  und  v\ 
so  haben  wir  folglich 

Betrachten  wir  nun  eine  Störung,  welche  in  Bezug  auf  x  perio- 
disch ist,  und  nehmen  wir  an,  daß  «'  und  v'  proportional  zu  (**■+'*' 
sind,  dann  haben  wir  nach  (2)  und  (5) 

««'+§£-0  («) 

und 

i(„+*E7)(.*„-||)-^„--0.  (7) 

Durch  Elimination  von  u    finden  wir 

(«  + *P)  0 -*V)- 'S?  *"'-°'  (8) 

was  die  Grundgleichnng  ist. 

Wenn  -=—  für  irgend  einen  Wert  von  y  unstetig  ist,  so  ist  Glei- 
chung (8)  durch 

(«  +  *P)aQ-aQw-0  (9) 

».«„Google 
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zu  ersetzen,  wo  A  die  Differenz  der  Werte  der  betreffenden  Größen 
auf  den  beiden  Seiten  der  Diekontinuitätsebene  bezeichnet.  Dies 
wird  ans  Gleichung  (8)  dnrch  Integration  nach  y  erhalten,  indem 
die  Diskontinuität  als  Grenzfall  einer  unendlich  raschen  Änderung 
angesehen  wird.  Die  Formel  (9)  kann  auch  als  die  Bedingung  für 
die  Stetigkeit  des  Druckes  oder  als  die  Bedingung  erhalten  werden, 
daß  kein  tangentiales  Gleiten  an  der  gemeinschaftliehen  Grenzfläche 
stattfinden  soll. 

An  einer  festen  Grenzfläche  müssen  wir  v'  =-  0  haben. 

1.  Nehmen  wir  an,  daß  eine  FI Üssigkeite  schieb, t  mit  gleichförmiger 
Wirbelbewegung,  die  von  den  Ebenen  y  ■■=  -±  h  begrenzt  wird,  sich 
zwischen  zwei  FIüssigkeitsmasBen  befindet,  die  sich  wirbelfrei  be- 
wegen, wobei  die  Geschwindigkeit  Überall  stetig  sein  soll.  Dies 
bildet  eine  interessante  Abänderung  der  Aufgabe,  die  in  §  233  be- 
handelt wurde. 

Nehmen  wir  also  an,  daß  U—  ufttry>&,  (7=-*^  für  A>y>  — Ä 
und  £7=-  —  u  /nr  y<  —  h,  so  bemerken  wir,  daß  überall  j-f  —  0. 
Folglich  reduziert  sich  Gleichung  (8)  auf 

W'-"'"'-°-  <10> 

Die  Lösungen  hiervon  sind 

v'=Ae-k',  füry>Ä  1 

v'-Br"  +  Ci>>,     fur*>y>-4    •  (11) 

»'—  De",  furi(<  —  h  | 

Die  Stetigkeit  Ton  v   erfordert,  daß 

Ar"  -  Je""  +  Oe"  I 

Dr"-B<?'+Ce-"]' 

Mit  Hilfe  dieser  Beziehungen  gibt  die  Bedingung  (9) 

8  («  +  in)  W»  -  i  (Br"  +  Ce»)  -  0  1 

2(«  -  *n)Be"+  -J  (Be>"  +  Cr")  -  0  j 

Eliminieren  vir  das  Verhältnis  B :  C  so  erhalten  wir 

«'-n.l("*-l)'-e-""l-  (14) 

Für  kleine  Werte  von  kh  ergibt  dies  ö*  —  —  ^u1,  wie  in  dem 
Falle  einer  absoluten  Diskontinuität  (§  233).  Für  große  Werte  von 
kh  andererseits  ist  a  =-  ±  #u,  was  Stabilität  anzeigt     Folglich  hängt 

DigmzedsyCiOOgie 


(12) 


(13) 
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die  Frage  nach  der  Stabilität  für  Störungen  der  Wellenlänge  X  von 
dem  Verhältnis  ^  ab.  Die  Werte  der  Funktion  in  der  Klammer  auf 
der  rechten  Seite  von  (14)  sind  von  Lord  Rayleigh  taboliert  worden. 
Es  ergibt  sich,  daß  Labilität  für  -  -  >  5  ungefähr  eintritt,  and  daß 
die  Labilität  für  — -■  =  8  ein  Maximum  ist. 

2.  In  den  genannten  Arbeiten  hat  Lord  Rayleigh  ferner  ver- 
schiedene Fälle  der  Strömnng  zwischen  parallelen  Wänden  untersucht, 
mit  der  Absicht,  daß  sie  ein  Licht  auf  die  Bedingungen  der  Stabilität 
bei  linearer  Bewegung  in  einem  Bohr  werfen  sollen.  Das  haupt- 
sächlichste Resultat  ist  das,  daß  die  Bewegung  stabil  ist,  wenn  -.— r 
das  Vorzeichen  nicht  ändert,  mit  anderen  Worten,  wenn  die  Kurve 
mit  y  als  Abszisse  und  U  als  Ordinate  keine  Inflexionen  besitzt.  Da 
jedoch  die  gestörte  Bewegung  ein  Gleiten  an  den  Wänden  voraus- 
setzt, bleibt  es  zweifelhaft,  wie  weit  die  Schlösse  auf  die  vorliegende 
Frage  passen,  wobei  die  Bedingung,  daß  kein  Gleiten  stattfinden  soll, 
fundamental  zu  sein  scheint 

3.  Wenn  ^  =  0,  so  ist  die  Substitution  von  (10)  für  (8)  mit 
der  Annahme  gleichwertig,  daß  die  Rotation  £  denselben  Wert  wie 
bei  der  ungestörten  Bewegung  hat,  da  unter  dieser  Annahme 

|ül  _  3£  _  »Je'  (15) 

was  mit  (6)  zu  der  betreffenden  Gleichung  führt. 

Es  ist  jedoch  zu  beachten,  daß  für  j-f  —  0  die  Gleichung  (8) 
für  einen  besonderen  Wert  von  y  durch  e  +  k  U  —  0  befriedigt  werden 
kann.  Wir  können  z.  B.  annehmen,  daß  in  der  Ebene  y  =  0  noch 
eine  dünne  Fl iiss i gk ei ts schicht  mit  anendlich  kleiner  Wirbelbewegung 
eingeführt  wird.  Gemäß  der  Annahme,  daß  die  Flüssigkeit  unbegrenzt 
ist,  haben  wir  dann 

v'-Ae+*v,  (16) 

wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  y 
positiv  oder  negativ  ist.     Die  Bedingung  (9)  wird  dann  durch 

«+lI7„-0,  (17) 

aQ_0  (18) 

erfüllt,  wo  U0  den  Wert  von  ?7  ffir  y  —  0  bezeichnet  Da  die  Super- 
Position  einer  gleichförmigen  Geschwindigkeit  in  der  a; -Richtung  die 
Aufgabe  nicht  verändert,  können  wir  U0  =  0  und  deshalb  ö  =»  0 
nehmen.    Die  gestörte  Bewegung  wird  stationär;  mit  anderen  Worten, 
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der  ursprüngliche  Zustand  der  Strömung  ist  bis  auf  kleine  Größen 
höherer  Ordnung  für  eine  derartige  Störung  in  indifferentem  Gleich- 
gewicht. ') 

Lord  Kelvin  hat  die  sehr  schwierige  Aufgabe,  die  Stabilität  der 
Laminarbewegung  unter  Berücksichtigung  der  Reibung  zu  unter- 
suchen, unmittelbar  in  Angriff  genommen.1)  Er  kommt  zu  dem 
Schlüsse,  daß  die  lineare  Strömung  einer  Flüssigkeit  durch  ein  Rohr 
oder  eines  Stromes  über  einen  ebenen  Boden  für  unendlich  kleine 
Störungen  stabil  ist,  daß  aber  für  Störungen  von  einer  gewissen 
Amplitude  an  die  Bewegung  labil  wird,  wobei  die  Grenzen  der  Stabi- 
lität um  so  enger  ausfallen,  je  geringer  die  Zähigkeit  ist.8) 

§  340.  Reynolds  hat  in  eiser  bemerkenswerten  Arbeit4)  die 
Frage  von  einem  anderen  Gesichtspunkt  in  Angriff  genommen.  In- 
dem er  die  turbulente  Bewegung  als  bereits  vorhanden  annimmt, 
sucht  er  ein  Kriterium  aufzustellen,  welches  entscheiden  soll,  ob  das 
turbulente  Verhalten  wachsen,  abnehmen  oder  konstant  bleiben  wird. 

Für  diesen  Zweck  wird  die  Geschwindigkeit  («,  v,  u>)  in  zwei 
Komponenten  zerlegt.     Wir  können  z.  B. 

+i« 

I  uät 

+  i* 


-f/- 


4/.* 


<e-rj< 


i< 

h 
wdt 


(1) 


schreiben,    sodaß    m,  v,  w    die  Mittelwerte   von   u,v,w   im   Punkte 
(x,  y,  e)  sind,  über  ein  Zeitintervall  genommen,  das  sich  von  t  —  \x 


1)  Tergl.  Sir  W.  Thomson,  „On  a  Distnrbing  Infinity  in  Lord  Rayleigh's 
Solution  for  WaveB  in  a  plane  Vortex  Stratum",  Brit.  Ass.  Eep.,  1880,  S.  492. 
Betreffs  einer  mathematischen  Erörterung  der  Differentialgleichung  (8)  und  der 
Singularitäten,  welche  in  deren  Losung  auftreten  können,  verweisen  wir  auf  Love, 
Proc.  Land.  Math.  Soc.,  27,  S.  199,  1S9S. 

2)  „Rectilinear  Motion  of  Yiscous  Fluid  between  two  Parallel  Planes", 
Phil.  Mag.  (6),  24,  S.  188,  1887;  „Broad  River  Flowing  down  an  Inclined  Plane 
Bed",  Phü.  Mag.  (5),  24,  S.  27S,  1887. 

S)  Ein  Teil  dieser  Untersuchung  ist  von  Lord  Rajleigh  einer  Kritik  unter- 
zogen worden,  I.  C,  S.  737. 

4)  „On  tha  Uynamical  Theory  of  Incompressible  Viscous  Fluids  and  the 
Determination  of  the  Criterion",  Phil.  Tram.,  A,  188,  S.  128,  1894  (Sc.  Popers, 
Bd.  II,  8.  585). 
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bis  t  -\-  -  -  x  erstreckt.  Wiederum  können  wir  die  Mittelwerte  in  dem 
Zeitpunkt  t  Über  einen  Raum  S,  z.  B.  eine  Engel,  welche  den  Punkt 
(x,  y,  e)  umgibt,  betrachten;  also  ist 


u  =-o  I  i  I  udxdydx 
w  —  -ö  f  ff  w  dx  dy  de 


(2) 


Schließlich  können  wir  auch  «in  doppeltes  Mittel  bilden,  nämlich  für 
Zeiten  innerhalb  eines  Intervallen  r  und  für  Punkte  innerhalb  eines 
Baumes  S.  Die  tatsächlichen  Geschwindigkeiten  werden  in  jedem 
Falle  durch 

u  —  ü  +  u'  1 

.  -e+j\  (3) 

u>  —  w  4-  w'J 
ausgedrückt,  wo  u,  v,  tv'  als  die  Komponenten  der  turbulenten  Be- 
wegung bezeichnet  werden  können.     Daraus  folgt,  daß 

«'  =01 

r-0,  (4) 

wo  der  horizontale  Strich  über  einem  Zeichen  den  Mittelwert  be- 
deutet, der  gemäß  der  besonderen  Festsetzung  genommen  ist. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  die  Definition  des  Mittelwertes 
zugrunde  legen,  die  in  Formel  (1)  enthalten  ist. 

Reynolds  geht  Ton  den  Bewegungsgleichnngen  in  den  Formen 

0||-0X4-^(p„-p««)4-A(i)i,I-Du«)-i-^(i)„-p»w),uBw.  (5) 

aus,  welche,  wie  man  siebt,  mit  §  316  (1)  äquivalent  Bind,  vermöge 
der  Kontinuitätsgleichung 

(6) 

Diese  Formen  sind  für  den  Beweis  nicht  unentbehrlich,  aber  sie  sind 
als  eine  Anwendung  der  Methode  interessant,  die  von  Maxwell  in 
der  kinetischen  Oastheorie  gebraucht  wurde.1)  Sie  bestimmen  die  Ge- 
schwindigkeit der  Änderung  der  Bewegungsgröße,  welche  in  einem 
festen  rechtwinkligen  Ranmelement  Sx8ySe  enthalten  ist,  als  eine 

1)  l.  c,  S.  668. 
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Folge  teils  der  Kräfte,  die  auf  die  Substanz  wirken,  die  in  dem 
Augenblick  das  Element  erfüllt,  und  teils  des  Flusses  von  Materie 
durch  die  Grenzfläche,  die  ihre  eigene  Bewegungsgröße  mit  sich  führt. 
Es  besitzen  die  Strömtingsmengen  des  Bewegungsmomentes  in  der 
Richtung  der  a;- Achse  durch  die  Einheit  der  Fläche  senkrecht  zu 
Ox,  Oy,  Ob  die  Werte  qu  -u,  pe  -  w,  qw  ■  u.  Nehmen  wir  die  Diffe- 
renz der  Durchgangs  mengen  durch  entgegengesetzte  Seiten  des  Raum- 
elementee  dxiyie,  so  erhalten  wir  pro  Zeiteinheit  einen  Überschuß 

—  jj-  (ffuäyie   u)Sx  —  -~-  {$v8e$x  •  u)8y  —  j-  (ftwdxtiy  •  u)8b. 

Wir  bilden  jetzt  den  Mittelwert  jedes  Gliedes  der  Gleichungen  (5), 
indem  wir  die  Substitutionen  (3)  anwenden.  Es  wird  vorausgesetzt, 
daß  wir  ohne  bedeutenden  Fehler  die  Mittelwerte  von  ü ,  üu,  wo',  üw', . . . 
gleich  m,  0,  0,  0,  . . .  setzen  können.  Dies  ist  nicht  genau,  aber  es 
wird  zulässig,  wenn  die  Schwankungen  von  u,  v,  w  um  ihre  Mittel- 
werte  innerhalb    des   Zeitintervalls   %   genügend   zahlreich   sind.     Es 
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zu  den  wirklich  stattfindenden  hinzufügen.     Dies  erinnert  an  die  Er- 
klärung der  inneren  Reibung  der  Gase  von  Maxwell1) 

Infolge  von  (9)  können  die  Gleichungen  (8)  in  der  Form 


KU) 


■  f  X  +  jj  (y„-  (>«'«')  +  gy  (y„  -  »«'•>')  +  s  (p„-e«'«0,  osw-J 

geschrieben  werden.     Wenn   wir  diese   der  Reihe   nach   mit  ü,  v,  w 
multiplizieren  und  addieren,  erhalten  wir 


+»Jn(f„-f»'»')+ä|(j,.-<"??)+Ä(f..-f"*»')! 


(12) 


(15) 


Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  keine  äußeren  Kräfte  X, 
T,  Z  vorhanden  sind.  Wir  wenden  die  Gleichung  (12)  auf  ein  Ge- 
biet an,  das  von  fuafcen  Wänden  begrenzt  ist,  an  denen  u,  v,  w  und 
deshalb  auch  w,  ö,  w  alle  verschwinden  aollen.     Wenn  wir 

T,-Ufff(*'+  »■+  &)dxdydz  (13) 

schreiben,  so  erhalten  wir  nach  einigen  partiellen  Integrationen 

^  "  -JJJ^dxdVdg  +fff1Pdxdyd*,  (14) 

wo 

^4*+?..S+f..f+?..(g+H)+?..(f?+H)+?..(i+^' 

und 

Die  Formel  (14)  gibt  die  Geschwindigkeit  der  Änderung  der 
Energie  bei  der  Mittelbewegung  (ü,  v,  w).    Das  erste  Glied  rechts 

1)  l  c. 
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stellt  die  Disaipation  dar,  welche  der  Mittelbewegung  allein  zukommt, 
und  ist  wesentlich  negativ.  Das  zweite  Glied  stellt  die  Geschwindig- 
keit dar,  mit  welcher  Arbeit  von  den  fingierten  Spannungen  (10)  ge- 
leistet wird. 

Nun  sei  T  die  wahre  kinetische  Energie;  infolge  der  bereits  ge- 
machten Annahmen  können  wir 

,     .,  T~T0+T'  (17) 

schreiben,  wo  "  v     ' 

d.  h.,  2"  ist  die  kinetische  Energie  der  regellos  wirbelnden  Bewegung. 
Wie  in  §  327  kann  gezeigt  werden,  daß  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung fester  Grenzen,  an  denen  kein  Gleiten  stattfindet,  die  ge- 
samte Disaipation  im  Durchschnitt  gleich  der  Summe  der  Dissipationen 
ist,  die  von  der  Mittelbewegung  bzw.  der  regellos  wirbelnden  Be- 
wegung herrühren.    Also 

W  =  -fff *odxdyd*  -Jjj^'dxäydB,  (19)1) 

wo  _, 

Durch  Vergleich  mit  (14)  erhalten  wir 

~ ff f^  ******  -fjjWdxaydg.  (21) 

Das  Vorzeichen  des  gesamten  Ausdruckes  gibt  an,  ob  die  mittlere 
Energie  T'  der  wirbelnden  Bewegung  (u',  v',  vf)  wachsen  oder  fallen 
wird.  Der  erste  Teil,  welcher  allein  die  Zähigkeit  (i  enthält,  ist 
wesentlich  negativ;  der  zweite  Teil  hängt  von  der  Trägheit  der  Flüs- 
sigkeit ab  und  kann  je  nach  den  Umständen  positiv  oder  negativ  sein. 

Wenn  äußere  Kräfte  X,  Y,  Z  in  Betracht  kommen,  und  wenn 
die  Geschwindigkeit  (w,  v,  w)  au  der  Grenze  des  betrachteten  Gebietes 
nicht  mehr  notwendig  verschwindet,  so  muß  die  Gleichung  (14)  durch 
Zufügung  von  Gliedern  verbessert  werden,  welche  teils  die  Eonvektion 
der  kinetischen  Energie  der  mittleren  Bewegung  in  das  Gebiet  hinein, 
teils  die  von  den  Kräften  X,  Y,  Z  geleistete  Arbeit  und  teils  die 
Arbeit  darstellen,  die  an  der  Grenzflache  von  den  mittleren  Span- 
nungen pxx,  pfXl  |>„, . . .  und  von  den  fingierten  Spannungen  P„, 
Pft,  JP„, . . .  geleistet  wird. 

1)  Ei  ist  zu  beachten,  daß  wir  dabei  das  Zeitelement  dt  der  Größen- 
ordnung nach  gleich  dem  Intervall  t  annehmen,  das  in  den  Definitionen  (1)  ge- 
braucht wurde. 

Das  Verfahren  im  Texte  vermeidet  den  Gebrauch  einiger  etwas  umständ- 
licher Gleichungen,  die  in  der  Originalarbeit  auftreten. 
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Die  Gleichung  (21)  andererseits  erfordert  nur  die  Znfftgung  eines 
Gliedes,  das  die  Konvektion  der  Energie  der  turbulenten  Bewegung 
durch  die  Grenzfläche  darstellt. 

Die  Ableitung  der  bemerkenswerten  Formeln  (19)  und  (21),  so- 
wie der  eben  genannten  Umänderungen,  scheint  nach  den  gemachten 
Feststellungen  einwandsfrei  zu  sein.  Aber  wenn  man  diese  Formeln 
auf  die  wirklichen  Verhältnisse  anwenden  will,  so  müssen  die  Ein- 
schränkungen und  Voraussetzungen,  welche  hinsichtlich  des  Ver- 
haltens der  turbulenten  Bewegung  eingeführt  sind,  immer  beachtet 
werden. 

Einige  Folgen  der  Formel  (21)  mögen  angegeben  werden.1)  Zu- 
nächst wird  die  relative  Größe  der  beiden  Glieder  auf  der  rechten 
Seite  nicht  beeinflußt,  wenn  wir  die  Vorzeichen  von  u,  v',  w'  um- 
kehren, oder  wenn  wir  sie  mit  einem  konstanten  Faktor  multiplizieren. 
Die  Stabilität  eines  gegebenen  ZuBtandes  der  mittleren  Bewegung 
würde  deshalb  von  dem  Maßstab  der  Störung  nicht  abhängen.  An- 
dererseits scheinen  gewisse  Kombinationen  der  «',  »',  vf  für  die  Sta- 
bilität günstiger  als  andere  zu  sein.  So  reduziert  sich  die  Formel  (16) 
z.  B.  im  Falle  einer  gestörten  Laminarbewegung  parallel  zu  Ox 
zwischen  starren  Ebenen  y  =-±b  auf 

■F-sivff  (22) 

Die  Arten  der  Störung  also ,  welche  zuzunehmen  streben,  sind 
diejenigen,  bei  denen  (für  y  >  0)  Kombinationen  von  u  und  v  mit 
gleichen  Vorzeichen  Überwiegen.  Dies  deutet  auf  ein  Streben  nach 
Ausgleichung  der  Geschwindigkeit  in  den  verschiedenen  Schichten. 
Ferner  ist  der  relative  Einfluß  des  zweiten  Gliedes  in  (21),  welches 
allein  zur  Steigerung  von  T'  beitragen  kann,  um  so  größer,  je  größer 
die  Deformationsgeschwindigkeiten  g— , ...  bei  der  mittleren  Bewegung 
sind.  Hieraus  können  wir  erklären,  warum  eine  gegebene  Art  mitt- 
lerer Bewegung  sich  nicht  in  regellose  Wirbel  aufzulösen  beginnt, 
bevor  eine  gewisse  kritische  Geschwindigkeit  erreicht  wird. 

Wenn  wir  die  umgeänderten  Formeln  auf  den  Fall  der  Strömung 
in  einem  gleichförmigen  zylindrischen  Rohr   unter   der  Annahme  an- 


(23) 


wenden,  daß  der  Druckgradient  —  ,    null  ist,  so  finden  wir 
~*  —  gZiöxa*  —2%  f&ardr  +  2njWrdr 

1)  Vergl.  Lorente,  „Ofer  den  WBentand  dien  een  vloeiatofstroom  in  eene 
cylindriache  bnis  ondervindt",  Amst.  Vera.,  6,  S.  28,  1897.  (Auch  in  leinen 
„Abhandlungtn  über  theoretische  Physik?,  Leipzig  JBOB,  Bd.  I,  S.  48,  ins  deutsche 
übersetzt  und  umgearbeitet.) 
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I  -  -jj&dxdy  ~  2afwrdr,  (24) 


».-"(ff) 


(25) 


Dm  hier  betrachtete  Gebiet  ist  dasjenige,  das  von  zwei  Querschnitten 
(mit  dem  Flächeninhalte  na*)  in  der  gegenseitigen  Entfernung  1  be- 
grenzt wird,  wobei  die  e  Achse  mit  derjenigen  der  Rohre  zusammen- 
fällt, und  q  die  Geschwindigkeit  rechtwinklig  zu  dieser  Achse  be- 
zeichnet. Es  wird  natürlich  angenommen,  daß  q  =0  und  ~  —  0, 
femer,  daß  der  mittlere  Zustand  der  Dinge  in  jeder  Hinsicht  für 
jeden  Querschnitt  derselbe  ist.  Die  Bedingungen  der  stationären  Be- 
wegung werden  erhalten,  wenn  man  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
Ton  (23)  und  (24)  gleich  null  setzt. 

Reynolds  erörtert  im  einzelnen  die  zweidimensionale  Form  deB 
Problems,  wo  ein  Strömen  parallel  zur  z-Richtung  zwischen  festen 
ebenen  Wänden  y  =  ±  b  stattfindet.  Indem  er  annimmt,  daß  ü  pro- 
portional tfl  —  y*  ist,  wie   in  §  318,   sucht  er   ein  Minimum  für  den 

Gesamtfluß  zu  bestimmen,  das  mit  der  Bedingung  -,-  =  0  vereinbar 
ist;  aber  in  Bezug  hierauf  müssen  wir  auf  die  Originalarbeit  ver- 
weisen. Er  erhält  das  Resultat,  daß  das  kritische  Verhältnis  -  °—  den 
Wert  258  Übersteigen  muß,  wenn  m0  der  Mittelwert  von  ü  zwischen 
den  Grenzen  y  =  ±  b  ist.1) 


1)  Ein  anderes  Resultat  erhielt  Sharpe,  „On  the  Stability  of  the  Motion 
«f  a  Viacoua  Liquid",  Trans.  Ämer.  Math.  Soc.,  6,  S.  496,  1906.  Vergl.  auch 
Lorentz,  Äbh.  Über  theoretische  Physik,  Bd.  I,  S.  54,  wo  die  Aufgabe  etwas  anders 
gefaßt  ist. 
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Zwölftee  Kapitel. 
Rotation  flüssiger  Hassen. 

§  347.  Dieser  Gegenstand  hat  seinen  Ursprung  in  den  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  der  Gestalt  der  Erde,  welche  mit  Newton 
und  Maclaurin  begannen  und  von  der  großen  Schule  der  französischen 
Mathematiker  fortgesetzt  wurden,  die  am  Ende  des  18.  and  am  An- 
fang des  19.  Jahrhunderts  blühte.  Derselbe  hat  in  neuerer  Zeit  eine 
bedeutende  Entwicklung  durch  Thomson  und  Tait,  Poincare  und 
Darwin  erfahren. 

Die  Aufgabe  besteht  darin,  die  möglichen  Formen  des  relativen 
Gleichgewichts  einer  homogenen  gravitierenden  Flüssigkeitsmasse  zu 
ermitteln,  die  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  feste 
Achse  rotiert,  sowie  die  Stabilität  oder  Instabilität  solcher  Formen 
zu  bestimmen. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle,  wo  die  äußere  Grenzfläche  ellipsoi- 
dal  ist.  Wir  schreiben  zunächst  einige  Formeln  hin,  die  sich  auf  die 
Anziehung  von  Ellipsoiden  beziehen. 

Wenn  die  Dichte  o  in  astronomischem  Maße  ausgedrückt  wird, 
so  ist  bei  einer  gleichförmigen  Masse,  die  von  der  Fläche 

eingeschlossen  wird,  das  Gravitationspotential  für  innere  Punkte1) 

a-.f.K,f(*  +  _gL+  '  _i)*\  (2) 


poftc/ (- 


+  lT6'  +  lTe'+l 


1* 


A -{(«'+ »)(&■+  l)(c"+»)P-  (3) 

Dies  kann  in  der  Form 

ß  =  ap  (<VC*+  jS0y"+  y,«'-  u)  (*) 


1)  Literaturaach weise  siehe  auf  S.  6S7.    Hinsichtlich  dein  Voneich eni  von  Ä 
rom  gewöhnlich en  Gebrauch  abgewichen  worden. 
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AdsiehuEg  von  EllipaoideD. 
geschrieben  werden,  wo,  wie  in  §  114, 

and 

&-»»«/""■ 

Die  potentielle  Energie  der  Masse  ist  durch 

F=  }  fff&qdxdydz 

gegeben,  wo  die  Integrationen  über  das  Volumen  ; 
Setzen  wir  aus  Gleichung  (4)  ein,  eo  finden  wir 

v  -  f«VoH  l  («o»1  +  ß*v  +  r«^)  -  u) 


(5) 


(6) 


(7) 
i  erstrecken  sind. 


o 


(8) 


Dieser  Ausdruck  ist  negativ,  weil  der  Nullpunkt  der  Rechnung  dem 
Zustande  einer  unbegrenzten  Ausbreitung  der  Masse  entspricht.  Wenn 
wir  als  Nullwert  der  potentiellen  Energie  diejenige  festsetzen,  welche 
die  Masse  besitzt,  wenn  sie  in  eine  Engel  vom  Radius  li  —  yabc 
vereinigt  wird,  mOssen  wir  das  Glied 

»«V*  (9) 

hinzufügen. 

Für  ein  Rotationsellipsoid  vereinfachen  eich  die  Integrale.  Wenn 
es  die  abgeplattete  Form  hat,  so  können  wir  in  der  Schreibweise  des 
§107 


a-b- 


: 


;,L,ÖO 


>(o<^le 
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setzen  and  erhalten1) 

«.-«.-(F+iHcot-'t-p   i 

n-2(p+i)(i-s°ot-'e)J  l  ' 

F-ä|«"f>je-{l-(t-+i)*Joot-'{),  (12) 

vorausgesetzt,   daB   der   Nnllwert   von   V  der   Kugelform   entspricht. 
Wenn  e  die  Exzentrizität  des  Meridianes  ist,  haben  wir 

und  die  Formeln  können  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

aa  —  ßü—  — ^-8in_1c ^-  j 

2  (i       t/\ ü  sin-'*!  I 

y.-if|i-yi-^— —  j      J 

F-^V^fl-  (1  -^^pj-  (15) 

Ffir  ein  gestrecktes  Rotationsellipsoid  setzen  wir  (§  103) 
(t*—  n* 


(14) 


uod  erhalten 

«.-A-p-CP-^tooth-1:   i 

,,-2(£--l)(Jooth-'{-l)i 


(16) 

F-  S«V*(l  -  (^l)*t  ooth-'t}-  (18) 

Der  Fall  eines  unendlich  langen  elliptischen  Zylinders  mag  auch 
angegeben  werden.     Setzen  wir  in  (5)  c  —  oo,  so  finden  wir 


(19) 


"•      •  +  » 
«         8°    I- 

n-o     ) 

Die  Energie  pro  Längeneinheit  des  Zylinders  ist 

r,-,',«'pWlog!2±K-  (20) 


Maola  urins  Ellipaoide 


Maolaurin«  EUlpsoide. 


§  348.  Wenn  das  Ellipsoid  in  relativem  Gleichgewicht  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  m  um  die  a-  Achse  rotiert,  bo  sind  die  Kom- 
ponenten der  Beschleunigung  des  Teilchens  (x,  y,  z)  —  a>*x,  —  a'y,  0, 
sodaö  die  Bewegungsgleichungen  sich  auf 


0*3:  — 

da 

<o*y  — 

e  dy 

da 

0- 

1  t* 

dS. 

0  — — -1  ^  — — 
™"       9  bz       dz  ' 
reduzieren.     Folglich 

|  =  W  (x*  +  f)  -  £1  +  konst.  (2) 

Die  Flächen  gleichen  Druckes  werden  deshalb  durch 

(«.-  £)*■+(*-  £)«'+ '••'- kon,t        (3> 

gegeben.     Damit  eine  derselben  mit  der  äußeren  Fläche 

zusammenfalle,  müssen  wir 

haben. 

Im   Falle    eines   Umdrehungsellipsoides   (a  =  6)    reduzieren    sich 
diese  zwei  Bedingungen  auf  eine,  nämlich 

(*-£)•*-*«'■  m 

Da  -^r  größer  oder  kleiner  als  ^rr  "*>  je  nachdem  a  größer  oder 
kleiner  als  c,  so  folgt  aus  den  Werten  von  Og  un^  Po»  w^e  s'e  m 
§  347  (5)  gegeben  worden,  daß  die  obige  Bedingung  durch  einen 
passenden  Wert  Ton  o  wohl  für  ein  abgeplattetes,  nicht  aber  für  ein 
gestrecktes  Rotationsellipsoid  erfüllt  werden  kann.  Dieses  wichtige 
Resultat  stammt  von  Maclaurin.') 

1)  1.  e.,  S.  862. 
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Wenn  wir  aus  Gleichung  (11)  des  §  347  einsetzen,  so  nimmt  die 
Bedingung  (6)  die  Form 

fik-<»r+i)e<»*-,t-»f  m 

an,  oder  in  der  Schreibweise  des  §  107 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  der  Wert  von  a,  welcher  einer  vorgeschrie- 
benen  Elliptizität  entspricht,  nur  von  der  Dichte  <j  und  nicht  von  der 
absoluten  Größe  des  Ellipsoids  abhängt.  Man  sieht  leicht  ein,  daß 
dies  mit  der  Theorie  der  „Dimensionen"  im  Einklang  ist 

Wenn  M  die  gesamte  Masse  und  H  deren  Drehmoment  am  die 
Rotationsachse  ist,  so  haben  wir 

Jf-iwpo'c,    S—  $Ma%e>,  (9) 

folglich 

W-Tl-l'tcPf  «3S'+  l)Scol-'S-3?).  (10) 

Die  Formel  (7)  ist  unter  verschiedenen  Formen  von  Simpson, 
d'Alembert  und  vollständiger  von  Laplace1)  behandelt  worden.  Man 
sieht  leicht,  daß  die  rechte  Seite  von  (7)  für  £  —  0  und  %  —  oo  ver- 
schwindet, sonst  aber  endlich  und  positiv  ist;  sie  hat  folglich  ein 
Maximum  für  eisen  zwischenliegenden  Wert  von  £.  Hiermit  ist  hei 
jeder  gegebenen  Dichte  q  den  Winkelgeschwindigkeiten  eine  obere 
Grenze  gesetzt,  für  welche  ein  Umdrehungsellipsoid  eine  mögliche 
Form  des  relativen  Gleichgewichts  ist.  Es  erfordert  eine  ausführ- 
lichere Untersuchung,  um  zu  zeigen,  daß  nur  ein  Maximum  und  folg- 
lich kein  Minimum  der  Funktion  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  oder 
(8)  auftreten  kann. 

Laplace  hat  ferner  von  diesem  Gesichtspunkt  aus  die  Formel  für 
das  Drehmoment  geprüft  Es  ergibt  sich,  daß  die  rechte  Seite  von 
(10)  beständig  von  0  bis  oo  wächst,  wenn  £  von  oo  bis  0  fällt.  Es 
gibt  folglich  für  ein  gegebenes  Volumen  einer  gegebenen  Flüssigkeit 
eine  und  nur  eine  Form  des  Maclaurinschen  Ellipsoides,  die  ein  vor- 
geschriebenes Drehmoment  besitzt. 

Diese  Fragen  können  auch  auf  andere  Weise  untersucht  werden, 
indem  man  die  Funktionen  auf  den  rechten  Seiten  von  (7)  und  (10) 
wirklich  berechnet.  Die  folgende  Tabelle,  welche  numerische  Einzel- 
heiten für  eine  Reihe  von  Maclaurinschen  Ellipsoiden  gibt,  ist  aus 
Thomson  und  Tait  entlehnt.1)    Die  Einheit  des  Drehmomentes  in  der 


1)  M&anique  Celeste,  8.  Buch,  8.  Kapitel.    Andere  Literaturnachweise  liehe 
bei  Todhunter,  Bist,  of  ihe  Theories  of  Jttraction  .  .  .,  Kapitel  10  und  16. 

2)  Natural  FhHosophy,  §  77!. 


Numerische  Einzelheiten. 


letzten  Spalte  ist  M^It  ,  wobei  natürlich,  astronomische  Einheiten  zu- 
grunde gelegt  sind. 


« 

c 

*> 

Drehmoment 

R 

it 

8«j 

0                  1 

0000 

1,0000 

0 

0 

0,1                     1 

0016 

0,9967 

0,0027 

0,0266 

0,2                    1 

0068 

0,9866 

0,0107 

0,0614 

0,3                    1 

01Ö9 

0,9691 

0,0248 

0,0787 

0,*                    1 

0296 

0,9436 

0,0486 

0,1086 

0,6                  1 

0491 

0,908« 

0,0690 

0,1417 

0,6                     1 

0772 

0,8618 

0,1007 

0,1804 

0,7                     1 

1188 

0,7990 

0,1887 

0,2288 

0,8                    1 

1866 

0,7114 

0,1816 

0,2984 

o.sm          l 

1978 

0,6976 

0,1868 

0.80S6 

0,9                    1 

3189 

0,6749 

0,2308 

0,4000 

0,91                  1 

841 

0,6660 

0,2226 

0,4166 

0,92                  1 

367 

0,6866 

0,2241 

0,4830 

0,98                  1 

396 

0,6181 

0,2247 

0,4626 

0,94                  1 

431 

0,4888 

0,3239 

0,4748 

0,96                  1 

474 

0,4608 

0,2218 

0,6008 

O.US                  1 

6S9 

0,4-280 

0,2160 

0,5319 

0,97                  1 

602 

0,3896 

0,8063 

0,6693 

0,9S                  1 

718 

0,8409 

0,1890 

0,6249 

0,9»                  1 

921 

0,3710 

0,1661 

0,7121 

1,00 

CO 

0 

0 

CO 

Das  Maximum  von  a— -  ist  0,2247,  was  den  Werten  e  -  0,9299, 
—  —  2,7198  entspricht  Für  jeden  kleineren  Wert  von  -^—  gibt  eB  zwei 
mögliche  Umdrehungseüipsoide,  wobei  die  Exzentrizität  in  dem  einen 
Falle  kleiner  und  in  dem  anderen  größer  als  0,9299  ist. 

Im  Falle  einer  homogenen  Flüssigkeitsmasse,  deren  Dichte  gleich 
der  mittleren  Dichte  der  Erde  ist,  haben  wir 


•*«pB-9 


B  -  6,37  x  10» 


wenn  die  Einheiten  der  Länge  und  Zeit  das  Zentimeter  und  die 
Sekunde  Bind.  Hieraus  findet  man,  daß  die  schnellste  Rotation,  die 
mit  der  ellipsoidischen  TJmdrehnngsform  verträglich  ist,  eine  Periode 
Ton  2h  25m  beBitzt. 

Wenn  £  groß  ist,  reduziert  Bich  die  rechte  Seite  von  (7)  näherungs- 
weise auf  ^£_s-  Im  Falle  eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoides, 
das  sich  unendlich  wenig  von  einer  Kugel  unterscheidet,  haben  wir 
folglich  für  die  Elliptizität 


a  "  16  *« 


Wenn  g  die  Schwerkraft  an  der  Oberfläche  einer  Kugel  vom  Radius  a 

d,^  „Google 


756  XII.  Rotation  flfiisigei  Massen. 

und  von  derselben  Dichte  bezeichnet,  haben  wir 

g  —  iXQa, 
folglich 

6  to*a 

Setzen  wir  —  =  =g= ,  bo  finden  wir,  daß  eine  homogene  Flüssigkeits- 
kugel  Ton  der  gleichen  Größe  and  Masse  wie  die  Erde  eine  Ellip- 
tizität  Ton  ^  haben  würde,  wenn  sie  in  derselben  Periode  rotierte. 

■Taoobia  Ellipsoide. 

§  349.  Um  zn  ermitteln,  ob  ein  Ellipsoid  mit  drei  angleichen 
Achsen  eine  mögliche  Form  des  relativen  Gleichgewichtes  sei,  kehren 
wir  zn  den  Bedingungen  (5)  des  §  348  zurück.     Diese  sind  mit 

(*-«<«■ +  }.,«■(.■> -*■)-»  (1) 

und 

gleichbedeutend. 

Wenn  wir  aas  §  347  einsetzen,  so  kann  man  die  Bedingung  (1) 
in  der  Form 

schreiben.  Der  erste  Faktor  gleich  null  gesetzt  gibt  die  Maclaurin- 
schen  Ellipsoide,  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  besprochen 
wurden.     Der  zweite  Faktor  gibt 


/' 


oW  -  (o»  +  V  +  1)  c*}  ~  -  0,  (4) 


was  als  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  c  durch  a  und  b  be- 
trachtet werden  kann.  Wenn  cs  —  0,  so  ist  jedes  Element  des  Inte- 
grales positiv,  und  wenn  e1  =  —t  v -& ,  so  ist  jedes  Element  negativ. 
Es  gibt  also  einen  Wert  von  c,  der  kleiner  als  die  beiden  Halbachsen  a 
und  b  ist,  für  den  das  Integral  verschwindet. 

Der  entsprechende  Wert  von  m  ist  durch  Gleichung  (2)  gegeben, 
welche  die  Form 

annimmt,  sodaß  m  reell  ist.     Es  ist  zu  beachten,  daß  wie  vorher  das 
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Verhältnis  - —  nur  von  der  Gestalt  des  Eilipsoidee  und  nicht  Ton 
seiner  absoluten  Größe  abhängt1) 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  wurden  sorgfältig  von  C.  0.  Meyer*) 
untersucht,  welcher  zeigte,  daß  bei  gegebenem  a  and  b  nur  ein  Wert 
von  c  existiert,  der  die  Gleichung  (4)  befriedigt  und  daß  ferner  ein 
Maximum  (nämlich  0,1871)  von  5—  auftritt,  wenn  a  *-  b  —  1,7161c.8) 
Das  Jacobische  Ellipsoid  fällt  dann  mit  einer  der  Maclaurin  sehen 
Formen  zusammen.  Diese  Grenzform,  die  in  der  folgenden  Figur  ge- 
zeichnet ist,  wird  dadurch  bestimmt,  daß  man  in  dem  zweiten  Faktor 
von  (3) 

a-b,  c,  +  l~(_a,~cr)u\  c*=(aa~ct)? 

setzt    Wir  finden 


im 


(6) 


folglich 


Dies  hat  nur  eine  endliche  Wurzel,  nämlich  £  =  0,7171,  was  für  die 

Exzentrizität  des  Meridianes  e  —  0,8127 

ergibt. 

Da  im  allgemeinen  Falle  die 
beiden  Verhältnisse  a  :b:c  der  Be- 
dingung (4)  unterworfen  sind,  gibt 
es  im  wesentlichen  nur  einen  variablen 
Parameter,  und  die  Jacobischen  Ellip- 
soide  bilden  daher  eine  sogenannte 
„lineare  Reihe".  Die  Reihenfolge  der 
Figuren  wird  durch  die  folgende  Tabelle  erläutert,  die  von  Darwin 
berechnet  ist5) 


1)  Die  Möglichkeit  einer  ellipaoidalen  Form  mit  drei  ungleichen  Achsen 
wurde  zuerst  von  Jacobi  behauptet,  „Über  die  Figur  des  Gleichgewichte",  Pogg. 
Ann.,  »3,  S.  229,  18S4  (Ges.  Werke,  Bd.  II,  8.  IT);  siehe  femer  Liouvük,  „Bar  Ib. 
fignre  d'une  maase  fluide  homogene,  en  eqnilibre,  et  douöe  d'un  mouvement  de 
rotation",  Journ.  dt  Tßcole  Potytechn.,  14,  S.  290,  1834. 

2)  „De  tequilibrii  formia  ellipaoidicis",  Grelle»  Journ.,  24,  1642. 

3)  Gemäß  Thomson  und  Tait  wurde  dieser  maximale  Wert  0,1868  lauten. 
Siehe  auch  die  Tabelle  auf  der  nächsten  Seite. 

4)  Thomson  und  Tait,  §  778'.  Das  Symbol  f  dieser  Autoron  ist  unserem 
t-1  gleich, 

5)  „On  Jacobi's  Figuxe  of  Eqnilibrium  for  a  Botating  Hub  of  Flnid",  Proc. 
Boy.  Soc.,  41,  S.  819,  1886. 
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Ach-n 

m* 

Dreh- 

ISO 

moment 

R 

fi 

Ä 

1,1»7 

1,197 

0,698 

0,1871 

0,804 

1,816 

1,179 

0,698 

0,187 

0,304 

1,879 

1,128 

0,686 

0,186 

0,300 

1,888 

1,046 

0,692 

0,181 

0,813 

1,601 

0,924 

0,677 

0,166 

0,341 

1,899 

0,811 

0,649 

0,141 

0,892 

2,816 

0,702 

0,607 

0,107 

0,481 

8,136 

0,686 

0,515 

0,067 

0,844 

6,0* 

0,46 

0,44 

0,026 

1,016 

OO 

0 

0 

0 

OO 

Wahrend  ; —  von  der 
oberen  Grenze  0,1871  fällt, 
wächst  das  Verhältnis  der 
einen  Achse  am  Äquator  dea 
Ellipsoides  zur  Polarachse, 
während  daa  der  anderen 
sinkt,  wobei  die  Grenzform 
die  eines  unendlich  langen 
Kreiszylinders  ist,  welcher 
um  eine  Achse  senkrecht  zu 
seiner  Längsrichtung  rotiert 
(o  —  oo,  b  =  c).  Die  neben- 
stehenden Figuren  zeigen  zwei 
zwischenliegende  Formen,  wo 
als  Längeneinheit  der  Radius  R 
der  Kugel  vom  gleichen  Vo- 
lumen genommen  ist. 

Es  mag  bemerkt  werden, 
daß  ein  unendlich  langer  ellip- 
tischer Zylinder  in  relativem 
Gleichgewicht  um  seine  Längs- 
achse rotieren  kann.  Mit  Hilfe 
der  Gleichung  (19)  des  §  347 
wird  leicht  bewiesen '),  daß  die 
Winkelgeschwindigkeit  durch 

gegeben  ist. 

1)  Matthieese»,  „Nene  Untersuchungen  über  frei  rotierende  Flüssigkeiten", 
Schriften  der  Universität  zu  Kiel,  Bd.  Vi,  1869.  Diese  Arbeit  enthalt  ein  sehr 
vollständiges  Verzeichnis  der  früheren  Schriften  auf  diesem  Gebiete. 
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Andere  spezielle  Formen. 

§  350.  Das  Problem  des  relativen  Gleichgewichts,  von  welchem 
Maclaurins  und  Jacobis  Ellipsoide  nur  besondere  Fälle  sind,  ist  zum 
Gegenstand  mehrerer  bemerkenswerter  Untersuchungen  geworden,  auf 
welche  nur  ein  kurzer  Hinweis  hier  Platz  finden  kann. 

Der  Fall  des  Ringes  wurde  zuerst  von  Lapl&ce  behandelt,  in 
besonderer  Hinsicht  auf  die  Theorie  des  Saturnringes.1) 

Es  wird  angenommen,  daß  der  Ring  ein  Umdrehungakörper  um 
die  «-Achse  sei  und  am  Äquator  eine  Symmetrieebene  besitze,  die 
durch  den  Koordinatenanfangsponkt  geht.  Ferner  wird  der  Quer- 
schnitt als  Ellipse  vorausgesetzt,  welche  die  Halbachsen  a  und  c 
parallel  Ox  bzw.  Oy  besitzen  mag.  Wenn  G  das  Zentrum  dieses  Quer- 
schnittes ist,  so  schreiben  wir  QG  —  B,  und  es  wird  vorausgesetzt, 
daß  die  Verhältnisse  ■    ,  yr  beide  klein  sind.  • 

Unter  diesen  Bedingungen  sind  die  Komponenten  der  Anziehung 
für  einen  Punkt  in  der  Substanz  des  Ringes  in  erster  Annäherung 
dieselben,  als  wenn  der  Radius  I)  unendlich  wäre,  sodaß  wir  in  Über- 
einstimmung mit  §  347  (19) 

ß  -  x  *(«,*■  +  j-,j»)  +  konst.  (1) 

schreiben  können,  wo 


vorausgesetzt,  daß  der  Anfangspunkt  der  x  jetzt  nach  C  verlegt  ist 
Die  Druckgleichung  für  Punkte  des  Querschnittes  ist  demgemäß 

f-t.'CB  +  ^-a  +  j^lfp+w,        <»> 

wo  S  die  Masse  des  anziehenden  Körpers  im  Zentrum  0  bezeichnet. 
Dies  kann  in  die  Form 

|_i„'(B»+8Ba!+^-«,(«„^+,^)+^(l+*-+^,'-1-...)  (4) 
entwickelt  werden.     Wenn  p  auf  dem  Umfang  des  Querschnittes 
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heben,  und  die  Koeffizienten  von  x*  und  B*  müssen  in  dem  Verhältnis 
von  c*  zu  a*  stehen.     Folglich 

a'D*  -  S  (6) 

und 

'(N-i^-'fc  +  isj)-  <7' 

Die  erstore  dieser  Gleichungen  zeigt,  daß  die  Umdrehungsperiode  des 
Ringes  die  sein  muß,  welche  einem  Satelliten  in  derselben  Entfernung 
zukommt.     Die  letztere  kann 

*L  _       2ac(fl  —  e)  .„ 

2«e       (3«'-|-c')(a-|-e)  W 

geschrieben  werden,  woraus  folgt,  daß  der  größere  Durchmesser  des 
Querschnittes  im  Äquator  liegen  muß. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechton  Seite  hat  einen  maximalen  Wert 
0,1086,  was  dem  Verhältnis  —  =  2,594  entspricht.  Deshalb  gibt  es 
für  einen  Flüssigkeitsring  in  einer  gegebenen  Entfernung  vom  Zentral- 
körper eine  untere  Grenze  der  Dichte. 

Laplace  macht  darauf  aufmerksam,  daß  ein  Bing,  wie  wir  ihn 
nns  vorgestellt  haben,  labil  sein  muß,  selbst  wenn  er  starr  wäre,  und 
daß  er  um  so  mehr  labil  sein  muß,  wenn  er  flüssig  ist.  Es  wird 
jetzt  allgemein  angenommen,  daß  die  Saturnringe  aus  Meteoren  be- 
stehen. 

Wenn  kein  Zentralkörper  vorhanden  ist  oder  wenn  seine  Masse 
verhältnismäßig  klein  ist,  so  wird  es  nötig,  die  Anziehung  des  Ringes 
in  Punkten  seiner  Substanz  bis  zu  einem  höheren  Grad  der  Annäherung 
zu  berechnen.  Es  ergibt  sich  leicht,  daß  der  Querschnitt  nahezu 
kreisförmig,  die  Winkelgeschwindigkeit  dabei  viel  kleiner  als  im  voran- 
gehenden Falle  sein  muß.     Man  findet,  daß  für  £  —  0  nahezu1) 

vorausgesetzt,  daß  -_  klein  ist.  Dies  kann  durch  eine  Methode  be- 
wiesen werden,  die  derjenigen  des  §  162  ähnlich  ist 

Es  ist  von  Dyson  gezeigt  worden,  daß  ein  derartiger  Ring  für 
Störungen  labil  ist,  bei  denen  der  Flächeninhalt  des  Querschnittes 
sich  von  Ort  zu  Ort  periodisch  ändert,  und  zwar  für  solche  Störungen 
allein.  Die  Tendenz  würde  demnach  die  sein,  in  getrennte  Teile  zu 
zerfallen. 

1)  Ein  etwas  verschiedenes  Resultat  wurde  von  Matthiessen,  1.  C-,  gegeben. 
Die  Formel  (9)  stammt  von  Sophie  Kowalewakv,  Attr.  Nachr.,  111,  S.  87,  1886; 

Poincare,  l.  c.  infre;  Dyson,  I.  c,  8.  188.  Siehe  auch  öasset,  Amer.  Journ.  Math., 
11,  1888. 
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Darwin  hat  ausführlich  den  Fall  untersucht,  wo  zwei  getrennte 
Flüssigkeitumassen  in  relativem  Gleichgewicht  um  ihren  gemeinschaft- 
lichen Schwerpunkt  rotieren  wie  die  Komponenten  eines  Doppel- 
sternes.1)  Wenn  der  Abstand  der  beiden  Massen  groß  gegen  ihre 
Dimensionen  ist,  so  ist  die  Reihe  der  Kugelfunktionen,  durch  welche 
die  Lösung  ausgedrückt  werden  kann,  sehr  rasch  konvergent;  in 
anderen  Fällen  ist  die  Methode  der  Ellipsoidfunktionen  vorzuziehen.1) 

Das  allgemeine  Problem  des  relativen  Gleichgewichtes. 

§  361.  Die  Frage  nach  den  möglichen  Konfigurationen  des 
relativen  Gleichgewichtes  einer  rotierenden  homogenen  Flüssigkeits- 
masse  wurde  von  allgemeinerem  Gesichtspunkte  aus  von  Poincare 
in  einer  berühmten  Arbeit  aufgenommen.1) 

Betrachten  wir  zunächst  ein  gewöhnliches  dynamisches  System 
von  n  Freiheitsgraden,  dessen  Beschaffenheit  auch  von  einem  veränder- 
lichen Parameter  l  abhängen  mag,  sodaß  die  potentielle  Energie  V 
eine  Funktion  der  n  generalisierten  Koordinaten  qu  qt,  --.,£,  und 
von  X  ist.  Die  möglichen  Gleichgewichtskonfigurationen,  die  einem 
vorgeschriebenen  Wert  von  i.  entsprechen,  werden  durch  n  Gleichungen 
der  Form 

£-•  m 

bestimmt;  durch  Veränderung  von  X  erhalten  wir  eine  oder  mehrere 
„lineare  Heiken"  von  solchen  Konfigurationen.  Eine  solche  Reihe 
kann  durch  eine  Kurve  im  n-dimensionalen  Räume  dargestellt  werden, 
welche  qlt  q},  .  .  .,  qn  als  kartesianische  Koordinaten  hat. 

Betrachten  wir  ferner  kleine  Abweichungen  von  einer  Gleich- 
gewichtslage, so  haben  wir 

V-  CaSq*  +  «fcdfc»  +  ■••  +  2cu*fc*&  +  ■■-,  (2) 

wo  c,i,  ca,  c,,,  ...  die  „StabüitätskoeffiBienten"  (§  167)  sind,  die  durch 

_g-v 

e    =  -"'-?- 
definiert  werden. 


(») 


1)  „Od  Figures  of  Equilibrium  of  Rotating  Muses  of  Fluid",  Äfl,  Trans., 
A.,  17S,  S.  ST9,  1887;  „On  tue  Fignre  and  Stability  of  a  Liquid  Satellit«",  l'hü. 
Trans.,  A.,  !06,  S.  161,  1906. 

2)  Zwecks  einer  vollständigeren  Untersuchung  der  Probleme  der  §§  847 — 360 
verweisen  wir  auf  Tisserand,  Tratte  de  Meeanique  Celeste,  Paris  1889—96,  Bd.  II. 

8)  „Sur  l'equilibre  d'nne  masse  fluide  animee  d'un  mouvement  de  rotation", 
Acta  Math.,  7,  8.  259,  1885.  Siehe  auch  sein  Lehrbuch;  Figures  d'iquilibre  d'une 
moste  fluide,  Paria  1002. 

DigmzedsyLiOOgle 


762  SIL  Rotation  flüssiger  Musen. 

Bei  einer  linearen  Transformation  der  Variationen  8qx,  Sq%,  ■  ■  -,  dq% 
kann  der  Ausdruck  (2)  auf  eine  unendlich  vielfache  Weise  in  eine 
Summe  von  Quadraten  umgewandelt  werden;  aber  welche  Methode 
auch  immer  angewendet  wird,  die  Anzahl  der  positiven  wie  der  nega- 
tiven Koeffizienten  ist  nach  einem  Satze  von  Sylvester  invariabel.1) 
Die  Koeffizienten  in  dem  umgeformten  Ausdruck  mögen  als  Haupt- 
koeffizienten der  Stabilität  bezeichnet  werden.  Damit  die  fragliche 
Figur  stabil  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  diese  alle 
positiv  seien. 

Wenn  wir  i.  verändern,  so  werden  die  einzelnen  linearen  Reihen 
gesondert  bleiben,  so  lange  als  die  DiBkriminante  A  der  quadratischen 
Form  (2)  nicht  verschwindet,  d  h.  solange  kein  Hauptkoeffizient  der 
Stabilität  verschwindet.  Aber  falls  A  für  einen  besonderen  Wert  von  l 
verschwindet  und  zugleich  das  Vorzeichen  wechselt,  wenn  wir  einer 
linearen  Reihe  folgen,  so  ergibt  sich,  daß  die  fragliche  Figur  eine 
„Vereweigungsfvrm"  ist,  d.  h.,  daß  sie  der  Treffpunkt  mit  einer  anderen 
linearen  Reihe  ist.  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  wo  zwei 
lineare  Reihen  sich  vereinigen,  wenn  ).  durch  einen  besonderen  Wert 
hindurch  geht,  und  dann  beide  imaginär  werden.  Wenn  die  fragliche 
Konfiguration  nicht  zu  einer  anderen  linearen  Reihe  gehört,  so  haben 
wir  eine  sogenannte  „Greneform"  des  Gleichgewichtes,  und  es  kann 
gezeigt  werden,  daß  A  verschiedene  Vorzeichen  in  den  beiden  Reihen 
in  der  Nachbarschaft  des  Vereinigungspnnktes  hat.  Ein  besonders 
wichtiger  Fall  ist  der,  wo  die  beiden  Reihen  sich  vereinigen  und  dann 
imaginär  werden,  während  eine  dritte  Reihe  stetig  durch  den  gemein- 
samen Punkt  geht. 

Die  vorangehenden  Sätze  können  durch  den  Fall  eines  Systemen 
von  nur  einem  Freiheitsgrad  erläutert  werden.1)  Die  Gleichgewichts- 
konfigurationen sind  durch  die  Gleichung 

H-o  (*) 

gegeben,  welche  ein  oder  mehrere  Werte  von  q   durch  X  bestimmt. 
Wenn  wir  nach  X  differenzieren,  erhalten  wir 


dq 
dl' 
und  bestimmt  so  die  Reihenfolge  der  Gleichgewichtskonfigurationen, 


Dies   gibt  für  jede  lineare  Reihe   einen  einzigen  Wert  von    . ' , 


1)  Works,  Cambridge  1906,  Bd.  I,  S.  880. 

3)  Als  ein  einfaches  Beispiel  nehmen  wir  den  Fall  eines  Massenteilchens, 
das  in  einer  glatten  gekrümmten  Rohre  in  einer  vertikalen  Ebene  frei  beweglich 
ist,  wobei  die  Rohre  durch  Rotation  um  eine  Achse  senkrecht  in  dieser  Ebene 
in  verschiedene  Lagen  gebracht  werden  kann. 
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außer  wenn  j-j  —  0.    Die  einzelnen  Reihen  bleiben  deshalb  getrennt, 

solange  der  StabilitätskoefBzient  nicht  verschwindet:  aber  für  -,— =  —  0 

s  •  dg* 

ist  - ,  -  unendlich  oder  unbestimmt,  je  nachdem  5—07  von  null  ver- 
schieden oder  null  ist.  Im  ersteren  Falle  vereinigen  sich  im  allge- 
meinen zwei  Reihen. 

Schreiben  wir  av 

U -»<*,«>  (6) 

und  betrachten  wir  die  Oberfläche 

z-9(x,y),  (7) 

wn    -v     «     f     rtownlinli^Ji»     b-oi-tfiaitttiioplin    If/^rnJinüton    einA         XMa.    TT,,™ 
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In  der  letzteren  Reibe  haben  wir  einen  Übergang  von  der  Stabilität 
zur  Instabilität,  oder  umgekehrt,  während  die  anderen  Reihen  in  der 
Nachbarschaft  von  A  beide  stabil  oder  beide  labil  sind.1) 

Wenn  n  Freiheitsgrade  vorhanden  sind,  so  sind  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes 

|^-0,      |^  -  0,  . . .,      I-  -  0.  (8) 

tfg,         '      dg,         '        '      cqn  K  ' 

Wir  können  die  n  —  1  Gleichungen,  die  der  ersten  folgen,  benutzen, 
um  gs  ■  ■ .  qn  durch  q,  und  X  auszudrücken.  Wir  wollen  das  Resultat 
der  Substitution  dieser  Werte  in  den  allgemeinen  Ausdruck  für  V 
durch  1>(qlf  i)  bezeichnen.     Wir  haben  dann  nach  (8) 

dy     d_v_     ev  dq,  tr  Bij,     sr  ,q, 

«Ä  =  £&  "*"  33.  »31       ' "  "t"  dqn  d\       93, '  W 

eodaß  die  übrige  Gleichgewichtsbedingung  in  der  Form 


(10) 


geschrieben  werden  kann.     Hieraus  leiten  wir 

3**  dq,    ,     S*i\>_ 


ab,  was  zeigt,  daß  die  Reihenfolge  der  Gleichgewichtskonfignrationen 
eindeutig  ist,  außer  wenn  -.— s  =  0.  Die  weitere  Beweisführung  ge- 
schieht dann  wie  vorher,  nur  daß  ip  für  V  eingesetzt  wird.  Es  ist 
leicht  zu  beweisen,  daß  die  Bedingung  °?  ,  —  0  mathematisch  mit 
A  —  0  gleichwertig  ist.*) 

§  352.  Die  Bedeutung  dieser  Erörterungen  für  die  Theorie  des 
relativen  Gleichgewichtes  eines   rotierenden  SjstemeB  wird  klar  sein. 

Für  den  Fall  des  relativen  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  ein 
starres  Achsensystem,  welches  gezwungen  wird,  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit co  um  eine  feste  Achse  zu  rotieren,  werden  die  Be- 
dingungen am  passendsten  tinter  der  Form 

j|-(F-r„)-o  (i) 

betrachtet,  wo  V  die  potentielle  and  T0  die  kinetische  Energie  des 

1)  Der  Fall  einer  einfachen  Kreuzung  beider  Reihen,  von  denen  beide  auf 
jeder  Seite  des  Schnittpunktes  reell  sind,  kann  in  einer  ähnlichen  Weise  er- 
läutert werden. 

2)  Die  Beweisführung  ist  mit  wenigen  Änderungen  aus  Poineare"s  Lehrbuch 
entnommen. 
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Systemes  ist,  trenn  dieses  wie  ein  fester  Körper  in  einer  gegebenen 
bestimmten  Konfiguration  (q1>  qsi  -.-,?„)  rotiert;  vergl.  §  302.  Ändern 
wir  to,  so  erhalten  wir  die  verschiedenen  linearen  Reihen  von  Gleich- 
gewichtskonngurationen.  Wenn  das  System  Überdies  dissipativen 
Kräften  unterworfen  ist,  die  sämtlichen  relativen  Bewegungen  ent- 
gegenwirken, so  ist  die  Bedingung  für  säkulare  Stabilität  die,  daß 
V—  T0  ein  Minimum  sein  muß. 

Wenn  das  System  andererseits  frei  ist,  so  gehört  der  Fall  unter 
die  allgemeine  Theorie  gyrostatischer  Systeme,  and  die  geeignetere 
Form  der  Bedingungen  ist 

A(F  +  jr,-o,  (2) 

wo  K  die  kinetische  Energie  des  System  es  in  der  Konfiguration 
(Qu  <fo>  ■  ■  •;  ?,)  ist,  wenn  die  Bewegungsniomente,  die  den  ignorierten 
Koordinaten  (§  250)  entsprechen,  vorgeschriebene  konstante  Werte 
besitzen  Die  Bedingung  für  säkulare  Stabilität  lautet  dann,  daß 
V  +  K  ein  Minimum  sein  muß.  Bei  dem  vorliegenden  Gegenstand 
ist  die  einzige  ignorierte  Koordinate,  welche  in  Betracht  kommt,  eine 
Winkelkoordinate,  welche  die  Lage  einer  Bezugsebene  des  Systemes 
im  Baum  bestimmt,  die  ferner  durch  die  Rotationsachse  und  deshalb 
auch  durch  den  Trägheitsmittelpnnkt  geht  Die  entsprechende  Kom- 
ponente des  Bewegungsmomentes  ist  das  Drehmoment  um  die  Achse;  wir 
wollen  dasselbe  mit  x  bezeichnen.  Variieren  wir  x,  so  erhalten  wir 
die  verschiedenen  linearen  Reiben  von  Gleichgewichtskonägurationen. 

Im  Falle  einer  rotierenden  Flüssigkeit  gibt  es  eine  unbegrenzte 
Zahl  generalisierter  Koordinaten  qlt'qtl  ■  -  -,  aber  die  Theorie  ist  sonst 
unverändert.  Wir  wollen  für  einen  Augenblick  eine  Flüssigkeits- 
masse  betrachten,  die  einen  starren  rotierenden  Kern  bedeckt.  Wenn 
der  Kern  gezwungen  ist,  mit  konstanter  Geschwindigkeit  zu  rotieren, 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  er  eine  überwiegende 
Trägheit  besitzt,  haben  wir  die  erste  Form  der  Aufgabe;  wenn  hin- 
gegen der  Kern  frei  ist,  gilt  die  zweite  Form.  Der  Unterschied 
zwischen  den  beiden  Formen  verschwindet,  wenn  wir  uns  auf  Störungen 
beschränken,  welche  das  Trägheitsmoment  des  Systemes  hinsichtlich 
der  Rotationsachse  nicht  beeinflussen. 

Die  zweite  Form  des  Problems  ist  für  den  vorliegenden  Gesichts- 
punkt die  wiebtigere.  Wir  gehen  zu  dem  Falle  einer  homogenen 
rotierenden  Flüssigkeitsmasse  über,  indem  wir  uns  vorstellen,  daß  der 
Kern  unendlich  klein  wird.  In  diesem  Falle  ist  die  Lösung  der  Auf- 
gabe des  relativen  Gleichgewichtes  zum  Teil  bekannt.  Wir  haben 
zunächst  die  lineare  Reibe  der  Maclaurinschen  Ellipsoide,  wo  von 
1  bis  oo  gebt,  wenn  x  von  0  bis  oo  läuft  (§  348).    Femer  haben 
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wir  die  zwei  Reihen1)  von  Jacobiscben  Ellipsoiden;  wenn  %  von 
0,304  M*  R*  bis  oo  wächst,  ao  geht  der  Wert  von  -^-  in  dem  einen 
Falle  von  1  bie  oo  und  in  dem  anderen  von  1  bis  0,  wobei  a  und  b 
die  Halbachsen  des  Äquators  bezeichnen  (§349).  Für  x  =  0,304  M*  B* 
haben  wir  eine  Verzweigungsfonn,  und  deshalb  eine  Änderung  be- 
treffs der  Stabilität. 

§  353.  Als  eine  einfache  Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie 
können  wir  die  säkulare  Stabilität  des  Maclaurinschen  EÜipsoides  für 
die  Fälle  einer  ellipsoidalen  Störung  untersuchen,  wo  die  Rotations- 
achse eine  Hauptachse  bleibt.1) 

Eb  sei  o  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Gleichgewichtszustand, 
und  x  das  Drehmoment.  Wenn  I  das  Trägheitsmoment  des  gestörten 
Syutemes  bezeichnet,  so  würde  die  Winkelgeschwindigkeit  y  sein, 
wenn  dieses  wie  ein  starrer  Körper  rotierte.     Folglich  ist 

r+K-r+ii(±)*-r+i±,  (i) 

und  die  Bedingung  der  säkularen  Stabilität  ist  die,  daß  dieser  Aus- 
druck ein  Minimum  sein  muß.    Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Null- 
wert von  V  dem  Zustand  der  unbegrenzten  Ausbreitung  entspricht. 
Bei  jeder  anderen  Anordnung  wird  dann  V  negativ  Bein. 
In  unserer  früheren  Schreibweise  haben  wir 

Z-JJf  («■  +  &■),  (2) 

wo  c  die  Rotations  ach  ee  ist.     Da  abc  —  Rs,  können  wir 

schreiben,  wo  f(a,  b)  eine  symmetrische  Funktion  der  beiden  unab- 
hängigen Variablen  a  und  6  ist.  Wenn  wir  die  Oberfläche  ins  Ange 
fassen,  deren  Ordinate  / '  (a,  o)  ist,  wo  a  und  b  als  rechtwinklige 
Koordinaten  eines  Punktes  in  einer  horizontalen  Ebene  angesehen 
werden,  so  werden  die  Konfigurationen  des  relativen  Gleichgewichtes 
den  Punkten  entsprechen,  deren  Höhe  „stationär"  ist.  Für  säkulare 
Stabilität  muß  ferner  die  Höhe  ein  Minimum  sein. 


1)  Die  beiden  Reihen  enthalten  die  gleiche  Reihenfolge  von  geometrischen 
Formen,  aber  von  dem  jeteigen  Standpunkte  ans  sind  sie  als  mathematisch  ver- 
schieden anzusehen. 

2)  Poincare-,  l.  c.  Eine  mathematisch  ausführlichere  Untersuchung  siehe 
bei  Basset,  „On  the  Stability  of  Haclanrin's  Liquid  Spheroid",  Proe.  Camb.  Htil, 
Soc.,  8,  S.  28,  1392. 
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Für  a— oo  oder  l  —  oo  haben  wir  f(a,  b)  —  0.  Für  a  =  0 
haben  wir  F=0,  während  f(a,  i)  mit  b~*  proportional  ist;  ähnlich 
für  b  =•  0.  Wenn  gleichzeitig  a  —  0,  6  —  0,  haben  wir  f(a,  b)  =  oo. 
Es  ist  bekannt,  daß,  wie  auch  der  Wert  von  x  sein  mag,  immer  eine 
und  nur  eine  Form  des  Maclaurinschen  EUipsoides  möglich  ist.  Wenn 
wir  daher  der  Schnittlinie  der  oben  erwähnten  Fläche  mit  der  Sym- 
metrieebene (a  —  b)  folgen,  so  läuft  die  Ordinate  von  oo  bis  0,  in- 
dem sie  einen  und  nur  einen  „stationären"  Wert  in  dem  Intervall 
hat.  Es  ist  Mar,  daß  dieser  Wert  negativ  und  auch  ein  Minimum 
ist.1)  Darum  kann  die  Höhe  in  diesem  Punkte  der  Oberfläche  kein 
Maximum  sein.  Da  überdies  eine  Grenze  für  den  negativen  Wert 
von  V  gesetzt  ist,  nämlich  wenn  das  Ellipsoid  eine  Kugel  wird,  so 
gibt  es  immer  mindestens  einen  endlichen  Punkt  von  minimaler  und 
zwar  negativer  Höhe  auf  der  Oberfläche. 

Nun  ergibt  sich  im  Hinblick  auf  die  Tabellen  der  §§  348  und  349, 
daß  für  x  <  0,304  •  M^I&  eine  und  nur  eine  ellipsoidale  Gleich- 
gewichtsform ,  und  zwar  eine  Umdrehungsform,  möglich  ist  Die 
vorangehenden  Erwägungen  zeigen,  daß  diese  einem  Punkte  mini- 
maler Höhe  entspricht  und  deshalb  ffir  symmetrische  ellipsoidale 
Störungen  säkular  stabil  ist. 

Wenn  x  >  0,304  •  Jlf*  £r,  so  gibt  es  drei  Punkte  von  stationärer 
Höhe,  nämlich  einen  in  der  Symmetrieebene,  der  einem  Maclaurin- 
schen  Ellipsoid  entspricht,  und  zwei  andere,  die  auf  entgegengesetzten 
Seiten  dieser  Ebene  symmetrisch  liegen  und  Jaco bischen  Formen 
entsprechen.  Es  ergibt  sich  durch  geometrische  Erwägungen,  daß 
die  Höhe  an  den  beiden  letztgenannten  Punkten  ein  Minimum,  und 
in  dem  ersteren  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  sein  maß. 
Jede  andere  Anordnung  würde  die  Existenz  weiterer  Punkte  von 
stationärer  Höhe  bedingen. 

Das  Resultat  der  Untersuchung  lautet,  daß  Maclanrins  Ellipsoid 
für  ellipsoidale  Störungen  säkular  stabil  oder  labil  ist,  je  nachdem 
die  Exzentrizität  e  kleiner  oder  größer  als  0,8127,  nämlich  als  die 
Exzentrizität  des  Umdrehungsellipsoides  ist,  welches  den  Ausgangs- 
punkt der  Jacobischen  Reihe  bildet.  Die  Jacobischen  Ellipsoide  hin- 
gegen sind  für  solche  Störungen  alle  stabil.2) 

Die  weitere  Untersuchung  der  Stabilität  des  MaclaurinBchen 
EUipsoides  wurde  uns  zu  weit  fuhren.  Es  ist  von  Poincare"  gezeigt 
worden,   daß  das  Gleichgewicht  für  Deformationen  jeder  Art  säkular 

1)  Es  folgt,  daß  Maclanrins  Ellipsoid  immer  für  eine  solche  Deformation 
stabil  ist,  wo  die  Oberfläche  ein  ümdre  hange  ellipsoid  bleibt  Thomson  and 
Tait  Natural  JWIogopAy,  2.  Aufl.,  §  778". 

3)  Dieses  Resultat  wurde  ohne  Beweis  von  Thomson  nnd  Tait,  l.  c,  auf- 
gestellt. 
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stabil  ist,  solange  «  unter  die  oben  genannte  Grenze  fällt  Dies  wird 
bewiesen,  indem  gezeigt  wird,  daß  es  für  ein  Umdrehnngsellipsoid 
von  kleinerer  Exzentrizität  keine  Verzweignngsfonn  gibt  Es  folgt 
aus  der  Betrachtung  Aber  den  „Austausch  der  Stabilitäten",  daß  die 
Jacobieche  Reibe  am  Anfang  völlig  stabil  ist. 

§  354.  Poincare'  bat  ferner  die  Stabilitätskoeffizienten  der  Reihen 
der  MaclaurinBchen  und  Jacobiscben  Ellipsoide  vermittels  der  Methode 
der>  Lamesehen  Funktionen  geprüft,  in  der  Absicht,  zn  ermitteln, 
welche  Glieder  Verzweignngsformea 
sind.  Er  findet,  daß  es  eine  un- 
begrenzte Zahl  solcher  Formen  und 
folglich  eine  unbegrenzte  Zahl  anderer 
linearer  Reihen  von  Gleichgewichts 
konfiguxationen  gibt.  In  jedem  Falle 
wird  es  möglich,  die  Form  der  Glieder 
der  neuen  Reihen  in  der  Nachbar- 
schaft der  Verzweigung  zu  bestimmen. 
Die  Frage  ist  femer  von  Darwin1) 
und  von  Poincare  selbst  in  einer 
späteren  Arbeit1)  erörtert  worden. 
Der  Fall,  welcher  das  meiste 
Interesse  auf  sich  gelenkt  hat,  ist 
die  erste  Verzweigung,  welche  bei  der  Reihe  der  Jacobischen  Ellip- 
soide auftritt  Nach  Darwin1)  ist  das  kritische  Ellipsoid  dasjenige, 
fflr  welches  ~  =  1,8858,  ^  —  0,8150,  ^  —  0,6507.  Von  diesem  Ponkt 
an  sind  die  Jacobischen   Ellipsoide  labil. 

In  der  obenstehenden  Figur')  Bind  die  Verhältnisse  -  -  und  --  als 
Koordinaten  genommen,  und  die 
gerade  Linie  HAK  stellt  die  Reihe 
der  Maclaurinschen  Ellipsoide  dar, 
die  verschiedenen  Werten  von  x 
entsprechen;  die  Zweige  AS  und 
A  S  hingegen  stellen  die  der  .Jacobi- 
schen Figuren  dar.  Der  Punkt  H 
entspricht  dem  Falle  der  Kugel, 
für  welchen  x=*Q.  Die  Maeknrin- 
sche  Reihe  ist  von  H  bis  A  stabil 

1)  „Od  the  Pear-ahaped  Figure  of  Equilibrinm  of  a  Rotating  Hau  of  Li- 
quid", Phil.  Trat».,  A.,  19a,  S.  801,  1901. 

3)  „Sur  la  Stabil  ite  de»  Figure*  Pjriformes  affecteea  par  une  Mäste  Fluide 
en  Rotation",  Phil.  Trans.,  A.,  198,  8.  838,  1901. 

8)  Die  Figur  ist  nach  den  Tabellen  in  den  §§  848  und  349  gezeichnet 
Eine  Skizze  iat  in  PoincarS'B  Lehrbuch  gegeben. 
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aber  weiterhin  labil.  Die  Buchataben  P  und  Q  bezeichnen  die  Punkte, 
wo  die  Jacobischen  Ellipsoide  labil  werden.  In  diesen  Punkten  zweigen 
neue  Reiben  ab,  welche  wahrscheinlich  zunächst  stabil  sind.1)  Die 
ersten  Glieder  dieser  neuen  Reihen  haben  die  Form,  die  in  den 
unteren  Figuren  auf  Seite  768  gezeichnet  ist,  die  der  eben  genannten 
Arbeit  Darwins  entnommen  sind. 

Das  entsprechende  zweidimensionale  Problem  ist  von  Jeans  durch 
eine  besondere  Methode  untersucht  worden.1) 


Kleine  Schwingungen. 

§  3BB.  Die  kleinen  Schwingungen  einer  rotierenden  ellipsoidalen 
Masse  sind  von  verschiedenen  Autoren  untersucht  worden. 

Die  einfachsten  Störungstypen,  die  wir  betrachten  können,  sind 
die,  wo  die  Oberfläche  ellipsoidal  bleibt,  und  zwar  mit  der  Umdrehungs- 
achse  als  einer  Hauptachse.  In  dem  Falle  des  Maclaurinschen  Ellip- 
soides  gibt  es  zwei  solche  Typen;  bei  dem  einen  bleibt  die  Oberfläche 
ein  Umdrehungsellipsoid,  während  bei  dem  anderen  die  Achsen  des 
Äquators  ungleich  werden,  indem  die  eine  wächst  und  die  andere 
abnimmt,  während  die  Polarachee  umgeändert  bleibt.  Es  war  von 
Riemann')  gezeigt  worden,  daß  die  letztere  Form  labil  ist,  wenn  die 
Exzentrizität  (e)  des  Meridiansohnittes  größer  als  0,9529  ist.  Bei 
dieser  Untersuchung  Bind  Reibungskräfte  nicht  berücksichtigt,  und 
das  Kriterium  ist  ein  solches  der  „gewöhnlichen"  Stabilität.  Wir 
haben  in  §  353  gesehen,  daß  das  Gleichgewicht  praktisch  labil  ist, 
wenn  e  den  Wert  0,8127  übersteigt.  Die  Perioden  der  beiden  Rie- 
mannschen  Schwingungstypen  im  Falle  e  <  0,9529  sind  von  Love*) 
berechnet  worden,  der  auch  die  zweidimensionalen  Schwingungen 
(von  elliptischem  Typus)  eines  rotierenden  elliptischen  Zylinders  er- 
erörtert hats) 

Das  Problem  kleiner  Schwingungen  wurde  auf  eine  allgemeinere 
Weise  von  Poincare  behandelt.8)     Es  ergibt  sich  aus  §  206,  daß  die 

1)  Siehe  Poincare',  l.  c,  und  Darwin,  „The  Stability  of  the  Pear-Shaped 
Figure  of  Equilibrimn",  Phil  Tram.,  A.,  200,  8.  26],  1902. 

2)  „On  the  Equilibrium  of  Rotating  Liquid  Cylinders",  Phü.  Trans.,  A., 
200,  S.  67,  1902. 

8)  „Beitrag  *n  den  Uatersnchnngen  über  die  Bewegung  eines  flüssigen 
gleichartigen  EUipsoides",  Gott.  Abk.,  9,  8.  8,  1860  (Math.  Werke,  8.  192).  Siehe 
auch  Baaset,  Hydroäynamics,  §  867.  Riemann  zeigt  ferner,  daß  die  Jacobiaohen 
Ellipsoide  für  ellipioidale  Störungen  in  dem  obigen  beschränkten  Sinne  itabil  sind. 

4)  „On  the  OscilUtious  of  a  Rotating  Liquid  Spheroid,  and  the  Genesis 
of  the  Moon",  Phil.  Mag.  (6),  87,  3.  26*,  1889. 

6)  „On  the  Motion  of  a  Liquid  Elliptic  Cjlinder  ander  its  own  Attraction", 
Quart.  Journ.  Math.,  28,  188,  1888. 
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Gleichungen   für  unendlich  kleine  Bewegung  in  Bezug  auf  rotierende 
Achsen  folgendermaßen  geschrieben  werden  können: 


';  +  20>«-- 


0) 


<,-£  +  »-$<.'(*■  +  «■),  (2) 

wenn   ß    das    Gnivitationspotential    der   flüssigen   Masse    bezeichnet 
Hieraus  and  aas  der  Kontinuitätsgleichung 

(3) 


leiten  wir 

ab. 


8».  8«    ,8»      n 


Wenn  wir  annehmen,  daß  u,  v,  te  mit  e""  proportional  sind,  so 


-g+- 

"I* 

8y 

- 

a'  — 4a 

o  2* 

' 

and  deshalb  aus  (3)  oder  unmittelbar  ans  (4) 

>+?!l  +  Ci_t?!'|?!t_o 

>»■  +  8y-  +  V        «V  8«' 


Wenn  wir 
schreiben,  nimmt  dies  die  Form 


8»"  T8j"  T8«"      u 
an.    Wenn  die  Gleichung  des  ungestörten  Ellipsoidea 

!' +  »1  +  !l  _  1 

«■  r  »■  +  e'      * 

ist,  so  sind  die  passenden  Lösungen  von  (8)  diejenigen,  welche  die 
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EJJipsoidfmtkfcionen  enthalten,  die  der  Oberfläche 


entsprechen,  welche  aas  (9)  durch  eine  homogene  Deformation  er- 
halten wird.1) 

An  der  Fläche  (9)  müssen  wir  p  —  konst.  and  deshalb 

«.-.ß-lo'C^+y*)  (11) 

haben.  Das  Potential  ß  der  gestörten  Form  hängt  von  der  Yer- 
rückung  t  in  der  Richtung  der  Normalen  an  der  Oberfläche  ab;  dies 
ist  mit  it>  durch  eine  Beziehung  von  der  Form 

I«  +  mv  +  »w  —  ||  —  jtfg  (12) 

verknüpft,  wo  die  Werte  u,  v,  w  an  der  Oberfläche  ans  (5)  zn  ent- 
nehmen Bind. 

Das  Verfahren  ist  dann  folgendes.  Wir  nehmen  an,  daß  £  eine 
Elh'psoidflächenfoiiktion  ist,  die  sich  auf  (9)  bezieht;  dann  wird  der 
Wert  von  fl  für  die  Oberfläche  berechnet  und  in  (11)  eingesetzt. 
Der  resultierende  Wert  von  $  an  der  Oberfläche  wird  durch  Ellipsoid- 
funktionen  in  Bezug  auf  die  Hilfsfläche  (10)  ausgedrückt;  der  ent- 
sprechende Wert  von  V  im  Innern  kann  dann  in  räumlichen  Ellipsoid- 
funktionen  hingeschrieben  werden.  Die  Bedingung  (12)  liefert  dann 
eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  <?;  es  ergibt  sich,  daß  diese 
Gleichung  immer  algebraisch  ist 

Im  Falle  des  Maclaurinscben  Ellipsoides  ist  das  Verfahren  etwas 
einfacher,  da  die  auftretenden  harmonischen  Funktionen  von  der  Art 
sind,  die  in  den  §§  104  und  107  untersucht  wurde.  Diese  Aufgabe 
ist  ausführlich  von  Bryan*)  behandelt  worden,  welcher  insbesondere 
die  Riemannsche  Untersuchung  dadurch  vervollständigt  hat,  daß  er 
zeigt,  daß  gewöhnliche  Stabilität  für  alle  Arten  der  Störung  herrscht, 
solange  die  Exzentrizität  des  Meridianes  kleiner  als  0,9529  ist. 


Diriobleta  EUipsolde. 

§  366.    Die  Bewegung  einer  flüssigen  Masse  unter  ihrer  eigenen 
Anziehung   bei   veränderlicher   ellipsoidaler   Oberfläche    wurde    zuerst 


1)  Es  gibt  Arten  der  freien  Schwingung,  für  welche  i  imaginär,  und  die 
Fläche  (9)  folglich  ein  Hyperboloid  ist. 

2}  „The  Waves  on  a  Kotatdng  Liquid  Spheroid  of  Finite  EHipticitv",  Phil, 
Trans.,  A.,  180,  S.  IST,  1888. 
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von  Dirichlet  untersucht.1)  Indem  er  die  Methode  von  Lagrange 
(§  13)  zugrunde  legt,  nimmt  er  als  Gegenstand  der  Untersuchung 
die  ganze  Klasse  von  Bewegungen,  bei  denen  die  Verschiebungen 
lineare  Funktionen  der  Koordinaten  sind.  Dies  wurde  auf  derselben 
Grundlage  von  Dedekind')  und  Biemann")  weitergeführt  Später  ist 
Von  Greenhül*)  und  anderen  gezeigt  worden,  daß  das  Problem  mit 
Vorteil  durch  die  Eulersche  Methode  behandelt  werden  kann. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  nehmen,  wo  das  Eüipsoid  seine 
Aohsenrichtungen  nicht  ändert  und  die  innere  Bewegung  wirbelfrei 
ist.  Dies  ist  interessant  als  ein  Beispiel  von  einer  endlichen  Schwin- 
gung einer  Flüssigkeit  um  die  Kugelform. 

Der  Ausdruck  für  das  Geschwindigkeitspotentdal  ist  in  §  110  ge- 
geben; wir  haben  nämlich 

?- -*(!*■+ lü'+f«1)  (i) 

zugleich  mit  der  Bedingung  konstanten  Volumens,  nämlich 

V  +  T  +  V-0-  <2> 

Der  Druck  wird  nach  §  30  (4)  durch 

£_||_a_ig.+  f(()  (3) 

gegeben;  setzen  wir  den  Wert  von  &  aus  §  347  ein,  so  finden  wir 

f — +(4«,+f»'+-f »■)-«»(«.»•+ «y+  r.*>+m-  w 

Die  Bedingungen,  daß  der  Druck  an  der  äußeren  Flache 

^  +  f.  +  ^  -  1  (5) 

gleichförmig  sein  soll,  sind  deshalb 

(4  +  2«,«,)  «•-  (}  +  2«,A.)  *■-  (f + 2»p  n)  t.         (6) 


1}  „Untersuchungen  Aber  ein  Problem  der  Hydrodynamik",  Gott.  Äbh.,  8, 
S.  8,  1860;  Orales  Jöwrn.,  58,  3.  181  {Werke,  Bd.  II,  8.  S68).  Die  Arbeit  war 
nachgelassen;  sie  wurde  von  Dedekind  herausgegeben  und  erweitert. 

2)  CreUes  Jow-n.,  6B,  3.  317,  1861. 

I)  l  c,  8.  78». 

4)  „On  the  Rotation  of  a  liquid  Ellipaoid  about  iU  Hean  Aiii",  Fror.. 
Comb.  Uta.  Soc.,  8,  8.  288,  1879;  „On  the  general  Hotion  of  a  liquid  Ellipaoid 
ander  the  Gravitation  of  iti  own  parte",  Proc.  Comb.  .Bio.  8oc.,  4,  8.  4,  1880. 


Diriohlet»  Ellipioide.  773 

Diese  Gleichtuigen  zugleich  mit  (2)  bestimmen  die  Veränderungen 
von  a,  b,  c.  Wenn  wir  die  drei  Glieder  von  (2)  mit  den  drei  gleichen 
Größen  in  (6)  multiplizieren,  erhalten  wir 

ää  +  bb  +  c'c  +  2xQ(allaä  +  ß0bb  +  r0ec)  —  0.  (7) 

Wenn  wir  die  Werte  von  u0,  ß0,  ya  aus  §  347  einsetzen,  hat  dies  das 
Integral 

a*  4.  b1  +  c*  -  Angabe  f  ^  =  konst  (8) 

Es  ist  bereits  bewiesen  worden,  daß  die  potentielle  Energie 

7-  konst-^BVa'&v/*^  (9) 

lautet,  und  es  ergibt  sich  ans  (1)  leicht  für  die  kinetische  Energie 
T-ixQabcfä'+b'+t*).  (10) 

Folglich  ist  (8)  mit  der  Energiegleichung 

T+F-  konst.  (11) 

gleichbedeutend. 

Im  Falle  eines  Umdrehungsellipsoids  (a  —  b)  genügt  die  Gleichung 
(8)  zugleich  mit  a*c  =-  R*  zur  Bestimmung  der  Bewegung.  Wir 
finden 

A»pi^(l  +  £)«*+  »r«  konst  (12) 

Die  Art  der  Bewegung  hängt  vom  Betrag  der  gesamten  Energie  ab. 
Wenn  diese  kleiner  als  die  potentielle  Energie  im  Zustande  unend- 
licher Ausbreitung  ist,  so  wird  das  EUipsoid  regelmäßig  zwischen  der 
gestreckten  und  abgeplatteten  Form  schwingen,  und  zwar  mit  einer 
Periode,  die  von  der  Amplitude  abhängt;  wenn  die  Energie  hingegen 
diese  Grenze  überschreitet,  so  wird  es  nicht  schwingen,  sondern  der 
einen  oder  anderen  der  beiden  Grenzformen  zustreben,  nämlich  einer 
unendlichen  materiellen  Linie,  die  mit  der  2-Achse  zusammenfällt, 
oder  einer  unendlich  ausgebreiteten  dünnen  Schicht,  die  mit  der  xy- 
Ehene  zusammenfallt.1) 

Wenn  wir  im  Falle  eines  Umdxehungsellipsoides  der  wirbellosen 
Bewegung,   die  durch  (1)  gegeben  ist,   eine  gleichförmige  Rotation  £ 


1}  Dirichlnt,  l.  e.  Wenn  die  Schwingnngiamplitnde  Mein  ilt,  10  muß  die 
Periode  mit  der  zusammenfallen,  die  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  Formel  (10) 
des  §  369  n  =  ä  setzt.  Die«  wurde  Ton  Hioks  bestätigt ,  Proe.  Comb.  Fhfl.  Soc., 
4,  S.  8Ü9,  1S83. 
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um  die  «-Achse  superponieren,   so   sind   die  GeBchwindigkeitakompo- 
nenten  in  Bezug  auf  feste  Achsen 


„__*_{„ 

p  —  -jy+  gar 


(13) 


Die  Eulerschen  Gleichungen  (2)  des  §  6  reduzieren  eich  dann  auf 

ä  i        «ä.         ,.  l  dp      da  , 

7*-&-!T&-P*--7»»     8« 

ir+t.+»it.-n,--i|f-^  •       d4) 


i  dp     d& 


Die  ersten  beiden  Gleichungen   geben   bei  kreuz  weiser  Differentiation 

}  +  s|-0  (15) 

oder 

£«'-{,«.',  (16) 

was  einfach  der  Ausdruck  des  Helmholtzschen  Satzes  ist,  daß  die  In- 
tensität eines  Wirbels  konstant  ist  (§  146).  Infolge  von  (15)  haben 
die  Gleichungen  (14)  das  Integral 


7 —  i(|-t')(z'+!fl-i|-«'-.a  +  ]«»i»t. 


(") 


Führen  wir  den  Wert  von  ß  aus  §  347  (4)  ein,  so  finden  wir,  daß 
der  Druck  an  der  Fläche 

^'  +  £-1  (18) 

konstant  Bein  wird,  vorausgesetzt,  daß 

(~  +  2»<»a0-  ?)«»-  (|  +  2*pyc)c*  (19) 

Vermöge  der  Beziehung  (15)  und  der  Bedingung  für  konstantes  Vo- 
lumen 

2*  +f-0  (20) 

kann  dies  in  die  Form 

Digtisrisy^iOUQIL 
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2ää  +  cc  +  2(£*oä  +  gga*)  +  In^aä  +  2xpy„ec  -  0      (21) 

gebracht  werden,  folglich 

2ä'+  c*+  2£»a»-  4*<>a»c  f — r-konst.        (22) 

>t/ (<*»  +  «(«»  +  *)»  *■     J 

Dies  wird  wieder  als  die  Energiegleiohong  erkannt. 

Dnrch  e  als  abhängige  Variable  ausgedrückt  kann  Gleichung  (22) 
folgendermaßen  geschrieben  werden: 

i*»JP{(l  +  £)«■  +  ^  «)  +  F-konrt  (23) 

Wenn  die  Anfangsbedingungen  günstig  sind,  so  wird  die  Ober- 
fläche regelmäßig  zwischen  zwei  extremen  Formen  schwingen.  Da 
für  ein  verlängertes  EllipHO-id  V  mit  c  wächst,  so  ist  klar,  daß  eine 
Grenze  für  die  Verlängerung  in  der  Achsenrichtung  vorhanden  ist, 
die  das  rotierende  Ellipsoid  erreichen  kann,  wie  auch  immer  die  An- 
fangsbedingungen sein  mögen.  Andererseits  kann  wohl  eine  unbe- 
grenzte Ausbreitung  in  der  Ebene  zustande  kommen.1) 


%  367.  Für  das  weitere  Studium  der  Bewegung  einer  Flüssig- 
keit, die  von  einer  veränderlichen  ellipsoidalen  Oberfläche  begrenzt 
wird,  müssen  wir  auf  die  bereits  genannte  Arbeit  von  Riemann  und 
auf  die  anderen  Abhandlungen  verweisen,  welche  unten  angeführt 
sind.1)  Wir  können  jedoch  kurz  den  Fall  andeuten,  wo  die  ellipsoidale 
Grenzfläche  unveränderliche  Form  besitzt,  aber  um  eine  Hauptachse, 
etwa  um  Oz,  rotiert.*) 

Wenn  u,  v,  te  die  Geschwindigkeiten  in  Bezug  auf  die  Achsen 
bezeichnen,  von  denen  die  x-  und  j/ -Achse  in  ihrer  eigenen  Ebene  mit 
konstanter  Winkelgeschwindigkeit  to  rotieren  mögen,  so  sind  die  Be- 
wegungsgleichungen nach  §  206 


1)  Diriclüet,  l.  e. 

2)  Brioschi,  „D^veloppementa  relatifs  an  §  3  des  Recberchea  de  Dirichlet 
toi  nn  problfeme  d'Hydrodynamiqne",  CreUea  Jowrn.,  59,  S.  68,  1861;  Lipachitz, 
„Reduktion  der  Bewegung  eines  flüssigen  homogenen  Ellipsoides  auf  das 
Variationsproblem  eines  einfachen  Integrals  .  .  ,",  OreBe»  Journ.,  78,  S.  243, 
1871;  Greenhill,  I.  C,  S.  772;  Basset,  „On  the  Motion  of  a  Liquid  Ellipsoid 
imder  the  Influence  of  ita  own  Attraction",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  17,  6.  265, 
1886  (Hydrodt/namics,  Eap.  16),  Tedone,  H  meto  di  u/t  elliasoide  ßuido  secondo 
fipoUei  di  Dirichlet,  Pisa  189*. 

3)  Greenhill,  „On  the  Rotation  of  a  Liquid  Ellipsoid  about  Hb  Mean  Äiia", 
Proc.  Comb.  PhÜ.  Soc.,  8,  S.  238,  1879. 
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i  dp    i 


.  —  Ita  v  —  erx  —  - 


-ifj-jg  (i)') 

t  oy       cy   I  \  /  / 

lop    da  I 


Wenn  die  Flüssigkeit  eine  Winkelgeschwindigkeit  g  um  Linien  par- 
allel zur  2  Achse  hat,  so  sind  die  wirklichen  Geschwindigkeiten  par- 
allel zu  den  jeweiligen  Lagen  der  Achsen 

u  —  ag  —  jg^p («>  -  C)y  -  {,»  ] 

«  +  o*  -  S^|!(«»  -  Ö*  +  £*  f-  ^2) 

da  die  Bedingungen  offenbar  erfüllt  werden,  wenn  der  gleichförmigen 
Rotation  £  die  wirbelfreie  Bewegung  superponiert  wird,  welche  durch 
Umdrehung  eines  starren  ellipsoidalen  Gefäßes  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit a  —  t  erzeugt  werden  würde  (vgl  §  110).    Folglich 


—  i^FiiC— 0» 
°--v+v<."'-t)' 

«1-0 


(3) 


Setzen  wir  in  (1)  ein  und  integrieren  wir,  so  finden  wir 
Deshalb  sind  die  Bedingungen  für  eine  freie  Oberfläche 

(s£fW-(»  -£)'+}<»'-  ^>t(«  - 1)  -  *»«■) <•' 

-  IÄw-(»  -  0'+  *»'-  5^T-«(»  "  0  —"•} v 

—  *w' 

Dies  enthält  eine  Anzahl  interessanter  Fälle: 
1.  Wenn  wir  m  —  £  setzen,  erhalten  wir  die  Bedingungen  des 
Jacobischen  Ellipsoides  (§  349). 

1)   Ein   allgemeineres   System    von   Gleichungen,    die    eich    auf   bewegte 
Achsen  beriehen,  gab  Greenhill,  Proc.  Camb.  Phil.  So?.,  4,  8.  4,  1880. 
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(5) 
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2.  Wenn  wir  a  =  0   setzen,    eodaß   die   äußere   Grenzfläche    im 
Räume  ihre  Lage  behält,  erholten  wir 

Diese  Bedingungen  sind  mit 

(«,  -  «  aW  +  y,c>  (•■  -  »■)  -  0  (7) 

und 

£•         (a'+  61)'    «V0-6'&  ™ 

2*j  4a«6»     "      «■—  6"  W 

äquivalent. 

Durch  Vergleich  mit  §  349  wird  klar,  daß  c  die  kleinste  Achse 
des  Ellipsoides  sein  muß,  und  daß  der  Wert  (8)  von    —  positiv  ist. 
Die  Bahnen  der  Teilchen  bestimmen  eich  aus 


('■)) 


folglich  ist 


*— JTPtt 

i-0  ) 

I  — Äacoa(ff(  +  e)  ] 

y  —  £6  sin  (ff*  +  e)  |,  (10) 

<-0  I 


—  PTPfc  (») 

und  k,  t  willkürliche  Konstante  sind. 

Diese  Resultate  stammen  von  Dedekind.1)  Es  ist  von  Love  be- 
merkt worden,  daß  hinsichtlich  der  äußeren  Form  die  Reihen  der 
Dedekindschen  und  Jacobischen  Ellipsoide  identisch  sind. 

3.  Es  sei  £  —  0,  sodaß  die  Bewegung  wirbelfrei  ist.  Die  Be- 
dingungen (5)  reduzieren  sich  auf 

(«.       <„■+»,■     ,„!•- 

Dies  kann  durch 

{«0(3.'+  6")  +  Ä,(S&'  +  «■)]  «'S1-  r„(o'+  6o'i>+  S')«1-  0       (13) 

und 


1)  I.  c,  S.  773.    Siehe  auch  Love,  „On  Dedekind'a  Theorem  . .  .",  Phä. 
Mag.  (6),  »,  S.  40,  1888. 
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8*p        a»  +  6a,6,  +  6* "      o"  —  6*  V**J 

ersetzt  werden. 

Die  Gleichung  (13)  bestimmt  c  durch  a  und  b.  Wir  wollen  an- 
nehmen, daß  a  >  ö.  Dann  sieht  man  leicht,  dafi  die  linke  Seite  für 
c  =  a  positiv  und  für  c  —  6  negativ  ist.  folglich  gibt  es  einen  reellen 
Wert  von  c  zwischen  a  nnd  b,  für  welchen  die  Bedingung  erfüllt  ist; 
aus  demselben  Grunde  wie  in  §  349  ist  dann  der  Wert  von  a  reell, 
der  durch  (14)  gegeben  wird. 
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